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Resumen

La geometria tridimensional resulta dificil pero muy plastica. Identificar po-
liedros, construirlos mediante objetos sencillos y analizar nuevas formas de cons-
truccion, es una practica importante para su aprendizaje. Este articulo presenta
una actividad consistente en examinar poliedros construidos mediante materiales
sencillos, facilmente trasladables a las aulas, para desarrollar el sentido espacial
de los alumnos. El estudio de los poliedros se realiza en tres etapas: a) identificar
poliedros en figuras, b) construir poliedros con objetos simples, y c) analizar las
cualidades de los modulos, examinando como cambiar las caracteristicas de los
modulos para obtener nuevos poliedros. Tras recopilar diversas fuentes y recursos,
nos decantamos por el plastico, material facil para el profesor. Con estas atendemos
dos dimensiones del sentido espacial: caracteristicas y propiedades geométricas de
poliedros y habilidades de visualizacion.
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Abstract

3D geometry seems very difficult but extremely malleable. Identifying poly-
hedra, building them by using simple objects as well as analyzing new ways of
construction, is an important practice for its learning. This article presents an activ-
ity aimed at developing students’ spatial sense. The activity consists in examining
modular polyhedra built from simple materials, which are easily transferable to
classrooms. The study of polyhedra is done in three stages: a) Identifying polyhedra
embedded in objects; b) building polyhedra with simple objects, and ¢) analyzing
the features of the modules, examinining how to change the characteristics of the
modules to obtain new polyhedra. After collecting several sources and resources,
we opted for plastic, accessible material for teachers. With all of this we explore
two dimensions of spatial sense: characteristics and properties of polyhedra and
visualization skills.
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INTRODUCCION

La divulgacion matematica ha estado presente en el Departamento de
Didactica de la Matematica de la Universidad de Granada, y a ella ha
colaborado de manera patente los homenajeados por este libro, Francisco
Fernandez y Francisco Ruiz. En recuerdo de las numerosas experiencias
compartidas, he aprovechado un campo en el que “Paco Ruiz” ha sido
un estudioso, los poliedros, para hacer una recopilacion y avance que se
centran en la construccion y el estudio de poliedros que puedan realizarse
a partir de elementos simples. Siguiendo su ejemplo, he continuado la re-
copilacion de poliedros construidos con objetos familiares. La busqueda
en la red ha facilitado el acceso para ampliar lo que ya es conocido y ex-
puesto en el seminario del departamento. Paco me hizo conocer creadores,
artistas plasticos que conjugaban el arte y la matematica. En este articulo
difundo varios artistas menos conocidos que contribuyen a esta idea, artis-
tas que tienen un gran sentido espacial. El articulo comienza presentando
algunos poliedros originales, formados con materiales féciles. Posterior-
mente presenta un taller para la construccion y estudio de poliedros mo-
dulares, construidos a partir de una figura que puede hacerse en materiales
sencillos, carton o plastico.

POLIEDROS ORIGINALES

En el seminario del departamento estan presentes desde hace tiempo
los poliedros construidos a partir de diversos materiales. Los modelos en
plastico y madera, se vieron ampliados con troquelados en carton, varillas
con engarces, piezas de Polydron y, mas recientemente, los formados por
imanes. Paco tenia siempre en su despacho poliedros construidos con car-
tulina, que atn se conservan en el expositor, asi como los formados por
papel plegado (figura 1).

Un descubrimiento interesante fueron los poliedros articulados (figura
2), que cambian de forma, aprecidandose poliedros diferentes segin estén
cerrados o abiertos. Estudiar qué poliedro aparece en posicion de reposo
0 en su “explosion” es una tarea interesante que obliga a poner en jue-
go diversas componentes del sentido espacial, como el manejo de formas
geométricas y habilidades como la constancia de la percepcion de figuras.
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Poliedros modulares

Figura 1. Poliedros en Departamento

Figura 2. Poliedros articulados
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Muchos poliedros originales se encuentran en la red. Muchos polie-
dros originales se pueden encontrar en internet. En la figura 3 aparecen
poliedros formados por tijeras, clips (del escultor Viktor Genel'), piezas
y monedas, naipes doblados, piezas de madera, entre otros. Todos ellos
constituyen aportes novedosos que se prestan a ser examinados para iden-
tificar cualidades que no resultan evidentes.

Figura 3. Poliedros originales

TALLER DE ESTUDIO Y CONSTRUCCION DE POLIEDROS

Tanto en la figura 2 como en la 3 aparecen poliedros, generalmente
mostrados a partir de su esqueleto (las aristas). Examinar qué poliedro
forman estas aristas requiere disponer o contribuir a desarrollar el sentido
espacial (Flores, Ramirez y Del Rio, 2015). Para poder identificarlos hay
que poner en marcha los conocimientos geométricos para identificar ele-
mentos de los poliedros reflejados en las figuras, lo que supone recordar
sus cualidades, nombres, etc. Pero también se ponen en juego habilidades

U https://www.facebook.com/viktor.genel
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de visualizacion (Del Grande, 1990), especialmente dos coordinadas, la
percepcion figura-contexto y la percepcion de relaciones espaciales. La
primera ayuda a seleccionar los elementos que pueden formar el poliedro
en el contexto de la figura completa. La percepcion de las relaciones es-
paciales se requiere para identificar cualidades del poliedro que se reflejan
en estos elementos (paralelismo de aristas, orden de los vértices, etc.).
Para desarrollar el sentido espacial se requiere estimular la realizacion de
estas identificaciones, ponerlas en comun, atender a identificaciones que
realicen otros compafieros y examinar todas las posibles. Es por esto que
consideramos que la tarea de identificacion de poliedros sobre elementos
plasticos es una tarea matematica especialmente adecuada para realizar en
un taller. Describimos a continuacion las tareas que se afrontarian en un
taller de geometria, que pretende desarrollar el sentido espacial.

Examinar poliedros

Para examinar y valorar si aparece un poliedro en una figura que lo
sugiere deberemos basarnos en identificar sus elementos, seleccionando
los vértices y aristas, para luego contar el orden de cada vértice y abstraer
los elementos que se pueden considerar aristas. El ejemplo de la figura 4,
formado por modulos en forma de estrella de 5 y 6 puntas (circulos en los
que se ha cortado un radio, para producir el enlace entre mddulos), parece
estar formado por caras pentagonales y hexagonales. Si nos fijamos en el
poliedro resultante encontraremos que cada circulo del poligono conec-
ta s6lo con otro circulo del poligono adyacente, con lo que tendriamos
vértices de orden 1, lo que no es posible. Tenemos entonces que cambiar
nuestra mirada y apreciar que so6lo si consideramos el centro de la estrella
pentagonal/hexagonal como vértice, de orden 5 y 6, podemos interpretar la
figura como un esqueleto del poliedro, en el que los brazos de los modulos
son mitades de aristas. De esta forma veremos que tenemos un icosaedro
truncado.

Observemos que para llegar a esta consideracion hemos tenido que
prescindir de la anchura de las aristas, de la materializacion tan burda
de los vértices (no son puntos, sino formas en las que intuimos el centro
geométrico como vértice), y de que las aristas no son planas, sino circun-
ferencias maximas, lo que le da el aspecto de figura redonda (lo que es
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pis

Figura 4. Poliedro y modulos

familiar, ya que el icosaedro truncado es uno de los modelos en los que se
ha basado el disefio tradicional de los balones de futbol).

Un ejemplo claro de esta dificultad de identificacion es el que sucede
al buscar es el poliedro que se refleja en la figura 5 (lampara IQLight*?).
La lampara estd formada por piezas plasticas que sugieren un paralelo-
gramo, pero que finalmente se convierten en rombos, como se aprecia en
la figura 5. La forma baésica de este poliedro es una pieza con perimetro
curvo, aunque lo que interesa es la forma que se determina entre los puntos
de contacto, que forman un rombo.

En su pagina web informan que la lampara IQlight® system fue creada
en 1973 por el disefiador danés Holger Strom, quien ha disefiado diversos
materiales a partir de carton corrugado (empaquetamientos, sistemas para
las exposiciones, muebles y juguetes). La pieza de la lampara esté reali-
zada en plastico con cierta rigidez, aunque permite que pueda alabearse.

Identificar este poliedro es un ejercicio interesante. Una primera mira-
da nos lleva a apreciar rombos unidos por vértices de orden 3 y 5, forman-
do un Triacontaedro rombico (Guillén, 1997). Este poliedro es un sélido
de Catalan dual del icosidodecaedro, un zonoedro con un angulo agudo de
63,43°.

2 Lampara IQLight*, www.iglight.com
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Figura 6. Icosaedro y dodecaedro
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Podemos apreciar otros poliedros si nos fijamos solamente en los 12
vértices de orden 5, en el que concurren 5 medios rombos (tridngulos),
formando un icosaedro. O bien fijarnos en los 20 vértices de orden 3, que
forman el dodecaedro (figura 6).

Construir poliedros

La versatilidad de las piezas de IQLight nos anima a construir otros
poliedros. Ya en la publicidad del producto aparecen una serie de construc-
ciones, con una cantidad de piezas que van desde 9 hasta 120. En la pagina
web de este producto aparecen elementos geométricos, sefialando tanto
los poliedros platdnicos, como los arquimedianos. Sin embargo no apare-
ce la relacion que la lampara guarda con estos poliedros. Lo que interesa
especialmente en el folleto que acompana a la lampara es la codificacion
que permite al constructor generar cada una de las formas que se indican.
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Figura 7. Otras formas con las piezas y esquemas de colocacion
de los mddulos?

http://www.iqlight.com/gallery.php
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La primera construccion que nos sugiere es la de otros poliedros re-
gulares. La vision en fotografia nos anima a pensar que entre estas formas
aparecen nuevos poliedros regulares. Tiene que ser la construccion fisica
la que nos permita apreciar estas posibilidades.

Figura 8. Tetraedro regular y Octaedro regular

Efectivamente con 6 piezas se forma un tetraedro, en el que el triangu-
lo equilétero de cada cara esta formado por tres triangulos medios rombos,
los que resultan de dividir el rombo por la diagonal larga. Para ello cada
cara tiene en su centro un vértice de orden 3, en el que se juntan los tres
vértices de los rombos. Para hacer el tetraedro se requiere una deforma-
cion de la pieza, doblandose justamente por la diagonal larga.

También se puede formar el octaedro juntando los mismos tridngulos
anteriores, necesitando 12 piezas. En el octaedro, los 8 tridngulos que for-
man sus caras estan formados por tres medios rombos, que guardan en su
centro un vértice de orden 3.

La duda que surge es si podra formarse el cubo, con lo que se forma-
rian todos los poliedros regulares. Para lograrlo tenemos hay que generar
caras cuadradas, haciendo recopilacion de lo obtenido hasta ahora, estu-
diando cémo se forman las caras de los poliedros regulares. En la figura
9 se puede apreciar que los triangulos se forman por tres triangulos obtu-
sangulos, mitades del rombo obtenidos por la diagonal grande. El penta-
gono se forma por la union de cinco tridngulos acutdngulos, mitades del
rombo por la diagonal corta. Naturalmente si los angulos obtusos de los
rombos tienen aproximadamente 120° los cinco triangulos (de casi 60°)
no pueden cubrir el plano para sobre ellos formar el pentdgono, sino que
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forman una piramide pentagonal, con lo que el dodecaedro sera estrellado.
Usando esta misma técnica, se podria intentar construir un cubo, mediante
los cuatro medios rombos acutangulos, formando una pirdmide cuadrada
en cada cara del cubo. La realizacion con las piezas (originales o con di-
ferente grado de flexibilidad), muestra que el supuesto “cubo estrellado”
que aparece es el que hemos llamado octaedro, pues los vértices en los que
concurren los cuatro angulos agudos sobresale especialmente sobre los
vértices de orden tres en que concurren los angulos obtusos, no dejando
ver los supuestos vértices del cubo. La dualidad que aprecidbamos entre
icosaedro y dodecaedro, en este caso nos lleva también a tener que ver el
cubo y el octaedro sobre la misma figura.

Figura 9. Icosaedro, tetraedro Dodecaedro
y octaedro

Una supuesta alternativa consiste en juntar cuatro triangulos obtusan-
gulos para formar cada cara del cubo, dejando los acutdngulos para formar
los vértices, con un orden tres. El problema en este caso es que la suma
de los cuatro angulos obtusos supera los 360°, produciendo, tedricamente,
un poliedro céncavo en la confluencia de los centros de sus caras. En la
practica, comprobado tanto con las piezas originales de la lampara, como
con otros materiales, resulta imposible hacer concurrir cuatro tridangulos
obtusangulos en un vértice. Como vemos, el estudio debe continuar exa-
minando la pieza, estudiando las posibilidades que presenta el material
utilizado, cambiando este material o la forma de piezas.
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Estudio de las piezas

La pieza tiene una forma mixta, con dos partes curvas, que corres-
ponden a la parte que abrazara a otra pieza, y 4 segmentos, aparentemen-
te iguales dos a dos. Para estudiar la pieza la hemos importado en Geo-
gebra y hemos identificado con cierto nivel de precision los puntos en los
que unas piezas encajan con otras. Asi se ha determinado el cuadrilatero
(GIJL) que forman estos puntos, asi como el hexdgono (GHIJKL) en que
esta integrado.

Geogebra nos ha suministrado unas medidas de angulos y distancias
que nos hacen pensar que detras de esta figura hay un rombo (una diferen-
cia de 6 y 2 mm en el dibujo nos hace achacarlo a la identificacion de los
puntos, mas que al disefio de la pieza), con angulos de aproximadamente
68°y 112°, respectivamente.

137.83°

HI=2.89

Figura 10. La pieza

Figura 11. Tres piezas
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Los datos empiricos nos hacen presumir que los cuadrilateros son
rombos, proximos al doble tridngulo equildtero, aunque no hay angulos de
60°y 120°. En la figura 11 vemos tres piezas unidas por los angulos obtu-
sos, en la que comprobamos que encajan las aristas (la que abraza y la que
recibe), confirmandonos que el poligono central se aproxima al rombo,
pero también que las tres piezas no generan una pieza plana.

Ya podemos afirmar que el efecto alabeado de la ldmpara se consigue
debido a tres circunstancias: que los angulos suman menos de 360°, que
existen lados pequefios que transforma el rombo en un hexagono interior y
la inclinacion de los planos de dos piezas contiguas.

El estudio nos ha permitido apreciar que las dimensiones la pieza de-
ben estar en consonancia con las pretensiones de construccion. Haria falta
estudios de materiales para comprender la medida que se le ha dado a los
segmentos del hexdgono, y su relacion con el material empleado, para
favorecer que las piezas no se salgan en el poliedro de 30 caras, y la versa-
tilidad que presenta para figuras de mayor numero de lados. Esto nos per-
mitiria comprender sus limitaciones, por ejemplo para construir el cubo.

CIERRE

Este trabajo muestra la riqueza de aspectos que pueden desarrollarse
profundizando sobre algo tan aparentemente sencillo como la construc-
cioén de poliedros. Se abren muchas vias de indagacidon, como estudiar
qué cambios podemos hacer en la pieza para construir todos los poliedros
regulares. Pero también nos queda pendiente examinar qué otros poliedros
se identifican en las otras lamparas del catdlogo, qué poliedros arquime-
dianos se aprecian, por ejemplo. Estamos seguros de que Francisco Ruiz 'y
Francisco Fernandez nos ayudarian y disfrutarian en este estudio.
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