OH TU QUE INDICAS TAN BIEN LAS HORAS,
(. CUANTAS HAN PASADO DESDE ESTA
MANANA? PROBLEMAS DESCRIPTIVOS DE
FRACCIONES!

Oh you who indicate the hours so well, how many hours have
passed since this morning? Descriptive problems of fractions
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Resumen

Se presenta un estudio sobre los problemas descriptivos de fracciones. Son
problemas verbales de larga tradicion historica que han tenido gran importancia en
el desarrollo del pensamiento aritmético. El objetivo de este trabajo es contribuir
a recuperar estos problemas desde una perspectiva global, dando cuenta de sus

enunciados, métodos de resolucion y las lecturas analiticas que ha transmitido la
tradicion escolar.
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Abstract

This paper presents a study about descriptive word problems of fractions.
They are word problems of long historic tradition that have had great importance in

! Este trabajo ha contado con el apoyo de los proyectos concedidos por el Ministerio de

Economia y Competitividad de Espafia (EDU2015-69731-R, MINECO / FEDER) y la Conselleria
d’Educacio, Investigacio, Cultura i Esport de la Generalitat Valenciana (GVPROMETEO2016-143).
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the development of the arithmetical thought. The aim of this work is to contribute
to recover these problems from a global perspective, giving an account of their
statements, methods of resolution and the analytical readings that the school tradi-
tion has transmitted.

Keywords: didactics, mathematics, fractions, problems, methods

INTRODUCCION

Las fracciones son uno de los contenidos matematicos mas difici-
les tanto para nifios como para maestros (Kieren, 1988; Figueras, 1988;
Charalambos y Pitta-Pantazi, 2007; Castro, Pitta-Pantazi, Rico y Gémez,
2016).

En un reciente estudio, Nicolaou y Pitta-Pantazi (2015) consideraron
que la comprension de las fracciones se sustenta en siete habilidades, una
de ellas es la reflexion durante la resolucion de problemas.

Sin embargo, hay una tradicion de ensefianza de los problemas en la
que éstos se han usado, no para la reflexion, sino al estilo de ejercicio y
practica para consolidar o aplicar los conocimientos adquiridos previa-
mente.

Una manera de favorecer esta reflexion es estudiar los métodos de
resolucion de los problemas que han quedado reflejados en los libros de
texto historicos. Estos métodos son valiosos porque son los razonamientos
que los grandes matematicos del pasado han transmitido y, como tales,
pueden ayudar a los alumnos a descubrir que ha habido distintas maneras
de pensar los problemas, todas Utiles para producir conocimiento matema-
tico significativo y de calidad.

Problemas descriptivos

En la tradicidon de ensefianza de las matematicas escolares hay una
amplia variedad de problemas verbales. Muchos de ellos son descriptivos
(usando la terminologia de Swetz, 2014), esto es, problemas en cuyo enun-
ciado se describe una situacion o se narra una historieta pseudorealista que
no pretende dar respuesta a ninguna situacion verdaderamente practica,
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sino despertar la curiosidad y ejercitar el ingenio y el razonamiento mate-
matico.

Son problemas cuyos antecedentes se remontan a las antiguas culturas
matematicas, anteriores a la era Cristiana, y que desde entonces han sido
parte esencial del contenido de los libros de aritmética e incluso de algebra
elemental.

Ejemplos de estos problemas se pueden encontrar en el Jiuzhang
Suanshu de la matematica china, mas conocido como Los nueve capitulos
del arte matematico (100 d. C.), en los antiguos textos de la matemati-
ca hindd, como por ejemplo en el Lilavati de Bhaskara o Bhaskaracarya
(1150 d. C.) y en las primeras colecciones de la Europa medieval como es
el caso de la Antologia griega (s. V.), el De Arithmeticis Propositionibus
de Beda (641 d. C.) o las Propositiones ad acuendos juvenes de Alcuino
(735-804 d. C.)%. En occidente, estos problemas comenzaron a conocerse
gracias a la matematica isldmica a través de textos como el Liber abaci de
Fibonacci (1202)3.

Tras la introduccién de la imprenta, se produce una eclosion de arit-
méticas y algebras impresas que incorporan problemas descriptivos a me-
nudo a modo de miscelanea. Es el caso, por ejemplo, de la Conpusicion de
la Arte de la Arismética de Ortega (1512)* el Ars Arithmetica de Siliceo

2 Los textos latinos de Beda y Alcuino estan recogidos en los tomos 90 y 101 de la

monumental recopilacion de textos latinos editada por Jacques-Paul Migne con el titulo Patrologiae
cursus completus, sive Bibliotheca universalis, integra, uniformis, commoda, oeconomica omnium s.
s. Patrum, doctorum scriptorumque ecclesiasticorum qui ab aevo apostolico ad usque Innocenti 111
tempora floruerunt (Migne, Ed., 1850 y 1863, respectivamente). Del texto de Alcuino hay traducciones
al inglés y al italiano, que conozcamos.

3 Leonardo de Pisa, llamado Fibonacci, escribio una segunda version del Liber Abaci en 1228.
La edicion critica candnica del texto en latin del Liber Abaci es la de Baldassarre Boncompagni, basada
en un Unico manuscrito de la version de 1228 (Boncompagni, 1857). Hay una traduccion inglesa hecha
a partir de ella por Sigler publicada recientemente (Sigler, 2002). Actualmente hay en curso una edicion
critica dirigida por Giuseppe Germano que tomara en cuenta los seis manuscritos en que se conserva el
texto completo, y otros en que se conserva parcialmente.

4 Ortega publico en 1512 en Lyon, la Conpusicion de la arte de la arismética y juntamente
de Geometria y la reeditd con el nombre de Tratado subtilissimo, en Sevilla en 1534, 1537, 1542
y 1552, y en Granada en 1563. Ademas public una edicion en francés y otra en italiano, ambas en
1515.
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(1513), la Arithmetica practica y especulativa de Pérez de Moya (1562) o
la Arithmetica Algebratica de Aurel (1552).

A mediados del siglo XVII, estos problemas se incorporan a los pri-
meros textos de matematicas recreativas, como por ejemplo las Récrea-
tions Mathématiques de Ozanam (1692)°, de Vinot (1860) o de Rouse Ball
(1902).

En el siglo XX, todavia es posible encontrar algunos de estos proble-
mas en las colecciones que aparecen en los libros dedicados especifica-
mente a presentar problemas resueltos de aritmética y algebra elemental,
como por ejemplo los “Solucionarios” de las famosas “Aritméticas razo-
nadas” de las editoriales Dalmau y Brufio multiples veces reeditadas a lo
largo del siglo XX.

Los enunciados de estos problemas han evolucionado a lo largo del
tiempo adaptandose a los cambios sociales pero, conservando su conteni-
do matematico, han llegado a estandarizarse bajo una determinada forma
que actua como modelo, problema tipo o estereotipo.

En los libros de texto antiguos los problemas descriptivos no aparecen
bajo un epigrafe comun, sino que aparecen dispersos bajo diferentes epi-
grafes relacionados ya sea con el método o regla, o bien, con los aspectos
superficiales: contextos, acciones o agentes.

Esta manera de presentar los problemas descriptivos, si bien permite
reconocerlos, no ofrece una vision global o de conjunto de los mismos.

Objetivo general y especifico

A fecha de hoy, a diferencia de lo que ocurre con los problemas adi-
tivos y en parte con los multiplicativos con niimeros naturales, no se dis-

5 Las Récreations Mathématiques de Jacques Ozanam (1640-1717) se publicaron en 1692,

pero la edicion mas conocida es la que realizé en 1778 Jean Etienne Montucla (1725-1799) con algunos
afladidos. Montucla era a la sazén Censor Real de Matematicas, por lo que se envid a si mismo el texto
para autorizarlo, bajo el nombre de M. de C.G.F. En 1803, se publicé en Londres una traduccion al
inglés de esta edicion de Montucla del texto de Ozanam debida a Charles Hutton con notables anadidos,
y otra posterior en 1814 de nuevo ampliada.
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pone de una clasificacion de los problemas de fracciones suficientemente
aceptada por la comunidad cientifica, es por tanto un objetivo general de
investigacion que sigue abierto.

Este objetivo estd ligado al de estudiar los problemas con fracciones
por tipos, en vez de hacerlo uno a uno aisladamente, logrando de este
modo contribuir a poner orden, claridad y generalidad metodoldgica para
efectos de la ensefianza.

Para clasificar problemas, la literatura existente muestra tres enfoques
principales: la estructura matematica, las caracteristicas sintacticas y las
caracteristicas semanticas. En este trabajo se fija la atencion en la estruc-
tura de los problemas descriptivos de fracciones en los que se identifican
como variables “el todo”, que puede ser conocido o no, y las partes, que
pueden guardan relacion entre si o no (para mas detalle ver Gomez et al.,
2016).

El esquema 1 muestra la organizacion general de estos problemas:

Partes no relacionadas

Todo Conocido

N Partes relacionadas

Problemas de
fracciones.

Todo descompuesto

Partes no relacionadas
Todo desconocido

Partes relacionadas

Esquema 1. Organizacion de los problemas descriptivos de fracciones

Debido a las limitaciones de espacio de este capitulo y a su titulo ilus-
trativo, aqui se muestra el estudio de un tipo de problemas descriptivos de
fracciones. Concretamente el tipo de problemas en el que el todo conocido
se divide en dos partes de las cuales se conoce la suma de las partes y la
razon entre ellas.
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La metodologia que sustenta el estudio se basa el analisis de textos
historicos (para mas detalle ver Gomez, 2011) tomando como subunidad
de andlisis las lecturas analiticas que los autores han dejado reflejadas en
los mismos.

La lectura analitica de un problema, que por su origen suele vincularse
al método cartesiano, se ha entendido a menudo como la traduccion del
enunciado del problema al lenguaje simbolico algebraico.

Una interpretacion mas precisa es la que entiende por lectura analitica
del enunciado de un problema la lectura que, en primer lugar, lo transfor-
ma en una lista de cantidades y de relaciones entre cantidades, para dar
lugar a partir de esas cantidades y relaciones a una ecuacion, a una formula
o incluso a una regla.

EL PROBLEMA TIPO

La Antologia griega® es una recopilacion de poemas, en su mayoria
epigramas, reunida en quince libros, que contiene material procedente de
dos antologias, la Antologia palatina, llamada asi por el cddice del siglo X
en que nos ha llegado, y la Anfologia de Planudes, que es del siglo XIV. El
material es de diversas épocas y diversos autores, a menudo desconocidos,
y en el libro X7V, que contiene 150 epigramas, hay 45 que son problemas
aritméticos. No se sabe con certeza cual es el origen de todos los proble-
mas, pero la mayoria se suelen atribuir a Metrodoro (491-527, d.C) porque
asi aparecen en el cddice palatino los 31 epigramas que van del 116 a 146,
aunque puede que Metrodoro no fuera su autor, sino que sélo los recopi-
lara. Hay otro epigrama, el nimero 1, que el cddice palatino atribuye a
un Socrates, del que sélo se sabe que Didgenes Laercio lo cita como un
epigramista. El resto aparecen en un codice sin atribucion, y tanto hay ar-

¢ Hay varias ediciones criticas. Nosotros hemos utilizado tres de ellas, una del siglo XIX

hecha por Fr. Jacobs, que lleva el texto en francés (Jacobs, 1863), y dos del siglo XX: la bilingiie en
griego ¢ inglés, editada y traducida por W. R. Paton, de la Loeb Classical Library (Paton, 1918), y la
bilingiie en griego y francés, editada y traducida por Félix Buffiere para la Collection des Universités
de France de la editorial Les Belles Lettres (Buffiére, 1970).
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gumentos a favor de que sean de Metrodoro como de Socrates o quiza de
ambos. Finalmente, hay un epigrama, el 147, que proviene de la Disputa
entre Hesiodo y Homero, un texto anonimo compuesto hacia el siglo /1.
Gran parte de estos epigramas se pueden encontrar también en libros de
matematicas recreativas posteriores como los de Ozanam y Rouse Ball.
El enunciado de uno de los atribuidos a Metrodoro, que figura en la
Antologia griega con el numero 6 es, en la version de Jacobs, el siguiente:

Oh ti que indicas tan bien las horas, ;jcuantas han pasado desde esta ma-
flana? Quedan dos veces los dos tercios de las horas que ya han pasado (Jacobs,
1863, p. 42).

La estructura del problema atiende a un todo conocido, la duracion del
dia, que se ha descompuesto en dos partes una de las cuales es una fraccion
conocida de la otra.

Jacobs no muestra el razonamiento que sustenta la resolucion del pro-
blema, aunque da una comprobacion del resultado en los siguientes térmi-
nos:

1 6 2 2 4
Horas pasadas 5 7> quedan 6 bR total 12. En efecto, 3 t3 =73,

6 36 4 144 18 6 _
6h + =~ 0 = de hora + 3~ = 57 de hora, 0 6h 57 0 = (Op. cit. 1863, p. 42)

La manera en que se expresa Jacobs no es académicamente admisible
a nuestros 0jos de hoy, aun asi es posible reconstruir algunos de sus datos:

4 o ., « . 36
5 ©s la forma simbolica de la fraccion verbal “dos veces los dos tercios”, =

de hora es la reduccion a fraccidon impropia del nimero mixto 5= de horay

144 4 . 36
7 son los 3 de = hora. Lo que parece hacer Jacobs es comprobar que

los % de 5 % de hora son las 6 % h, que en total son las 12 horas del dia.
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Esta falta de explicacion del método de resolucion se reproduce en el
texto de Ozanam, que en la edicion de Montucla (1778) se limita a aclarar
el enunciado del problema:

Dividiendo la duracion del dia, como hacian los antiguos, en 12 partes, la
cuestion se reduce a partir ese numero en dos partes, tales que los % de la primera

. , 1
sean iguales a la segunda, lo que da, para el numero de horas que han pasado 55

consecuentemente, para el resto de dia, 6 horas y % (Ozanam, 1778, p. 192).

El mismo problema lo recoge Rouse Ball (1992), quien si que razona
la resolucion y lo hace como sigue:

Las horas que han pasado + las horas que faltan dan las 12 horas. Las horas
4
que faltan valen los 3 de las horas que han pasado. Luego los % de las horas que
3 1 6
han pasado valen 12. Horas pasadas = 12 x 5~ = 5h 5, horas que faltan 6h .

(Rouse Ball, 1992, p. 126).

Las condiciones del problema son: Las 12 horas del dia se descompo-
nen en dos partes: las horas que faltan, b, y las horas que han pasado, a. La
. 4
relacion entre las partes es: b = 3~ de a y la suma de las partes a+b=12

La lectura analitica se sigue de los siguientes pasos: la parte a es el
referente de la fraccion; es decir, es la unidad que se fracciona, por lo tanto

: 4 34
beslo % En consecuencia, la suma de las partes a+b es atga=x3+%
7 . 7
de a, que es 3 de a. Es decir 12= ..

Invirtiendo esta relacion se cambia el referente, o unidad que se frac-
ciona, de la parte al todo: Si 12 son % a, entonces a €s %12. Por tanto, b,

que es su complemento a 12 vale ;12.
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Obsérvese que con esta inversion se cambia el referente del fraccio-
namiento que pasa de tercios de a a séptimos de a+b; esto es, cambia de
la parte al todo.

Una lectura analitica diferente de este mismo problema se encuentra
en el siguiente ejemplo procedente de un libro del matematico Baha al-Din
al-‘Amili, nacido en Baalbek (actualmente en Libano) en 1547 y muerto
en Isfahan (Irdn) en 1621, del que disponemos de una traduccion france-
sa de Aristide Marre con el titulo Kholagat al-hissab ou Quintessence du
calcul (Marre, 1864):

Se le pregunta a alguien cudnto ha transcurrido de la noche. El respondio:
un tercio del tiempo transcurrido es igual a un cuarto de lo que queda. ;Cuanto
tiempo habia transcurrido y cuanto quedaba aun? (Marre, 1864, p. 48).

Al-*‘Amili ha explicado previamente la “blsqueda de las incognitas me-
diante la proporcion”” en el capitulo tercero del libro, y, en otros capitulos ha
explicado la “busqueda de incognitas” mediante la falsa posicion, dos falsas
posiciones, lo que llama “la operacion de inversion” y el algebra. Cada pro-
blema lo presenta resuelto por varios métodos. En el caso de este problema
plantea dos soluciones distintas: la primera “por algebra”, que no comenta-
remos, y la segunda “por proporcion”, que transcurre como sigue:

Pon el tiempo transcurrido una cosa, el resto cuatro horas a causa del cuarto,
entonces un tercio de una cosa es igual a una hora, de donde una cosa es igual a tres
horas, y la suma siete. Ahora, tres esta con siete en la misma razén que el nimero
desconocido esta con doce. Divide pues el producto de los términos externos por el
término medio, entonces el cociente es cinco y un séptimo (Marre, 1864, pp. 48-49).

Las condiciones del problema son: La noche esta dividida dos partes a

y b que suman 12 horas y la relacion entre las partes es: %a = %b.
La resolucion sigue la siguiente secuencia: Si b fuera 4, a seria 3 y el
total 7. Repartiendo 12 en la razon de 3 a 4, se tiene el valor verdadero de

7 El procedimiento no es nuevo: se encuentra, por ejemplo, en el capitulo de transacciones

mercantiles del libro de algebra de al-Khwarizmi.
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ay b. Esto se puede hacer por la formula del reparto proporcional, que con
los datos del problema es: a/12=3/7.

En libros mas recientes también aparece el problema de las horas cam-
biado de contexto. En el siguiente ejemplo el método es el mismo que el
de Al-‘Amili:

Repartanse 180 ptas. entre dos personas, de modo que la parte de la primera
sea los 4/5 de la segunda Tomando un ntimero arbitrario que satisfaga las condi-
ciones del problema, esto es, un nimero divisible por 5, por ejemplo, 5 tendremos
que, si la parte de la segunda persona fuese 5, la parte de la 1%, seria 5x4/5 = 4:
Repartiendo, pues, 180 ptas. en partes proporcionales a 5 y 4, tendremos: 5+4 = 9.
Luego: Para la 1% persona 9:180::4:x; x = 80 ptas. Para la 1? persona 9:180::5:x, x =
100 ptas. (Dalmau, 1943, p. 254, n° 18).

Este mismo método se puede aplicar sin pasar por la regla del reparto
proporcional. Basta con aplicar al total la fraccion que representa a cada
parte. El siguiente ejemplo ilustra el razonamiento:

Dos personas tienen juntas 100 ptas. La 1/2 de la 1* vale el 1/3 de 1a 2%. ; Cuan-
to tiene cada una?

Sila1/2 dela 1* vale el 1/3 de 1a 2% la parte de la 1% vale los 2/3 de la 2%, o sea,
que si la 1* tiene 2, la 2° tiene 3 y ambas 5. La parte de la 1* es 100 x 2/5 = 40 ptas.,
y ladela2? 100 x 3/5 = 60 ptas. (Brufio, 1940, p. 129, prob. 608.).

En el siguiente ejemplo, se cambia el referente de la fraccion que liga
las partes, pasando de ser una parte al todo, y se aplica la nueva fraccion al
todo de modo parecido a como se vio en Rouse Ball.

En dos toneles existen 520 litros de vino y uno de ellos contiene la cuarta parte
que el otro. ;Cuantos litros hay en cada tonel?

Sol. Habiendo en el tonel primero la cuarta parte de lo que contiene el segun-
do, resulta que la cantidad contenida en aquél [en el 1°] serd la quinta parte de la
cantidad total de vino o sea: 520:5 = 104 litros. En el segundo habrd 104x4 =416
litros (Sabras y Aguayo, 1922, p. 9).

En el ejemplo de la Figura 1, también se sigue el razonamiento de
Rouse Ball, con la novedad de que el autor ilustra el referente con seg-
mentos subdivididos de acuerdo a las condiciones del problema, después
aplica un método de valor unitario.
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N.° 89. Un labrador ha cobrado 4352'60 pesetas
por la cosecha de aceite y la de almendras. Las al-
mendras valfan los 3/, del aceite. ¢ Cuénto ha cobra-
do por cada cosa?

. Solucibn: Representando el importe del aceite por Yoy
siendo el de las almendras ?),, el total quedara converti-
do en 713, o sea 7 partes iguales

Entre todo 435260 ) 2ceite i

| almendras —— ——
Dividiendo el total por 7, tendremos una parte ”’7“'60 = 621'80 ptas. de una parte (1 cuarto)
El aceite vali6 621'80 X 4 = 2487'20 ptas. Las almendras valieron 62180 X 3 = 186540 ptas

Comprobacion: 248720 + 186540 — 435260
Figura 1
El texto dice asi:

Un labrador ha cobrado 4352’60 pesetas por la cosecha de aceite y la de al-
mendras. Las almendras valian los % del aceite ;Cuéanto ha cobrado por cada cosa?

Solucion: representando el importe del aceite por 4/4, y siendo el del almen-
dras %, el total quedara convertido en 7/4 partes, o sea 7 partes iguales.

Entre todo 4352,60 aceite — — — —

almendras — ——
. 4352760 ,

Dividiendo el total por 7, tendremos una parte = 621780 ptas. de una
parte (1 cuarto)

El aceite valio6 621’80x4=2487°20 ptas. Las almendras valieron
621°80x3=1865’40 ptas. Comprobacion: 2487°20+1865,40=4351"60 (Villar,
1942, p. 30, problema n° 89).

Obsérvese en este razonamiento que el todo a+b viene dado por la
suma del numerador y denominador de la fraccion que expresa la relacion
entre las partes, por lo que sabiendo esto, la resolucion es inmediata. El
siguiente ejemplo sirve para ilustrar el método.

Un ganadero ha comprado un caballo y un burro que le han costado 4.266
ptas. El precio del burro es los 2/7 del precio del caballo. ;Cuéanto ha costado cada
animal?

7+2=9
4266: 9 =474
474x2 = 948 ptas. del burro
472x7 =3.318 del caballo
(Villar, 1942, p. 30, problema n° 90).
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EPiLOGO

En el presente trabajo se ha pretendido dar cuenta de un modo de
abordar el estudio de los problemas descriptivos de fracciones desde una
perspectiva global.

A partir de una tentativa de clasificacion de los mismos se ha seleccio-
nado un tipo particular de problemas, el de las horas, para hacer el estudio
de las lecturas analiticas que sustentan los métodos de resolucion que algu-
nos autores de diversas épocas han dejado reflejados en los libros de texto.

La variedad de lecturas y métodos expuestos en este documento ilus-
tran una riqueza matematica que aporta conocimiento util para el aprendi-
zaje de las fracciones desde la reflexion sobre los procesos de resolucion.

También es util para el profesor interesado en disponer de alternativas
para orientar una ensefianza de los problemas con fracciones por su propio
interés y no como aplicacién de conocimientos previos, al estilo de ejerci-
cio y practica.

En definitiva, es util para el investigador porque ofrece una metodo-
logia para el analisis historico y epistemoldgico de los razonamientos arit-
méticos que han desarrollado los matematicos del pasado para la resolu-
cion de los problemas con fracciones.

El reto para todos es recuperar el valor educativo de los problemas con
fracciones, aprendiendo a conocer su estructura, las lecturas analiticas de
sus enunciados y los métodos y razonamientos que nos ha legado la tradi-
cion de ensenanza.
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