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Resumen

Los numeros racionales es uno de los contenidos matematicos mas dificiles de comprender por los
estudiantes de Educacion Primaria y Secundaria, ya que a menudo aplican las propiedades de los
numeros naturales para resolver actividades con los numeros racionales cuando no es apropiado
(fenomeno Natural Number Bias). Nuestra investigacion examina la evolucion de este fenomeno en
el contexto esparol desde la Educacion Primaria a Educacion Secundaria. 438 estudiantes desde
5°de Educacion Primaria hasta 4° de ESO respondieron a un cuestionario con items relativos a la
comparacion de numeros racionales, operaciones aritméticas y densidad. Los niveles de éxito y los
razonamientos empleados por los estudiantes muestran que el fenomeno Natural Number Bias esta
presente en todos los cursos y aunque disminuye a lo largo de los arios, persiste en algunos items al
finalizar la Educacion Secundaria.

Palabras clave: numeros racionales, fracciones, numeros decimales, Educacion Primaria,
Educacion Secundaria.

Abstract

Rational numbers is one of the most difficult mathematical content to understand for primary and
secondary school students, since they often apply the properties of natural numbers when working
with rational numbers when it is not appropriate (Natural Number Bias phenomenon). Our
research aims to examine the evolution of this phenomenon in the Spanish context from primary to
secondary school. 438 students from 5" grade to 10" grade answered a test with items about
rational number comparison, arithmetic operations with rationales and density. The levels of
success and students’ reasoning indicate that the Natural Number Bias phenomenon influences
Students’ responses and, although it decreases along grades, it persists at the end of the secondary
education in some of the items.

Keywords: rational numbers, natural number bias, fractions, decimal numbers, primary education,
secondary education.

INTRODUCCION Y MARCO TEORICO

Las investigaciones estan mostrando que los estudiantes de primaria y secundaria tienen
dificultades en la comprension de diferentes aspectos de los nimeros racionales desde la década de
los 80 (Behr, Wachsmuth, Post y Lesh, 1984; Fischbein, Deri, Nello y Marino, 1985; Moss y Case,
1999; Resnick et al., 1989; Stafylidou y Vosniadou, 2004; Van Dooren, Lehtinen y Verschaffel,
2015). Una de las posibles causas se debe al uso inapropiado del conocimiento sobre los nimeros
naturales cuando estan aprendiendo los numeros racionales. Las dificultades identificadas se
justifican ya que los nimeros racionales no es una simple extension de los numeros naturales. El
uso del conocimiento de los nimeros naturales cuando se resuelven actividades con racionales, se
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ha denominado Natural Number Bias (Ni'y Zhou, 2005). La investigacion sobre este fendémeno esta
siendo replanteada a nivel internacional en los Gltimos afios desde nuevas perspectivas subrayando
que el conocimiento sobre los nimeros naturales facilita la resolucion de tareas sobre racionales que
son compatibles con este conocimiento, pero provoca el efecto contrario cuando las tareas no son
compatibles con dicho conocimiento (Vamvakoussi, Van Dooren y Verschaffel, 2012; Van Dooren,
et al., 2015). Este hecho ha sido estudiado en tres dominios (Obersteiner, Van Hoof, Verschaffel y
Van Dooren, 2016; Van Hoof, Vandewalle, Verschaffel y Van Dooren, 2015): la magnitud de los
numeros (su tamafio relativo), las operaciones aritméticas y la densidad de los nimeros racionales,
teniendo en cuenta el papel desempefiado por las distintas representaciones de los numeros
racionales (fracciones y numeros decimales) frente a la representacion Unica de los numeros
naturales (Vamvakoussi et al., 2012). Por ejemplo, los estudiantes a menudo tienen dificultades en
identificar que 3/4, 6/8, 0.75, 0.750 son representaciones del mismo nimero racional.

Las investigaciones han indicado que los errores con la magnitud de los nimeros decimales en
tareas de comparacion son frecuentes porque al contrario de los nimeros naturales, la cantidad de
digitos del numero no ayuda a decidir qué numero decimal es mayor. De hecho, los estudiantes
tienen la creencia de que los numeros decimales mas largos son mads grandes y los niimeros
decimales mas cortos son mas pequenios. Por ejemplo, los estudiantes piensan que el nimero
decimal 3,432 es mas grande que 3,71 porque la parte decimal tiene mas cifras (Resnick at al.,
1989). En la comparacion de fracciones, cuando las fracciones que se comparan son compatibles
con el conocimiento sobre la ordenacion de los nimeros naturales, como en el caso de 1/3 y 7/8 (ya
que 7/8 es mayor que 1/3 y ademas el numerador y denominador es mayor), los estudiantes tienen
mayor éxito. Sin embargo, cuando el conocimiento sobre la ordenacion de los nimeros naturales no
es compatible con las fracciones dadas (por ejemplo, cuando se comparan las fracciones 2/3 y 5/8,
donde 2/3 es mayor que 5/8, pero el numerador y denominador de 2/3 son menores) entonces el
nivel de éxito es menor (De Wolf'y Vosniadou, 2015).

En relacion a las operaciones aritméticas, las dificultades han sido observadas particularmente en
las multiplicaciones y divisiones (Van Hoof et al., 2015) por la creencia que proviene de los
nimeros naturales de que el resultado de una multiplicacién siempre es un numero mayor y el
resultado de una division siempre es un niimero menor. Por ejemplo, en tareas de multiplicacion de
un natural por una fraccion, el conocimiento de los nimeros naturales sobre el resultado de una
multiplicacion siempre es un numero mayor es compatible en tareas con fracciones impropias como
2 x 5/3, sin embargo, este conocimiento no es valido cuando se tiene una multiplicaciéon de un
numero natural por una fraccion propia 2 x 2/3 (Fischbein et al., 1985).

El concepto de densidad es uno de los conceptos mas dificiles de comprender por parte de los
estudiantes (McMullen, Laakkonen, Hannula-Sormunen y Lehtinen, 2015; Vosniadou y
Verschaffel, 2004), ya que los estudiantes a menudo creen que no hay, o solo hay una cantidad
finita de nimeros entre dos nimeros racionales. Por tanto, el conocimiento de los nimeros naturales
no es compatible con la densidad de los nimeros racionales (entre dos niimeros racionales hay
infinitos racionales). En este sentido, los estudiantes a menudo consideran que entre 1,23 y 1,24 no
hay otros niimeros o que entre 1/2 y 1/4 inicamente esta la fraccion 1/3.

El objetivo de este estudio es obtener informacion sobre la evolucion del fendémeno Natural
Number Bias en los tres dominios indicados desde final de la Educacion Primaria hasta la
Educacion Secundaria en el contexto espafiol. Los estudios previos han utilizado cuestionarios de
eleccion multiple examinando el nivel de éxito y estudiando los tiempos de reaccion (Gomez,
Jiménez, Bobadilla, Reyes y Dartnell, 2015), mientras que en nuestra investigacion realizamos un
analisis cualitativo de los razonamientos de los estudiantes para confirmar o no las hipdtesis
obtenidas en los estudios previos, generar hipotesis adicionales sobre las posibles relaciones entre la
magnitud de los numeros (su tamafio relativo), las operaciones aritméticas (en particular, la
multiplicacion de un racional por un natural) y la densidad de los numeros racionales, y determinar
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caracteristicas de la evolucion del fendmeno Natural Number Bias desde los ultimos afios de
Educacion Primaria hasta el final de la Educacion Secundaria.

METODO
Participantes e instrumento

En este estudio participaron 438 estudiantes de Educacion Primaria y Secundaria (Tabla 1). Los
estudiantes pertenecian a dos centros de Educacion Primaria y a dos centros de Educacion
Secundaria de la provincia de Alicante, situados en ciudades donde las familias son de clase media
y alta.

Tabla 1. Participantes

SEP 6EP 1ES 2ES 3ES 4ES
N° 85 81 78 81 57 56

El instrumento consistid en un cuestionario compuesto por 16 items sobre la magnitud de los
numeros racionales, las operaciones aritméticas y la densidad. Ademas, los items son congruentes
(compatibles con el conocimiento de los nimeros naturales) o incongruentes (incompatibles con el
conocimiento de los nimeros naturales).

En relacion a la magnitud hay cuatro items de comparacion de fracciones donde se pedia a los
estudiantes rodear la fraccion mayor (Tabla 2) y tres items de ordenacion de niimeros decimales
(Tabla 3).

Tabla 2. Items dominio magnitud (comparacion de fracciones) y caracteristicas

Congruente Incongruente
(item 1) 2/3 vs 7/8 (Iitem 3) 5/3 vs 9/7
(Item 2) 2/7 vs 5/8 (Item 4) 2/3 vs 5/8

Al final de los items sobre comparacion de fracciones los estudiantes tenian que contestar la
siguiente pregunta: ;Por qué crees que la fraccion que has elegido es la mayor?

Tabla 3. Items dominio magnitud (comparacion/ordenacion de decimales)

Incongruente
(item 5) Rodea el niimero mayor: 0.37 vs. 0.5 ;Cémo lo has sabido?
(ftem 6) Ordena de mayor a menor: 0.82, 0.835 y 0.95
(ftem 7) ¢ Algunos de los siguientes nimeros son el mismo? 0.53, 0.053 y 0.530

Para estudiar la densidad se propuso un item incongruente sobre la existencia o no de nlimeros entre
dos dados (item 8: ;Existe algiin nimero entre 0y 1? Si existe, pon un ejemplo) y cuatro items en
los que se pedia escribir un nimero entre dos racionales dados (representados como fracciones y
como decimales; Tabla 4):

Tabla 4. Items dominio densidad y caracteristicas

Congruente Incongruente
Fracciones (Item 9)2/7y5/7 (Item 11) 3/5y4/5
Decimales (Item 10) 0.2y 0.9 (Item 12) 0.4y 0.5

El dominio de las operaciones aritméticas se estudi6 mediante cuatro items considerando la
multiplicacion de un niimero racional (fraccion o decimal) por un natural (Tabla 5):

Tabla 5. Items dominio operaciones aritméticas y caracteristicas

Incongruente Congruente
Fracciones (Item 13)5 x1/2 (Item 14) 10 x 3/2
Decimales (Item 15)2 x 0.5 (Iftem 16)7 x 1.5
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En estos items los estudiantes tenian que indicar si el resultado era mayor o menor que el nimero
natural por el que estaba multiplicado y ademas tenian que responder a la pregunta ;Como lo
sabes?, con el objetivo de conocer el razonamiento empleado. Asi, en el cuestionario se plantean
items en los que los estudiantes han de resolver y explicar el proceso para llegar a la respuesta
seleccionada. Este formato de los items permite obtener datos sobre el razonamiento que emplean y
su posible relacion con el conocimiento de los nimeros naturales.

Analisis

El andlisis se realizo en dos fases. En la primera fase, se identificaron los niveles de éxito en cada
item y curso. Para ello, las respuestas correctas en cada item se codificaron con 1 y las incorrectas o
en blanco con 0. A partir de esta codificacion, se realizd un andlisis de regresion logistica de
medidas repetidas usando el método de estimacion de ecuaciones generalizado (GEE), mediante el
software SPSS 23 para estudiar si las diferencias eran significativas. En la segunda fase del analisis
examinamos el tipo de razonamiento empleado por los estudiantes en cada uno de los items con el
objetivo de identificar cudndo se apoyaban en el conocimiento de los nlimeros naturales o usaban
otros argumentos. En este estudio, se presenta los resultados del andlisis cualitativo mediante

ejemplos de los razonamientos de los estudiantes con el objetivo de confirmar o no las hipotesis
obtenidas en los estudios previos y generar hipdtesis adicionales sobre el fenomeno.

RESULTADOS

Para cada uno de los dominios, se presenta la evolucion de los niveles de éxito de cada item desde
5° curso de Educacion Primaria hasta 4° curso de Educacién Secundaria y el porcentaje de
razonamientos basados en el Natural Number Bias.

Magnitud

La Figura 1 muestra los porcentajes de éxito y el porcentaje de razonamientos basados en el
conocimiento de los nimeros naturales en cada uno de los items del dominio de magnitud
(comparacion de fracciones). Atendiendo a los niveles de éxito en los items de comparacion de
fracciones, los items congruentes tuvieron mayor nivel de éxito (item 1 y 2) que los incongruentes
(items 3 y 4), hecho que se explica por el alto porcentaje de estudiantes que usaron un razonamiento
basado en el Natural Number Bias. El uso del conocimiento de los niumeros naturales (en este caso
la idea de “a mayor numerador y denominador la fraccién es mayor”) es compatible con los items
congruentes pero no con los items incongruentes. En la Figura 2 se muestra un ejemplo de
razonamiento basado en el Natural Number Bias para el item 4 (incongruente).

Niveles de éxito en magnitud con fracciones Razonamientos basados en Natural Number Bias
100 100

%0 ’_‘\‘\/————' %0
80 80
70 70
60 60
50 50
40 40
30 30
20 20 o ~
10 10 o

50 & 1° 2 3 40 50 6 1° 2 3 4

ftem1 ==e=ltem2 item3 =—e=Item4 ftem 1 o—item 2 Iem3 =—e=Item4

Figura 1. Nivel de éxito y uso de razonamientos basados en el Natural Number Bias en los items de
magnitud - Fracciones
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Rodea la traccion mayor

e 2/3

(Por qué crees que la fraccion que has elegido es la mayor?
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Figura 2. Respuesta de un estudiante de 1° de ESO al item 4 (incongruente)

Ademas, la grafica muestra una disminucion del nivel de éxito en los dos items de comparacion de
fracciones congruentes (items 1 y 2) desde 5° de Educacion Primaria a 2° de Educacion Secundaria
y después un aumento desde 2° a 4° de Educacion Secundaria. Mientras que el nivel de éxito de los
items de comparacion de fracciones incongruentes (items 3 y 4) aumenta con los afios. Estas
tendencias en los niveles de éxito se explican por la disminucion del uso del razonamiento basado
en el conocimiento de los niimeros naturales (Natural Number Bias) desde 5° de Educacion
Primaria a 4° de Educacion Secundaria y el aumento de razonamientos correctos a lo largo de estos
cursos. Sin embargo, se observa que el uso del conocimiento de los niimeros naturales que es
incompatible en items incongruentes se mantiene al final de la etapa de secundaria (un 20% de los
estudiantes en 4° de ESO utilizan este razonamiento en los cuatro items de comparacion de
fracciones).

La Figura 3 muestra el nivel de éxito y el porcentaje de razonamientos basados en el conocimiento
de los nimeros naturales en cada uno de los items de comparacién/ordenacion de decimales.

Niveles de éxito en magnitud con decimales Razonamientos basados en Natural Number Bias
100 100

% 90
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—
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Figura 3. Nivel de éxito y uso de razonamientos basados en el Natural Number Bias en los items de
magnitud - Decimales

Los items incongruentes con numeros decimales (items 5, 6 y 7) obtuvieron un porcentaje mas alto
de éxito que los incongruentes con fracciones (items 3 y 4, Figura 2). De hecho, el uso de
razonamientos basados en el conocimiento de los nimeros naturales fue menor en estos items. No
obstante, aproximadamente entre 20% - 30% de los estudiantes de 5° de Educacion Primaria a 2° de
Educacion Secundaria, usaron razonamientos basados en el conocimiento de los nimeros naturales
incompatibles en estos items (incongruentes). Asi, en el item de rodear qué niimero era mayor (item
5) y el de ordenar los nimeros de mayor a menor (item 6), los estudiantes usaron un razonamiento
centrado en “comparar el nimero de cifras de la parte decimal” (Figuras 4 y 5). El uso de este
razonamiento “comparar el numero de cifras de la parte decimal” disminuy¢ a lo largo de los cursos
llegando casi a desaparecer (un 0%) al final de la etapa de secundaria.
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Rodea el niimero mayor
L]
o 0’5
(Cémo lo has sabido?

Torgoue el ndmere 33} en o Gue B

Figura 4. Respuesta de un estudiante de 1° de ESO

Ordena los siguientes nimeros de mayor a menor: 0°82, 0°835 y 0’95

0,85 > 095 5 0,%2

Figura 5. Respuesta de un estudiante de 4° ESO

Cabe destacar, que el uso de razonamientos centrados en el Natural Number Bias persisti6 al final
de la etapa de secundaria en el item 7. Este item preguntaba si alguno de los nimeros dados era el
mismo (Figura 6), indagando acerca del papel del 0 que proviene de los naturales “un O a la
izquierda no tiene ningln valor”.

(Algunos de los siguientes niimeros son el mismo?
"33 0’053 0’530
Explica tu respuesta:

\ . - 5 . A\ < 2
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Figura 6. Respuesta de un estudiante de 3° de ESO

Operaciones aritméticas

La Figura 7 muestra los niveles de éxito de los estudiantes en los cuatro items de multiplicacion de
un numero natural por un nimero racional (fraccion y nimero decimal), asi como el porcentaje de
empleo de razonamientos basados en el Natural Number Bias. Los items congruentes (item 14 —
fracciones y 16 — decimales) tuvieron mayor nivel de éxito que los incongruentes (items 13 y 15) ya
que los estudiantes usaron razonamientos basados en el conocimiento del nimero natural
compatibles con los items congruentes pero incompatibles con los items incongruentes. Estos
razonamientos se centraban en la idea proveniente de los naturales de “si multiplicas un nimero por
otro, el resultado siempre serd un nimero mayor” (Figuras 8 y 9).

Niveles de éxito en operaciones Razonamiento basados en Natwral Number Bias
100 100
%0 = — %0
80 “\\ 4 80
70 / 70
60 60
50 50
40 40
30 30
20 20
10 10 h——x‘
0 0
5 5 r > 3 ® 5 & r > £ #
—o—=ltem 13 =—e=Iitem 14 item 15 item 16 —o—Item 13 =—e=Item 14 Item 15 item 16

Figura 7. Nivel de éxito y empleo de razonamientos basados en el Natural Number Bias en los items de
operaciones
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Sin hacer operaciones, si multiplicamos 5 x 1/2 jel resultado serda mayor o
menor que 5?

@ Mayor que 5
e Menor que 5

(Coémo lo sabes?
!?( ﬂ ?- 1.8 2 I"’ A 2! o 2 L] / Ei . . : !
© o _ R v 4
£ F, ¢ - ) l iz
" B =4 £ i - © 3
s —Cugimelainenize i lbOnbitarzos e |

Figura 8. Respuesta de un estudiante de 2° de ESO

Sin hacer operaciones, si multiplicamos 2 x 0’5 ;el resultado sera mayor o
menor que 2?

e Menor que 2

(Cémo lo sabes?
Y

r

dula  Ln e oragor,

Ao~ U0 nGwerd  pepdr

Figura 9. Respuesta de un estudiante de 3° de ESO

En cuanto a la evolucion, se observa la misma tendencia que con los items de comparacion de
fracciones. Se observa una disminucion del nivel de éxito en los dos items congruentes (items 14 y
16) desde 5° de Educacion Primaria a 2° de Educacion Secundaria y después un aumento desde 2° a
4° de Educacion Secundaria. Mientras que el nivel de éxito de los items incongruentes (items 13 y
15) aumenta con los afios. La disminucion en los niveles de éxito en los items congruentes desde 5°
de Educacion Primaria a 2° de Educacion Secundaria (y después el aumento de 2° a 4° de Educacion
Secundaria) y el aumento en los items incongruentes a lo largo de los cursos tiene relacion con la
disminucién en el uso del conocimiento de los numeros naturales (Natural Number Bias) y el
aumento de razonamientos correctos. Sin embargo, se observa que el razonamiento centrado en el
conocimiento de los nimeros naturales incompatible en items incongruentes casi desaparece al final
de la etapa de secundaria a diferencia del dominio magnitud - comparacion de fracciones.

Densidad

En el dominio de la densidad Gnicamente se muestran los porcentajes de éxito en los cinco items
propuestos, pues las respuestas incorrectas coinciden con el uso de un razonamiento centrado en el
Natural Number Bias (Figura 10).
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Niveles de éxito en densidad
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Figura 10. Porcentajes de nivel de éxito en los items de densidad

En este dominio, los estudiantes tuvieron mas éxito en items congruentes (items 9 y 10) que en
items incongruentes (items 11 y 12). De nuevo, los estudiantes usaron un razonamiento basado en el
conocimiento de los nimeros naturales “entre dos nimeros no hay otros nimeros” compatible solo
en items congruentes (Figuras 11 y 12).

Escribe dos fracciones entre 3/5y 4/5: v ¢a

Figura 11. Respuesta de un estudiante de 3° de ESO

Escribe dos niimeros entre 0’4y 0°5: Y\ © VLC\&\»\)

Figura 12. Respuesta de un estudiante de 2° de ESO

El item 8 que preguntaba ,;Existe algun numero entre 0y 1?7 Si existe, pon un ejemplo, tuvo un
porcentaje de éxito superior al 80% en todos los cursos, ya que los estudiantes respondian diciendo
que si y daban como ejemplo el 0.5. Sin embargo, entre 15-20% de los estudiantes de los primeros
cursos usaron un razonamiento centrado también en el conocimiento de los nimeros naturales en
este item (Figura 13).

(Existe algin niimero entre 0 y 1?

0 V\'x'_)fhf‘n»jlm AOACTOES elga 4 O — A

\

Si existe, pon un ejemplo: /-

Figura 13. Respuesta de un estudiante de 2° de ESO

En relacion a la evolucion, se observa un aumento en los niveles de éxito de los items incongruentes
por la disminucion del uso de razonamiento centrados en el Natural Number Bias. Cabe destacar
que al final de la etapa de secundaria, este fendmeno casi desaparece en la mayoria de los items, a
excepcion del item 11 (incongruente con fracciones) donde se observa que alrededor de un 80% de
los estudiantes todavia usan un razonamiento basado en el conocimiento de los nimeros naturales.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

El objetivo de este estudio es obtener informacién sobre la evolucion del fendmeno Natural
Number Bias en el contexto espafol, realizando un estudio transversal desde 5° de Educacion
Primaria a 4° de Educacion Secundaria, evidenciando el fendmeno a través de los razonamientos de
los estudiantes. Los resultados obtenidos han mostrado que en los dominios estudiados, los niveles
de éxito fueron mayores en los items en los que el conocimiento sobre los numeros naturales era
compatible (items congruentes), lo que determina un uso inapropiado del conocimiento sobre los
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nimeros naturales cuando estdn aprendiendo los nimeros racionales. De este modo, se confirma en
el contexto espafiol las hipotesis de los estudios cuantitativos previos (cuestionarios de eleccion
multiple) de que “los estudiantes tienen mayor nivel de éxito en los congruentes que en los
incongruentes” (Ni y Zhou, 2005, Van Dooren et al., 2015) y que este hecho se mantiene a lo largo
de los anos.

De este modo, en relacion al dominio de la magnitud, los resultados obtenidos han evidenciado la
influencia del conocimiento de los numeros naturales a la hora de hacer comparaciones u
ordenaciones con los niimeros decimales, ya que los estudiantes tienen la creencia de que “los
numeros decimales mas largos son mas grandes” (Resnick at al., 1989). Esta influencia ha sido
todavia mas destacable en los items de comparacion de fracciones donde los estudiantes han usado
el razonamiento “una fraccidn es mayor si su numerador y denominador son mayores”,
incompatible en items incongruentes (De Wolf y Vosniadou, 2015). En el dominio de las
operaciones se ha observado como ha influido la creencia propia de los nimeros naturales de que
“el resultado de una multiplicacion siempre es un nimero mayor” (Fischbein et al., 1985), pues el
nivel de éxito ha sido claramente mayor en tareas congruentes que en las incongruentes. Con
respecto al domino de la densidad, el conocimiento de que hay un nimero finito de niumeros entre
dos naturales ha influido de forma clara en las respuestas de los estudiantes (Vosniadou y
Verschaffel, 2004), pues el nivel de éxito ha sido muy inferior en los items incongruentes, sobre
todo con fracciones, donde la tendencia de los estudiantes fue a responder que entre 3/5 y 4/5 no
habia ningin nimero.

Por otro lado, cabe destacar el papel de las diferentes representaciones de los numeros racionales.
En nuestro estudio se observa un mayor uso de razonamientos basados en el conocimiento de los
numeros naturales cuando se usa la representacion como fraccion que cuando se usa la
representacion decimal. Este resultado se observa en los tres dominios y pone de manifiesto el papel
que los modos de representacion desempefian en la comprension de los nimeros racionales.

En relacion a la evolucion a lo largo de los cursos, se observa, que un alto porcentaje de estudiantes
de primaria y primeros cursos de Educacion Secundaria usan razonamiento basados en el
conocimiento de los nimeros naturales, sin embargo, hay una disminucién del uso de estos en los
tres dominios a lo largo de los cursos. Cabe destacar, que al finalizar la etapa de secundaria estos
razonamientos solo persisten en algunos items: items de magnitud de comparacion de fracciones y
densidad (con fracciones).
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