HISTORIA DE LAS IDEAS ALGEBRAICAS:
COMPONENTES Y PREGUNTAS DE INVESTIGACION DESDE
EL PUNTO DE VISTA DE LA MATEMATICA EDUCATIVA

LUIS PUIG

INVESTIGAR EN LA HISTORIA PARA LA INVESTIGACION EN DIDACTICA
DE LAS MATEMATICAS

Para que la historia pueda usarse con provecho en la investigacién en didactica de las
matemdticas, la situacién éptima es que la propia investigacién histérica se realice
teniendo en cuenta las preguntas que estdn presentes en la investigacién en diddctica de
las matemdticas y no sélo las preguntas propias de la investigacién histdrica. Filloy
propuso hace tiempo con esta intencién un programa ideal de uso de la historia en la
investigacién en didéctica de las mateméticas que se caracteriza entre otras cosas por un
vaivén entre el andlisis de textos histéricos y el de las actuaciones de alumnos en los
sistemas educativas. Ese vaivén estd ejemplificado en Filloy y Rojano (1984), en el que
se expone coémo, en el trabajo del que se cuenta en ese articulo, se plantea un tipo de
lectura de los textos clasicos de la historia de las matematicas en el que la historia de las
ideas matemdticas se analiza con el fin de elaborar secuencias did4cticas que tengan en
cuenta lo determinado tedricamente en tal andlisis, secuencias diddcticas que luego se
usan en los actuales sistemas educativos de forma controlada. Este es, sin embargo, sélo
un primer movimiento, ya que, una vez analizados los comportamientos de los alumnos
en esos procesos de ensefianza controlada, se puede volver al anélisis de la historia de
las ideas con los resultados précticos obtenidos con los alumnos, leyendo de nuevo los
textos ahora en busca de hechos a los que se les pueda dar nuevos sentidos a partir de
los hechos observados en el comportamiento de los alumnos ~y asf sucesivamente!.

' En una ocasién nos atrevimos a escribir que, conducida por este vaivén, «la Historia de las Ideas
Algebraicas se ha revelado como un elemento indispensable para adentrarse en el conocimiento de
ciertos aspectos del devenir de los sistemas simbélicos dentro del conocimiento y esto, a su vez, en un
formidable elemento de anélisis tedrico para las Ciencias de la Cognicién» (Filloy y Puig, 1993, pag. D).
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EL METODO CARTESIANO COMO PARADIGMA DE LO ALGEBRAICO

Para poder corparar las escrituras de las ecuaciones que reprcsentan' los proble-
mas verbales en distintos textos histéricos de forma que esa comparacidn traiga a
colacidn lo que es pertinente para la diddctica, una buena estrategia es tomar como
referencia lo que se hace en el método cartesiano, que es el método algebraico por
excelencia y que puede considerarse como el canon de los métodos que se ensefian
tradicionalmente en los sistemas escolares.

La razén de llamar cartesiano a ese método es que una parte de las Regule ad
directionem ingeni (Reglas para la direccion del espiritu) de Descartes® puede
interpretarse como el examen de la naturaleza del trabajo de traduccion de un
problema aritmético-algebraico de enunciado verbal al sistema matemdtico de sig-
nos (SMS) del dlgebra y su solucién en ese SMS. Asf lo entendié Polya, quien en el
capftulo «El patrén cartesiano» de su libro Mathematical Discovery, reescribio las
reglas cartesianas pertinentes de tal forma que se pudieran ver como pautas de
resolucién de problemas que usan el SMS del dlgebra. La parafrasis de Polya de las
reglas de Descartes es la siguiente:

(1) En primer lugar, comprender bien el problema, luego convertirlo en la deter-
minacién de cierto nimero de cantidades desconocidas. (Reglas XIIT a XVI)

(...]

* La edicién candnica de las obras de Descartes es fa de Charles Adam y Paul Tannery, Euvres de
Descartes, en cuyo tomo X estd recogido el original latino de las reglas. Estas Regulae ad directionem
ingeni no se publicaron en vida de Descartes, apareciendo impresas por primera vez en una recopifacién
de inéditos hecha en Holanda en 1701, bujo el titulo de Opuscula posthuma physica et mathematica. La
primera traduccién francesa estd contenida en el tomo undécimo de la edicién de Victor Cousin, Buvres
de Descartes, que se publicé en 1826. En las notas subsiguientes citaré de la traduccion editada por
Cousin y, en alguna ocasidn, de la edicién latina de 1701,

¥ Aunque Polya diga que con esta frase parafrasea cuatro de las reglas de Descartes, en reali-
dad la regla XIII conticne todo lo que parafrasea: «Quand nous comprenons parfaitement une
question, il faut la dégager de toute conception superflue, la réduire av plus simple, la subdiviser le
plus possible au moyen de I’énumération», (Descartes, 1826, tomo undécimo, pdg. 284). Anterior-
mente (regla VII) Descartes ya ha afirmado la importancia de la «énumération», que define como
«la recherche attentive et exacte de tout ce qui a rapport  la question proposée. [...} cette recherche
doit &tre telle que nous puissions conclure avec certitude que nous n'avons rien mis & tort» (Descar-
tes, 1826, tomo undécimo, pdg. 235). La regla XIV habla de la comprensién de «1’étendue réelle
des corps» y dice que a ella se aplica también la regla anterior. Las reglas XV y XVI constituyen
consejos para que el espititu esté atento a lo esencial y Ia memoria no se fatigue con lo que, aun
siendo necesario, no exige la atencidn del espiritu. Asf, la regla XV recomienda trazar figuras para
mantener el espiritu atento: «Souvent il est bon de tracer ces figures, ct de les montrer aux sens
externes, pour tenir plus facilement notre esprit attentif», (Descartes, 1826, tomo undécimo, pég.
313). La regla XVI, por su parte, recomienda no usar figuras enteras, sino simples anotaciones para
descargar la memoria, cuando no se precise la atencién del espiritu: «Quant & ce qui n'exige pas
I'attention de 1'esprit, quoique nécessaire pour la conclusion, il vaut mieux le designer par de
courtes notes que par des figures enti¢res. Par ce moyen [a mémoire ne pourra nous faire défaut, et
cependant fa pensée ne sera pas distraite, pour le retenir, des autres opérations auxquelles elle est
occupéer, (Descartes, 1826, tomo undécimo, pdg. 313)
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(2) Examinar el problema de la manera mds natural considerdndolo como resuel-
to y presentando en un orden conveniente todas las relaciones que deben
verificarse entre las incognitas y los datos segiin la condicién planteada. (Re-
gla XVII*)

[...]

(3) Separar una parte de la condicién que permita expresar una misma cantidad
de dos maneras diferentes y obtener as{ una ecuacién entre las incégnitas.
Descomponer eventualmente la condicién en varias partes. Obtendréis asf un
sistema con tantas ecuaciones como incégnitas. (Regla XIX5)

[...]

{(4) Transformar el sistema de ecuaciones en una unica ecuacién. (Regla XXI%)
(Polya, 1966, pigs. 27-28)

Desglosado en pasos ideales, es decir, los que recorreria el usuario competente,
el método cartesiano comienza por una lectura analitica del enunciado del problema
que lo reduce a una lista de cantidades y de relaciones entre cantidades.

El segundo paso consiste en la eleccién de una cantidad que se va a representar
con una letra (o de unas cuantas cantidades que se van a representar con letras

4 El texto de Descartes de la regla XVII es bastante diferente de la paréfrasis de Polya: «Il faut
parcourir directement la difficulté proposée, en faisant abstraction de ce que quelques uns de ses
termes sont connus et les autres inconnus, et en suivant, par la marche véritable, la mutuelle dépen-
dance des unes et des autres». (Descartes, 1826, tomo undécimo, pag. 319) «Proposta difficultas
directe est percurrenda, abstrahendo b eo quod quidam ejus termini sint cogniti, alii incogniti, &
muteam singulorum ab aliis dependentiam per veros discursus intuendo». (Descartes 1701, pdg. 61).
La pardfrasis de Polya no seffala como sf lo hace el texto de Descartes el que se hace abstraccién de
que unos términos sean conocidos y otros desconocidos. Este tratar de la misma manera lo conocido
¥y lo desconocido es precisamente uno de los rasgos fundamentales del cardcter algebraico del método
y el mismo Descartes sefiala que ahf radica lo fundamental de su método: «[...] tout I'art en ce lieu
doit consister & pouvoir, en supposant connu ce qui ne I'est pas, nous munir d’un moyen facile et
direct de recherche méme dans les difficultés les plus embarrassées», (Descartes, 1826, tomo undéci-
mo, pdg. 320) «[...] totum huius loci artificium consistet in eo, quod ignota pro cognitis supponendo
possimus facilem & directam quearendi viam nobis proponere, etiam in difficultatibus quantumcum-
que intricatis». (Descartes, 1701, pdgs. 61-62),

* Enel caso de esta regla XIX, la pardfrasis de Polya contiene la formulacién explicita de lo que en
el método cartesiano da sentido a la construccién de la ecuacién, la expresién de una cantidad de dos
maneras diferentes. El texto de Descartes pone ademds el énfusis en que por ese procedimiento hay que
construir el mismo ndmero de ecuaciones que el de cantidades desconocidas que hemos supuesto
conocidas [«terminos incognitos pro cognitis supponimus» (Descartes, 1701, pdg. 66)]. Suponer conoci-
do lo desconocido es la clave para la escritura de las expresiones algebraicas y para el desarrollo del
andlisis, «C’est par cette méthode qu'il faut chercher autant de grandeurs exprimées de deux manidres
différentes que nous supposons connus de termes inconnus, pour parcourir directement la difficulté; car,
par ce mayen, nous aurons autant de comparaisons entre deux choses égales». (Descartes, 1826, tomo
undécimo, pdg. 328).

¢ «8'il'y a plusieurs équations de cette espéce, il faudra les réduire toutes & une seule, savoir  celle
dont les termes occuperont le plus petit nombre de degrés, dans la série des grandeurs en proportion
continue, selon laquelle ces termes eux-mémes doivent étre disposés», (Descartes, 1826, tomo undéci-
mo, pig. 329).
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distintas) y el tercer paso consiste en representar otras cantidades mediante expre-
siones algebraicas que describen la relacién (aritmética) que esas cantidades tienen
con otras que ya han sido previamente representadas por una letra o una expresién
algebraica. Con el sistema matemdtico de signos del dlgebra escolar actual esto se
hace manteniendo la representacién de cada cantidad por una letra distinta y tenien-
do el cuidado de que cada letra represente una cantidad distinta y combinando las
letras con los signos para las operaciones y con los delimitadores, observando
ademds ciertas reglas de sintaxis que expresan el orden en que se realizan las
operaciones representadas en la expresion.

El cuarto paso consiste en el establecimiento de una ecuacién (o tantas como
letras distintas se haya decidido introducir en el segundo paso), lo que se hace
igualando dos expresiones, de las que se han escrito en el tercer paso, que represen-
ten la misma cantidad.

Con ello termina la parte del método descrita en las Regule, que se corresponde
con la traduccién del enunciado del problema al SMS del dlgebra. La continuacidn
del método, que describe la resolucién de la ecuacién, hay que ir a buscarla en la
Geometria que Descartes publicé como apéndice del Discurso del Método?, que es
donde de hecho desarrolla lo que €l mismo llama «su dlgebrax?.

7 Hay una buena traduccién castellana del Discurso del Método que contiene los apéndices, en
particuiar, la Geometria (Descartes, 1981) y una edicién en facsimil del original francés de la Geanie-
trin, acompafiada de su traduccién al inglés (Descartes, 1925).

8 En una carta a Mersenne de abril de 1637, que aparece en las paginas 294-301 del tomo sexto de
la edicién de Cousin, Descartes dice que las reglas de su dlgebra las da a partir de la pdgina 372 de la
Geometria: «dans la page 372, qui est 'endroit oll je commence 4 donner les régles de mon Algébre»
(Descartes, 1826, tomo sexto, pdg. 300), En esa pdgina lo que Descartes comienza a hacer, por usar por
un momento la terminologfa de la fenomenologfa, es tomar las propias ecuaciones no ya como un medio
de organizacién de fendmenos, sino, en un movimiento de matematizacidn vertical, como un campo de
objetos sometidos a exploracién fenomenoldgica, que necesitan nuevos medios de organizacién para
ello. A partir de la idea de que si « es una rafz de una ecuacién x - a divide al polinomio correspondien-
te, Descartes explora el nimero de rafces de las ecuaciones, el efecto que tiene sobre las rafces el
cambiar x por y - a, etc. Cardano ya habfa estudiado el nimero de soluciones en algunos casos en el
primer capftulo de su Ars Magna y, en el capitulo séptimo, ¢l cfecto que tiene sobre las raices de una
ecuacién el cambiar alguno de los términos de miembro —lo que para Cardano suponfa cambiar a otra
forma canénica—, y Vieta le habia dedicado el libro De emendatione cequationum, pero Descartes dice
que &l empieza su dlgebra precisamente donde la dejé Vieta en ese libro. (De emendatione cequationum
estd incluido en la edicién de Witmer que lleva el titulo The Analytical Art, pero que en realidad no
contiene sélo ese libro de Vieta. Del Ars Magna de Cardano hay una edicién y traduccién inglesa
también de Witmer. En ambos casos Witmer traduce no sélo del latin al inglés sino los sistemas de
signos de Cardano y Vieta al SMS del dlgebra actual, por lo que para poder indagar en cualquiera de las
preguntas que expongo al final de este texto su traduccidn no sirve y es preciso recurrir al original latino
0 a una traduccién més conforme. En mi caso, dispongo de una edicién latina de 1663 de la Opera
Omnia de Cardano, en cuyo cuarto volumen se encuentra el Ars Magna. En Puig (1994, 1998) muestro
con ejemplos ¢cémo o que interesa de los textos histéricos para la investigacidn diddctica diffcilmente
puede verse si los textos han sido traducidos al SMS actual, Afortunadamente hay historiadores cuyas
traducciones son mds conformes con las caracteristicas de los SMS de los textos que traducen; un
excelente ejemplo es Hgyrup, que incluso expone las reglas de lo que él llama «conformal translation»
-ver, por gjemplo, Hgyrup, 2002).
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En efecto, en la Geometria Descartes explica el método en un apartado titulado
«Comment il faut venir aux Equations qui servent a resoudre les problemes»®, en el
que subraya también el tratamiento indiferente de lo conocido y lo desconocido,
«sans considerer aucune difference entre ces lignes connués, & inconnués»'’, y la
escritura de una ecuacién a partir de la expresién de una cantidad de dos maneras
diferentes, «iusques a ce qu’on ait trouvé moyen d’exprimer une mesme quantité en
deux fagons: ce qui se nomme une Equation; car les termes de I'une de ces deux
fagons sont esgaux a ceux de ['autre»'' (Descartes, 1925, pdg. 300). Pero, a diferencia
de lo que puede encontrarse en las Regule (que de hecho acaban con el mero enun-
ciado de 1a dltima regla), Descartes continda el desarrollo del método, explicando que
una vez se tienen construidas todas las ecuaciones (ya sea tantas como letras, o
menos y entonces el problema es indeterminado), hay que transformar las ecuaciones.

Descartes no expone aqui las reglas de transformacidn de las expresiones algebrai-
cas, las da por conocidas, lo que si que dice es la forma que ha de tener la ecuacién
canénica indicando que las transformaciones han de hacerse de modo que se obtenga
al final una ecuacién para «expliquer chascune de ces lignes inconnués; & faire ainsi
en les demeslant, qu'il n’en demeure qu’une seule, esgale a quelque autre, qui soit
connuég, ou bien dont le quarré, ou le cube, ou le quarré du quarré, ou le sursolide, ou
le quarré du cube, &c, soit egel a ce, qui se produist par I’addition ou soustraction de
deux ou plusiers autres quantités, dont I’une soit connug, & les autres soient compo-
sées de quelques moyennes proportionnelles entre I'unité, & ce quarré, ou cube, ou
quarré de quarré, &c, multipliés par d’autres connués. Ce que i’escris en cete sorte.

225 ou
2 ec - az+ bb - ou
e tazr +bbz— ¢ ou
e ard -+ d - &e

C’est a dire, z, que ie prens pour la quantité inconnué, est esgalé a b, ou le quarré
de z est esgal au quarré de » moins a multiplié par z [...]». (pdgs. 300-301)"3,

? «Sabre el procedimiento para acceder a las ecuaciones que sirven para resolver los problemas»

(Descartes, 1981, pag. 282).

1@ «[...] sin establecer distincién entre las lfneas conocidas y las desconocidas» (Descartes, 1981,
pag. 282).

" «[...] hasta que se idenfique un medio de expresar una misma cantidad de dos formas: esto es lo
que se entiende por una ecuacién, pues los términos de una de estas expresiones son iguales a los de la
otra» (Descartes, 1981, pdg. 282).

> El sfmbolo de Descartes para la igualdad no es éste, sino su simétrico. Escribo éste porque el otro
no lo he encontrado en los tipos que tengo disponibles,

"* «obtener un valor para cada una de las l{neas desconocidas; debe pracederse de este modo hasta
que no exista sino una sola linea desconacida que sea igual a alguna linea conocida o cuyo cuadrado,
cubo, cuadrado del cuadrado, supersélido, cuadrado del cubo, etc., sea igual a la suma o diferencia de
dos o mis cantidades, una de las cuales sea conocida y las otras estén compuestas de algunas medias
proporcionales entre la unidad y ese cuadrado, cubo, cuadrado del cuadrado, ete., multiplicado por otras
conocidas. Esto lo expreso del modo siguiente:
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El método continda, por tanto, transformando las expresiones algebraicas escri-
tas y las ecuaciones resultantes para reducirlas a una forma canénica, Esto supone
que previamente se haya determinado qué expresiones y qué ecuaciones se van a
considerar candnicas, y que se disponga de un catdlogo de todas las formas canéni-
cas posibles y de procedimientos de solucién para cada una de ellas,

Acabamos de mostrar cudles son las que presenta concretamente Descartes, pero
podriamos decir que todas ellas se reducen a una tinica forma candnica, que Des-
cartes presenta desglosada por grados, ya que en todos los casos la forma es la
misma. El desglose por grados estd justificado por el hecho de que el procedimien-~
to de solucién es distinto para cada uno de los grados (o no hay, en funcién del
grado}. La forma que tiene la ecuacién canédnica, escrita de forma mds general es:

X'=qg x+taqg x?+ . tax*taxta
n-|{ n-2 2 1 0

Descarles iguala pues la potencia de mayor grado sin coeficiente (con lo que
sélo hay una cantidad desconocida y ninguna conocida en el miembro izquierdo de
la ecuacién) con el resto del polinomio. Como en el resto del polinomio sigue
habiendo cantidades desconocidas (las otras potencias de la incdgnita) dice que lo
que hay ah{ es una cantidad conocida (el monomio de grado cero) y cantidades
«compuestas de algunas medias proporcionales entre la unidad y ese cuadrado o
cubo, etc.», expresién en la que estd presente la idea que conduce a establecer los
«grados», es decir, el hecho de que 1: x: x?, etc.

Las expresiones algebraicas que se consideran canénicas son pues los polino-
mios (0, mis generalmente, los elementos del cuerpo R[x, 1/x]). Esto es asi porque
la reiteracién de las cuatro operaciones aritméticas elementales conduce, cuando
estas operaciones se realizan sobre cantidades desconocidas, a que todas las multi-
plicaciones (y divisiones) produzcan una cantidad multiplicada por st misma tantas
veces y multiplicada por un nimero determinado, es decir, produzcan un monomio,
y la reiteracién de adiciones (y substracciones), que sélo puede realizarse —y este
hecho es crucial- entre monomios del mismo grado, produzca una suma (y resta)
de monomios.

Desde que se dispone del SMS del dlgebra escolar actual y de los mimeros
reales, esto conlleva que las reglas que permiten reducir cualquier ecuacidn a una
forma canénica son las reglas del cdlculo literal y la transposicién de términos y
que s6lo haya una expresién candnica

z=b
0 22 =-az + bb,
0=+ az® + bbz - ¢,
ozt=a -z + & ete,

Es decir, z, tomada como la cantidad desconocida es igual a b; o el cuadrado de z es igual al cuadrado
de b menos ¢ multiplicado por z [...] (Descartes, 1981, pdg. 282).
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b -1 "2 2
ax'+a X +a x4+ +axttaxta
y una ecuacién candnica
; n-4 n-2 2 —
ax"+a, 3" +a x+ .. +axtax+a,=0.

Acabamos de ver que en ¢l caso de Descartes, las formas candnicas son casi
éstas. Las diferencias son dos. En primer lugar, Descartes no establece como forma
candnica un polinomio igualado a cero, sino el monomio de mayor grado igualado
a la suma o resta de los demds. Igualar el polinomio 2 cero es algo que Descartes
s6lo hard 71 pdginas después, cuando trate lo que €l llama «su dlgebra».

En segundo lugar, la forma candnica actual presenta los monomios unidos todos
por el signo mds, mientras que en la de Descartes no es asi. Esto segundo es debido
a que las letras que representan los coeficientes o las cantidades conocidas en el
SMS de Descartes representan siempre nimeros positivos y los monomios estin
unidos por las operaciones de adicién o substraccién que él concibe como dos
operaciones distintas; sin embargo, en la forma candnica actual, la adicidn es la
tinica operacién que aparece (porque la substraccién ha dejado de concebirse como
una operacién con entidad propia), gracias a que los coeficientes son cualquier
nimero real. Incluso aunque Descartes admita la existencia de rafces negativas
(«falsasw, en su terminologia) y pueda escribir un monomio precedido de un signo
menos aunque no esté restando a ninglin otro monomio, como en z? o< - az + bb, las
letras en cuanto representan nimeros conocidos (lineas) no pueden ser mds que
nimeros «verdaderos», es decir, positivos. Es sintomdtico que cuando Descartes
explica esa ecuacidn traduciéndola al lenguaje natural, cambia el orden para poder
darle sentido y escribe: «le quarré de z est esgal au quarré de b moins a multiplié
par z»',

Pero ademds en el texto de Descartes, aunque las formas candnicas se escriben
ya como polinomios, todavia los monomios se nombran por su especie, con nom-
bres que combinan las especies bdsicas cuadrado y cubo, en el caso de Descartes de
forma multiplicativa®. Sin embargo, Descartes rompe con la vinculacién geométri-
ca de los nombres de las especies al mostrar al comienzo de la Geometria cémo el
producto de una linea por una linea puede representarse como otra linea y no como
una superficie con lo que las especies «cuadrado» o «cubo» ya dejan de ser hetero-
géneas.

" «el cuadrado de z es igual al cuadrado de b menos a multiplicado por z».

13 La combinacién multiplicativa de las especies proviene de las dlgebras hinddes como la de
Bhaskara y la siguieron la mayor parte de los mateméticos medievales del occidente cristiano, Como las
potencias que permite construir son sélo las que tienen el 2 y el 3 como factores, hacen falta otros
nombres para las demds: ésa es la razén por la que la quinta potencia, por ejemplo, tiene el nombre
especial de sursolidum o primer relato, La combinacién aditiva es la que usé Diofanto y tras €1 Abd
Kamil, al-Kardji, as-Samaw’al y la mayor parte de los mateméticos 4rabes, asf como Leonardo de Pisa
y Vieta. Una excepcién entre los matemdticos 4rabes es Sinin ibn al-Fath, que también usa la combina-
cién multiplicativa.
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Este andlisis de lo que supone el uso del método cartesiano con el SMS del
4lgebra escolar actual, lo hemos entrelazado con algunas observaciones procedentes
del examen de textos de Descartes y, por tanto, ya procedentes del estudio de la
historia de las ideas algebraicas. Esto lo hemos hecho asi porque podemos decir
que en Descartes estd ya pricticamente constituido el SMS del dlgebra actual. La
indagacién ahora de la historia de las ideas algebraicas puede hacerse desde la
perspectiva que da este andlisis.

En efecto, los polinomios son el final en esta historia de todo aquello a lo que se
ha considerado en un momento u otro como formas canénicas, pero previamente ha
sido necesario que apareciera la idea de bisqueda de formas candnicas. Para que esta
idea pueda aparecer es necesario que la resolucién de los problemas no se plantee con
el tnico objetivo de obtener el resultado del problema concreto planteado, sino que
haya establecida alguna forma de la fase cuarta de Polya'®, en la que el procedimiento
de solucién se analice y se generen problemas que pueden resolverse con el mismo
procedimiento o con variantes o generalizaciones de ese procedimiento de solucién,
Pero ademds hace falta que se disponga de un SMS en el que el andlisis de la
solucién pueda realizarse desprendiéndose de los ndmeros concretos con los que se
hacen los cdlculos, esto es, que de alguna manera se pueda representar los nimeros
con los que se calcula y los cédlculos que se hacen con ellos como expresiones.

Entonces, la idea de bisqueda de formas candnicas se presenta por la necesidad
de reducir el niimero de expresiones que se producen como resultado de la traduc-
cién de los problemas a algunas expresiones que ya se saben resolver. Las expresio-
nes que se saben resolver se cornciben entonces como «ecuacioness,

Esta idea de reducir a expresiones que ya se saben resolver conduce a dos
proyectos ademds del de identificar a qué se va a llamar forma candnica: por un
lado, a tener un catdlogo de las expresiones que ya se sabe resolver, y, por otro, a
desarrollar un célculo con las expresiones que permita transformarlas en las que se
sabe resolver.

Este proyecto adopta una forma que para nosotros es cada vez mds algebraica,
cuando el catilogo de expresiones que se sabe resolver deja de constituirse por
acumulacién de problemas resueltos, las expresiones correspondientes y las técni-
cas, procedimientos (o algoritmos) de solucién de cada uno de ellos y para a ser un
catdlogo de todas las formas candnicas posibles'.

Ahora bien, la bisqueda de todas las formas canénicas posibles precisa, por un
lado, disponer de un SMS en que las expresiones estén representadas de forma lo

'8 Ver a este respecto el cardcter epistémico que le atribuyo a la cuarta fase de Polya al rebautizarla
como «revisién-extensién» en vez del original looking back en Puig (1996), nota 4 del capitulo 2, «El
modelo de competencia», y apartado 4.3 del capitulo 4, «El modelo de ensefianzay,

7 El dlgebra babil6nica no supera este criterio, a pesar de que haya catdlogas de técnicas y de
problemas que se saben resolver, se usen los sumerogramas que significan «largo» y «ancho» para
representar cantidades que nada tienen que ver con las figuras geométricas, los procedimientos de
solucién sean analiticos y se reduzcan configuracianes a otras que ya se sabe resolver, Pero tampoco lo
supera la Aritmética de Diofanto.
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suficientemente precisa como para poder realizar la biisqueda de posibilidades. Eso
no implica que el SMS tenga que ser «simbélico» en el sentido de la distincién
entre «retdrico», «sincopado» y «simb6lico» de Nesselmann (1842), como atesti-
gua el que al-Khwérizmi establezca tal catdlogo de formas candnicas'® en un SMS
que s6lo estd formado por la lengua natural, en este caso el drabe, y algunas figuras
geométricas, que se insertan en el texto como representaciones (sura, «figura»,
pero también «representacién» o incluso «fotografia») precedidas siempre por la
frase «ésta es la representacion» o «ésta es la figuras. Por otro lado, modifica el
proyecto de elaborar un catdlogo de lo que ya se sabe resolver para convertirlo en el
proyecto de saber resolver todas las formas candnicas.

Este nuevo proyecto se acomete en la historia estableciendo conjuntos de formas
candnicas que son completos en algilin sentido. Asf, al-Khwérizm{ establece todas
las posibilidades para lo que para nosotros son los trinomios de grado no superior
al segundo. Para él forman un conjunto completo' ya que los «tipos de niimeros
que aparecen en los cdlculos» son tres, mdl, rafz y simples nimeros®. Los «tipos de
nimeros que aparecen en los cdlculos» de al-Khwiérizmi se corresponden con los
eidei de Diofanto. Ahora bien, Diofanto no establece un conjunto completo de
formas normales ni plantea las combinaciones posibles de eidei, ni, por tanto,
establece un cdlculo para reducir las expresiones a una forma normal. Las operacio-
nes que Diofanto define al comienzo de la Aritmética y que son similares a al-jabr
y al-muqgabala, no persiguen reducir a una forma normal, sino simplemente a una
igualdad de eidei. Por otro lado, los eidei de Diofanto no pueden identificarse con
las potencias de la incégnita, sino que responden a la idea euclidea de algo que estd
«dado en forma», una de las formas en que una figura geométrica puede haber sido
dada®. De hecho Diofanto define las expresiones dynamis, cubo, dynamodymanis,
dynamocubo, etc. para niimeros determinados.

'8 Segiin Luckey (1941), al-Khwarizmi llama a las formas candnicas béb, lileralmente «puerta»,
«entrada», pero también «capitulo» de donde se derivarfa €l uso de «capitulum» entre los algebristas
medievales del occidente cristiano para las formas canénicas —ver, por ejemplo, Cardano—; Thébit ibn
Qurra, en el optisculo «Verificacién geométrica de las soluciones de las ecuaciones cuadrdticas» las
llama us0l, formas bdsicas,

1" Aunque las discusiones sobre prioridad no sean importantes desde el punto de vista de la inves-
tigacién diddctica, merece la pena sefialar que al menos yo no conozco ningdn texto anterier al Libro
conciso de cdleulo de al-jabr y al-mugabala de al-Khwarizmi en el que se establezca un conjunto
completo de formas canénicas. En ese sentido, lo que constituye una radical novedad del libro de al-
Khwarizmi no son los procedimientos que explica para resolver cada una de las formas candnicas, ya
que esos procedimientos se pueden encontrar en textos anteriores que ya son en algunos casos milena-
rios, sino el que comience estableciendo un conjunto completo de posibilidades y exponga algoritmos de
solucién de todas las posibilidades. Dicho de otra manera, antes de al-Khwérizmi se sabfa resolver
problemas cuadrdticos con procedimientos tipificados, quizd incluso se sabia resolver cualquier proble-
ma cuadritico, pero no se sabfa que se sabfa resolver todos los problemas cuadréticos.

2 Ver Puig (1998) para una discusién detallada de la conceptualizacién monetaria de los «tipos de
nimeros» de al-Khwérizmi y la improcedencia de traducir mal, que literalmente significa «tesoro»,
«posesién {de dinero)», por «cuadrado», Ver también Hgyrup (2002).

2 Véanse las definiciones de «haber sido dado» al comienzo del libro de Euclides Dara (Taisbak,
2003).
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La continuacién del proyecto se realiza aumentando el grado al tercero, que
también constituye un conjunto de formas canénicas naturalmente completo. Basta
para ello que los «tipos de niimeros que se usan en los cdlculos» se conciban como
las magnitudes aristotélicas, como lo hace *“Umar al-Khayyam en su Tratado de
dlgebra y al-mugdbala (Rashed et Vahebzadeh, 1999).

El tropiezo en los grados superiores al cuarto conducird ulteriormente a la
modificacién del proyecto: dado que no se consigue encontrar un algoritmo de
solucién de las formas canénicas a partir de ese grado, la pregunta se transfor-
ma en otra acerca de la posibilidad de que el algoritmo exista y se precisard en
términos de las condiciones de existencia de un algoritmo. Esta es la obra de
Abel y Galois, pero con ella comienza otra historia de otra dlgebra: el dlgebra
moderna.

CARACTERISTICAS DE LO ALGEBRAICO

El examen que acabo de realizar del método cartesiano, tomado como paradigma
de o algebraico, junto con los resultados de los anélisis expuestos en Puig (1994,
1998) me permite reformular y ampliar las caracteristicas de lo algebraico discuti-
das en Mahoney (1971) y Hgyrup (1994) de la siguiente manera:

1. El uso de un sistema de signos al resolver problemas que permite expresar el
contenido del enunciado que es preciso para resolverlo (su ‘estructura’) des-
prendido de lo que no es preciso. Con ese sistema de signos, ademds, se
puede operar en el terreno de la expresidn sin recurrir al del contenido.

2. La bidsqueda sistemética (usualmente combinatoria) de tipos de estructura
expresados por expresiones en ese sistema de signos (formas canénicas).

3. El desarrollo de un conjunto de reglas para calcular en el nivel de la expre-
sién con el fin de reducir cualquier expresién a uno de los tipos de estructura
(formas canénicas).

4. La biisqueda de reglas (principalmente algorftmicas) para resolver todos los
tipos de estructuras (formas canénicas).

5. La ausencia de ‘compromiso ontolégico’ del sistema de signos, que asi per-
mite expresar y operar con cualquier tipo de objetos matemdticos.

6. El cardcter analitico del uso del sistema de signos para reducir el enunciado
del problema a una forma candnica (un tipo de estructura).

COMPONENTES DE LA HISTORIA DE LAS IDEAS ALGEBRAICAS Y PRE-
GUNTAS DE INVESTIGACION

Como consecuencia de esa caracterizacién de lo' algebraico, la historia de las
ideas algebraicas puede descomponerse en una serie de componentes (que, por
supuesto, se presentan interrelacionados), que se pueden enunciar de la siguiente
manera:
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1. La historia de la elaboracion de SMS del dlgebra, en particular, la del cdlculo
en el nivel de la expresién.

2. La historia de los problemas y los métodos de resolucién de problemas.

3, La historia de Ia resolucién de ecuaciones.

4, La historia de los conceptos de niimero.

De hecho, esos puntos se han transformado para mf en un esquema para exami-
nar los textos histéricos, que puede servir como guia para un programa de investi-
gacidn con sélo enunciar preguntas derivadas de esos puntos. La manera de formu-
lar preguntas de ese estilo que estoy utilizando en estos momentos es ia siguiente:

1. En qué medida el sistema de signos del texto permite expresar el contenido
del enunciado que es preciso para resolver los problemas que se plantea (su
«estructura») desprendido de lo que no es preciso, y cémo lo hace.

2. En qué medida el sistema de signos permite operar en el nivel de la expresién
sin recurso al del contenido.

3. [Para abordar las dos preguntas anteriores]. Describir ¢! sistema de signos en
uso en el texto.

4, En qué medida hay bisqueda sistemdtica de tipos de estructura expresados por
expresiones en ese sistema de signos. Si la hay o no. Si la hay, de qué tipo.

5. En qué medida se desarrolla un conjunto de reglas para calcular en el nivel de
la expresién con el fin de reducir cualquier expresién a uno de los tipos de
estructura. (O si no se desarrolla en absoluto).

6. [Derivada de la anterior] En especial, qué forma adopta en esas reglas de
cdlculo la «regla de los signos».

7. Cémo se desarrolla la bisqueda de reglas para resolver todos los tipos de
estructuras, si es que la hay.

8. Cémo se conciben los «tipos de niimeros que se usan en los célculos» [Co-
rrespondiente a la «ausencia de compromiso ontolégico»].

9. En qué medida hay analiticidad en el texto.
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