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RESUMEN:

Este trabajo enmarca y describe algunas interacciones entre alumnos/
investigador/docente generadas durante el desarrollo de una
investigacion en didactica de la matematica.

Toda investigacion supone la toma de decisiones que atafien a diversos
aspectos relacionados con el problema, los objetivos de la investigacion
y los resultados que se obtienen durante su desarrollo. Se pondré de
manifiesto que estas decisiones, que definen en buena medida la
coherencia de la investigacion, deben tomarse en todas las etapas de la
investigacion, desde su inicio hasta el momento de escribir la memoria.
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1. Introduccioén

En este trabajo reflexionamos sobre algunas decisiones tomadas
durante una investigacion en didactica de la matematica, que han
generado determinados tipos de interacciones entre el investigador, los
alumnos y el docente.

El propdsito central de la investigacion es caracterizar obstaculos
epistemoldgicos relacionados con la representacion de numeros reales en
la recta (Scaglia, 2000). Tiene una orientacion cognitiva, dado que
describe y analiza las interpretaciones de los sujetos sobre la biyeccion
nameros reales / puntos de la recta. Las interacciones con los alumnos
tienen la finalidad de identificar conflictos cognitivos que surjan durante
la realizacién de tareas relacionadas con la asignacion de numeros reales
a puntos de la recta.

En primer lugar presentamos en esquema el disefio de la
investigacion. En segundo lugar describimos las decisiones tomadas
relacionadas con la seleccion de los sujetos, incluyendo las
justificaciones en cada caso. Posteriormente describimos algunos
elementos que atafien a las interacciones entre la investigadora, los
alumnos y el docente a cargo del curso.

2. Disefio de la investigacion

El disefio escogido, a partir del propésito central de la
investigacion, incluye la utilizacion alternativa de métodos empiricos y
no empiricos (Fernandez Cano, 1995).

En un estudio no empirico se incluye la busqueda y el analisis de
bibliografia en torno a diferentes constructos tedricos esenciales para la
investigacion (las nociones de obstaculo epistemolégico y de conflicto
cognitivo). Ademas, se aborda el estudio de contenidos matemaéticos
especificos: sistema de nimeros reales y la representacion de nimeros en
la recta. La descripcion desde un punto de vista matematico y escolar del
sistema R y la descripcidn de la representacion de nimeros en la recta
proporcionan elementos para disefiar situaciones adecuadas que se
incluiran en los instrumentos de un estudio empirico.
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El estudio empirico consiste en la elaboracion y administracion de
diferentes instrumentos a alumnos de Bachillerato y primer curso
universitario con la finalidad de estudiar la posible manifestacién de
conflictos durante el desarrollo de tareas de representacion de numeros
en la recta.

Finalmente, el segundo estudio tedrico conecta los conflictos
detectados y los obstaculos epistemolégicos. (Ver Figura 1.)

ESTUDIOS ESTUDIO SUJETOS
NO EMPIRICOS EMPIRICO ESTUDIO EMPIRICO

Primer Estudio Tedrico

Estudio del sistema R
desde los puntos de vista
matematico y escolar

Estudio de la
Representacion en la recta.

Estudio Empirico

Entrevi | j 1” Bachillerato,
ntrevistas exploratorias. cou. y

Deteccion y caracterizacion | [y
Obstdculo epistemoldgico inicial de dos conflictos.

1 Licenciatura en
Matematicas.

Disedin del Cuestionario | /

Administracion del

~N
Cuestionario 17y 2° Bachillerato y 1°
Licenciatura en
Matemticas.

Conflicto cognitivo.

Segundo Estudio Tedrico | Entrevistas confirmatorias.
Caractenizacion definitiva
Conexion Obstaculos L de los conflictos. |

Epistemologicos

Figura 1: Estudios que componen la investigacion

El orden en que se administran los instrumentos (entrevista
exploratoria — cuestionario — entrevista confirmatoria) justifica la
racionalidad del estudio empirico. En la entrevista exploratoria se
detectan dos conflictos:
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Conflicto 1: La dificultad para admitir el cierre de un proceso
infinito sugerido por las infinitas cifras decimales de la representacion
posicional de algunos nimeros constructibles. Se trata de la dificultad
observada en algunos sujetos en aceptar que a un namero constructible
con infinitas cifras decimales le corresponda un punto determinado de la
recta.

Conflicto 2: La falta de distincion en las argumentaciones de los
alumnos entre el objeto ideal (punto geométrico) y el objeto fisico (la
marca efectuada con lapiz sobre el papel). Se trata de las dudas suscitadas
en algunos sujetos al valorar un dibujo en el papel, que tienen su origen
en afirmaciones que pertenecen al mundo matematico ideal.

Estos conflictos deben confirmarse, y una indagacién con los
mismos sujetos no permite generalizar a otros individuos. El cuestionario
permite desarrollar modos sistematicos de atribuir conflictos a sujetos y
seleccionar a quienes, deseablemente, no cometen errores fundamentales,
para que éstos no dificulten la emergencia del conflicto.*

La seleccion de sujetos se ha realizado, y la atribucion de
conflictos no ha sido completamente acertada, porque se han dado varios
casos de no confirmacidn. Sin embargo, estos casos han sido explicados
sensatamente, utilizando el constructo tedrico escogido, la nocion de
conflicto cognitivo.

El orden en que se administran los instrumentos, por otra parte,
proporciona una medida de la validez del estudio empirico. Se trata del
uso de tres métodos de recogida de datos que constituye una
triangulacion (Cohen y Manion, 1990).

Desde un punto de vista puramente metodoldgico, las entrevistas
en la investigacion constituyen un instrumento en los que la validez esta
amenazada por diversos factores: actitudes y opiniones del entrevistador,
tendencia a buscar contestaciones que apoyen sus nociones
preconcebidas, percepciones erréneas por parte del entrevistador de lo

! El procedimiento seguido se describe en la memoria citada, Scaglia (2000).
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que dice el entrevistado y malentendidos por parte del entrevistado de lo
que se le esta preguntando (Cohen y Manion, 1990). El cuestionario
posterior a las entrevistas exploratorias proporciona un medio para
evaluar si las ideas que los alumnos han manifestado en las entrevistas se
observan también en respuestas escritas (correspondientes a alumnos
diferentes), en las que el investigador no puede ejercer influencia mas
alla de las cuestiones propuestas.

En la siguiente seccidn incluimos las decisiones tomadas en
relacion con la seleccion de sujetos para la administracion del
cuestionario y de las entrevistas.

3. Seleccidon de los sujetos

La realizacion de una investigacion en educacién matematica
supone la concatenacion de una serie de decisiones que debe tomar el
investigador: comenzando con el propio tema de investigacion, pasando
por el tipo de estudio a desarrollar, la edad o el nivel de los alumnos (si
es el caso), y las cuestiones especificas que se abordaran en el estudio. En
Rico (2001) se describen diversos aspectos a considerar durante la
definicion del problema de investigacion. Este investigador afirma que
“la eleccidn e identificacion del problema de investigacion es la primera
dificultad que encuentra el doctorando en Didactica de la Matematica”
(p. 183). Sostiene que en esta etapa, “el trabajo del doctorando requiere
de un esfuerzo intelectual considerable, que pasa por el trabajo personal
de lectura y revision criticas, pero también por un trabajo en el seminario
donde ira presentando los sucesivos intentos de expresion del problema”
(p. 182).

El enunciado del problema de investigacion determinara el tipo de
estudio a realizar y el disefio metodoldgico. En nuestro caso, estamos
interesados en la identificacion de conflictos cognitivos en los alumnos,
que conduzcan a la caracterizacion de obstaculos epistemoldgicos
relacionados con la representacion de numeros reales en la recta. Asi,
resulta indispensable trabajar con alumnos de determinados niveles
educativos, con objeto de obtener datos empiricos (producciones escritas
0 grabaciones en audio y video) con los que realizaremos nuestro estudio.
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Surge entonces una primera decision, que estd intimamente ligada con las

caracteristicas del problema a investigar y las del contenido sobre el que
2

versa.

El trabajo con los alumnos puede adoptar, al menos, dos
modalidades diferentes. Por un lado, un estudio del tipo investigacion /
accion, que supone desarrollar una secuencia didactica con los alumnos,
elaborada a partir de una serie de supuestos planteados en la
investigacion. Este enfoque proporciona abundante y variada
informacidn, recogida a partir de registros en audio y en video, apuntes
de los alumnos, registros y observaciones del investigador, entre otros.
Por otro lado, los datos empiricos pueden obtenerse a partir de una serie
de encuentros aislados con los alumnos. Durante estos encuentros
(entrevistas individuales o cuestionarios escritos, por ejemplo), los
alumnos deberan abordar las tareas elaboradas por el investigador, en
funcidn de las finalidades de la investigacion. EI material de estudio, en
este caso, serd las respuestas escritas u orales de los alumnos, estas
ultimas grabadas en audio o en video.

En la investigacion que nos ocupa, optamos por esta ultima
modalidad. La asignacién de numeros a puntos de la recta se plantea
durante el estudio de los sistemas numéricos en distintos momentos de la
escolaridad obligatoria. Independientemente de nuestro interés por
estudiar las interpretaciones de los alumnos de la biyeccion nimeros
reales / puntos de la recta, durante la ensefianza de los sistemas
numericos se recurre a la representacion en la recta de modo ocasional, y
es poco comun que se destinen clases completas para esta actividad.

La eleccion del nivel del sistema educativo con el que se va a
trabajar esta determinada por el tema de investigacion.® Para el caso que
nos ocupa, y teniendo en cuenta que la introduccion de los nimeros
reales esta contemplada en el disefio curricular en 1° de Bachillerato,
decidimos trabajar con alumnos de Bachillerato y con alumnos de 1° afio

2 Como veremos, esta decisién también depende de las circunstancias por las que atraviesa el investigador. Por ejemplo, si
esta o no a cargo de un curso o si dispone o no de la posibilidad de trabajar en un curso determinado, a lo largo de cierto
periodo de tiempo.

* Sin embargo, no descartamos la posibilidad de que se decida en primer lugar el nivel escolar con el que se desea trabajar, y
que se elija posteriormente el contenido a estudiar, en funcion de que se desarrolle en el nivel considerado.
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de Licenciatura en Matematicas. La decisién de trabajar con alumnos de
tres cursos diferentes (1° y 2° de Bachillerato y 1° de Universidad)
responde al interés de comparar las interpretaciones de alumnos de
edades diferentes. Con respecto a la eleccion de la carrera Licenciatura
en Matematicas y no cualquier otra, responde, por un lado, a la necesidad
de delimitar la muestra, y por otro lado, a un doble especial interés: estos
han elegido las Matematicas como carrera y conocen la axiomatica de R.

Debe advertirse que, en nuestro caso, no fue objeto de decision el
lugar de estudio y el curriculo seguido. Durante un tiempo acariciamos la
posibilidad de cotejar respuestas obtenidas en Granada (Espafia) y en
Santa Fe (Argentina), pero finalmente desistimos de este proposito, por
lo que no tuvimos que decidir ni sobre el lugar (Granada) ni sobre el
curriculo (Bachillerato LOGSE).

Seleccionados la modalidad y las edades y niveles educativos
hacia los que estara dirigida la investigacion, el investigador deberd
seleccionar los alumnos a los que se administrara las entrevistas y/o
cuestionarios.

Tratdndose de una investigacion cualitativa, en nuestro caso no se
persigue la finalidad de generalizar resultados, sino la de realizar una
descripcion profunda (Bisquerra, 1989). Por esta razon la busqueda de
cursos queda acotada por las decisiones referidas a la edad y el nivel
escolar, y no es necesario un estudio méas cuidadoso como el que exigiria
la seleccidn de una muestra representativa.

Considerando el hecho de que una investigacion habitualmente se
realiza en el &mbito de una comunidad o de un equipo de investigacion,
se ve favorecida la posibilidad de contar con alumnos o cursos que
coincidan con la edad de los sujetos requeridos en el disefio de la
investigacion. En el seno de un grupo de trabajo es mas sencillo contar
alumnos o cursos a cargo de los integrantes del grupo que proveeran al
investigador de los recursos humanos necesarios para la investigacion.
Sin embargo, no siempre es sencillo conseguir a los sujetos de estudio, y
el investigador debe tener en cuenta esta posible dificultad durante el
disefio de su trabajo.
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En nuestra investigacion, las gestiones necesarias para conseguir
los cursos que participarian quedaron practicamente en manos del
Director, quien apel6 a sus amistades personales que accedieron
generosamente a la posibilidad de que sus alumnos fuesen entrevistados.*

El acceso a algunos alumnos o0 a un curso completo por parte del
investigador es esencial en una investigaciéon. La intervencion en el
transcurso habitual de las clases de un profesor puede ocasionarle a éste
retrasos y seguramente afectard al cronograma realizado. Por esta razén,
el investigador debe permanentemente ser consciente de que la visita
ocasional que realiza a un curso determinado debe planificarse
cuidadosamente, para aprovechar al maximo el precioso tiempo cedido
por el profesor.

Una vez que el investigador ha acordado con los profesores de
cada curso la disponibilidad de los alumnos, llega el momento de aplicar
los instrumentos planificados en el disefio de la investigacion.

En nuestro caso, el estudio empirico comienza con la realizacion
de entrevistas exploratorias, que tienen como objetivo general recabar
informacion sobre posibles dificultades de los alumnos durante la
representacion de numeros reales en la recta. La informacion obtenida se
utilizara posteriormente en el disefio de los items del cuestionario. El
muestreo ha sido accidental (Le6n y Montero, 1999).

A partir de los resultados de estas entrevistas, se disefia un
cuestionario que tiene como objetivo proporcionar situaciones que
permitan detectar en los sujetos afirmaciones relacionadas con los
conflictos cognitivos observados durante el estudio de las entrevistas
exploratorias.

El interés del cuestionario, tal como se argumenta en la seccion
anterior, es validar los resultados de las entrevistas exploratorias. Se trata
de averiguar si entre las respuestas de alumnos diferentes a los
entrevistados, se observan argumentos que estén relacionados con alguno

“ Conviene tener en cuenta que la amistad s6lo permite un primer encuentro con el Profesor o Profesora. Por lo general, es
necesario explicar cuidadosamente la investigacion, asi como lo que se pretende trabajar con sus alumnos.
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de los dos conflictos. Por esta razén, no existen criterios especificos a la
hora de seleccionar a los alumnos para el cuestionario, salvo que
correspondan a los niveles escolares indicados.

Para las entrevistas confirmatorias, en cambio, con las que se
espera confirmar la interpretacion de las respuestas del cuestionario en
relacion con la presencia o ausencia de conflicto, el muestreo ha sido a
propoésito (Ledn y Montero, 1999). Los alumnos entrevistados fueron
seleccionados a partir de sus respuestas al cuestionario.

Cuando en una investigacion los resultados obtenidos durante la
aplicacion de un determinado instrumento condicionan la seleccion de los
sujetos con los que proseguira el estudio empirico (como en nuestro
caso), el tiempo transcurrido entre la aplicacién de uno y otro es un
elemento que puede influir en los resultados del trabajo. En nuestra
investigacion, el cuestionario se administro durante el mes de septiembre
de 1999, y las entrevistas confirmatorias se realizaron entre los meses de
enero y febrero de 2000. Debido a que se buscaban especificamente
respuestas relacionadas con los conflictos mencionados, no hubo especial
dificultad en seleccionar a los alumnos para las entrevistas
confirmatorias. Sin embargo, no siempre resulta sencillo seleccionar a los
alumnos con los que proseguir el estudio.

Una vez realizadas las entrevistas confirmatorias, finalizan las
interacciones con alumnos en nuestra investigacion. El trabajo pendiente
consiste en el estudio de los resultados de las ultimas entrevistas, y la
interpretacion de todos los resultados del estudio empirico en términos de
la nocion de obstéaculo epistemoldgico.

4. Espacios fisicos
Los cuestionarios, destinados a grupos completos de los niveles

mencionados, se administraron durante las horas de clase en las aulas
correspondientes a cada grupo.
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En cambio, las entrevistas individuales requieren de un espacio
fisico adecuado, suficientemente iluminado y, en lo posible, aislado de
ruidos que perturben la correcta audicion y grabacion.

En general, no es comdn que una institucién disponga de un
espacio fisico para que los profesores—investigadores, o los
investigadores desarrollen actividades extracurriculares con los alumnos.
La investigacion que estamos describiendo no ha sido una excepcion. Los
profesores de los cursos a los que pertenecian los alumnos entrevistados
fueron los encargados de gestionar en cada establecimiento la busqueda
de una habitacion para que se pudieran llevar a cabo las entrevistas.

Las entrevistas exploratorias y confirmatorias se realizaron en tres
Institutos de Educacion Secundaria de la ciudad de Granada y en la
Facultad de Ciencias de la Universidad de Granada.

En uno de los centros, la primera entrevista y la mitad de la
segunda se realizaron en un pequefio salén que se destina a reuniones
entre profesores y padres. Ubicado en una zona aledafa al pasillo de
entrada principal del Instituto, durante los momentos de cambio y/o
finalizacion de hora de clase, el ruido exterior impedia una correcta
audicion. Las entrevistas restantes se realizaron en el Laboratorio de
Ciencias, un pequefio salon muy bien iluminado y apartado de ruidos
exteriores.

En otro centro las entrevistas se realizaron en un aula desocupada.
Dado su emplazamiento cercano a la calle y probablemente a la
ubicacion de la camara de video (junto a una ventana), la grabacion en
video es apenas audible. No obstante, la grabacién en audio es audible
porque el aparato se situ6 en el mismo pupitre que ocupaba la persona
entrevistada.

En el tercer centro se utilizé el salén correspondiente al
departamento de Matematicas del Instituto, recinto bien iluminado y
aislado de ruidos.
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En la Facultad de Matematica las entrevistas se realizaron en un
despacho del Departamento de Didactica de la Matematica del centro.
Consiste en un salon pequefio, bien iluminado y aislado del ruido
exterior.

La posibilidad de contar con un espacio adecuado para la
realizacion de las distintas actividades suele constituir un problema para
el investigador, y esta dificultad se acrecienta cuando se trata de
investigaciones pioneras en un establecimiento determinado.

5. Interacciones entre los sujetos de estudio y
el investigador

Durante la administracion de los instrumentos de una
investigacion, se requiere de los sujetos dos condiciones bésicas que en
cierta medida determinaran la riqueza® de sus producciones:

- Una implicacién activa en las tareas propuestas.

- El convencimiento de que sus respuestas no seran motivo
de calificacion por parte del profesor o profesora de la asignatura.

La primera condicion asegura (al menos en parte) que las
producciones del sujeto proporcionan informacion confiable respecto de
su interpretacion del tema o contenido en estudio. De este modo, la
ausencia de informacién, por ejemplo, estard originada por el
desconocimiento del alumno, y no por falta de interés en responder. La
segunda condicién aleja el peligro de que los sujetos acoten o abrevien
sus respuestas por el temor de cometer errores. A partir de estas
consideraciones, durante la administracién de los instrumentos del
estudio empirico, en nuestra investigacién se tomaba la precaucién de
proporcionar informacion a los sujetos referida a:

- El objetivo general de la investigacion. Se trata de explicar
que se estd llevando adelante una investigacion con el fin de

® El término ‘riqueza’ no alude a la calidad de sus producciones mateméticas, sino a que las respuestas de los sujetos
describan lo mas fielmente posible sus interpretaciones de los conceptos matematicos implicados, sean 0 no adecuadas desde
el punto de vista matematico.
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estudiar las respuestas de los estudiantes durante actividades
relacionadas con la representacidn de nimeros en la recta.

- El hecho de que sus respuestas no van a ser evaluadas o
calificadas. Incluso se aclaraba que el profesor del curso no tendria
acceso a sus respuestas.

- El hecho de que los datos personales aportados permaneceran
en el anonimato.

La identificacion de cada sujeto era especialmente necesaria
durante la administracion del cuestionario, porque posteriormente
deberian seleccionarse los sujetos para las entrevistas confirmatorias. Por
esa razon, decidimos dividir la primera pagina del cuestionario en dos
partes, tal como se muestra en la Figura 2.

Primera parte

Cadigo: 8451
Fecha: Edad: Sexo: Masculino, Femenino
Curso: Grupo:  Modalidad:

¢Piensas continuar estudios universitarios?: Si. No. No sabe.
Carrera:
Ultima nota Matematicas:

Segunda parte

Nombre y apellido:
Curso:

Instituto:

Cadigo: 8 4 | s 1

Figura 2. La primera pégina del cuestionario administrado

Cada cuestionario se identifica con un codigo. Una vez que los
alumnos entregan el cuestionario, se separan las dos partes. La primera
gueda en manos de la investigadora, junto con las respuestas de los
alumnos, y la segunda en manos del profesor del curso. De este modo,
una vez seleccionados los alumnos que serian entrevistados, la
investigadora indica al profesor o profesora del curso los cédigos de los
alumnos, sin conocer el nombre de cada uno. Por su parte, el profesor
desconocia las respuestas de los alumnos al cuestionario.
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Los alumnos fueron informados antes de iniciar el cuestionario
sobre este procedimiento. EI mismo no condujo a los resultados
esperados en todos los cursos. Mientras que en algunos funciono tal
como estaba planificado, en otros cursos ocurrieron accidentes
inesperados, como por ejemplo la pérdida por parte de un profesor del
sobre que contenia los papelitos con los datos de los alumnos. En este
caso, el profesor identifico a los alumnos a partir de la letra en el
cuestionario, y después los propios alumnos corroboraron en cada caso la
autoria de los cuestionarios. Evidentemente, se respetd la condicion de
“no evaluacién” del cuestionario por parte del Profesor.

Durante la realizacion de las entrevistas, en primer lugar cabe
destacar la predisposicion positiva de los sujetos. Si bien al principio se
mostraban cohibidos por la cAmara de video, en cuanto aumentaba la
concentracion en las tareas se despreocupaban por su presencia. Esto es
posible observarlo en todos los sujetos sin excepcion.

Otro rasgo a destacar es la riqueza de los comentarios de los
sujetos. Se observa que en la elaboracion de las repuestas apelan no sélo
a los conocimientos obtenidos en el sistema educativo, sino que también
se intuye una implicacion profunda que supone acudir a intuiciones y
creencias personales. Esto ultimo se evidencia en los fragmentos de
entrevista en los que los sujetos desarrollan razonamientos en los que
incluso detectan e intentan superar sus propias contradicciones.

En segundo lugar, cabe una reflexion respecto del aprendizaje de
la entrevistadora-investigadora. Algunas de las dificultades detectadas en
la gestion de la entrevista son cuestiones destacadas en la bibliografia
consultada con fines metodoldgicos (Measor, 1985; Goetz y LeCompte,
1988; Babbie, 1990; Azcéarate, 1998). Las dificultades percibidas en las
primeras entrevistas requirieron un esfuerzo para superarlas
gradualmente: la dificultad inicial en reemplazar el papel de docente por
el de entrevistador, el exceso inicial de comentarios en la explicacién de
las preguntas y la poca insistencia inicial hacia el entrevistado para que
describa en voz alta los procedimientos o ideas empleados en las
respuestas.
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6. Comentarios finales

El desarrollo de una investigacion supone una sucesién de
decisiones. La calidad del trabajo dependera muchas veces de disponer
de la claridad necesaria para mantener la coherencia entre los objetivos
planteados y el desarrollo de la investigacion.

Cuando llega el momento de elaborar la memoria de la
investigacion, surge la necesidad de tomar nuevas determinaciones.
¢Cuénta informacion debe incluirse? ¢Hasta qué punto es preciso separar
la investigacion propiamente dicha de su historia? Seguramente habra
diferentes opiniones, y los argumentos enfrentados sean razonablemente
convincentes.

En nuestro caso, decidimos incluir toda la informacion
relacionada con las decisiones tomadas, las modificaciones efectuadas
sobre el disefio original y las razones por las que se efectuaron dichas
modificaciones.

En cuanto a las gestiones realizadas en las instituciones
educativas, casi todo se incluy6 en la memoria: desde las razones para
seleccionar a los sujetos de estudio, pasando por las caracteristicas de los
recintos en los que se efectuaron las entrevistas, hasta las dificultades que
debieron superarse durante su realizacion. Pensamos que la posibilidad
de replicar los hallazgos radica en gran parte en la descripcion minuciosa
de los instrumentos utilizados y de las condiciones de su aplicacion.
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