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Resumen

El trabajo tiene como objetivo caracterizar el conocimiento de los profesores de matematicas en formacion inicial
en la Universidad Nacional de Costa Rica sobre la practica matematica de la demostracion. Es una investigacion en
curso que consta de una fase teodrica y tres fases empiricas. En la fase teorica, se desea precisar el significado de las
demostraciones matematicas mediante el analisis conceptual y en las fases empiricas, caracterizar el conocimiento
sobre los aspectos logicos, sintdcticos y matematicos de las demostraciones y determinar cuales son las
caracteristicas de los argumentos matematicos que les son mas convincentes a los profesores de matematicas
mencionados. Se espera aportar al conocimiento de la practica matematica de la demostracion y brindar insumos
para la formacion inicial de profesores de matematicas.
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Abstract

This work is aimed at characterizing the knowledge of mathematics teachers in initial training with respect to the
mathematical practice of demonstration at the National University of Costa Rica. It is an ongoing research that
consists of a theoretical phase and three empirical phases. In the theoretical phase, we want to specify the meaning
of mathematical demonstrations through conceptual analysis; and in empirical phases, to characterize knowledge
about the logical and syntactic aspects of the demonstrations; to characterize knowledge about the mathematical
aspects of the demonstrations; and to determine which characteristics of the mathematical arguments are the most
convincing ones to the aforementioned mathematics teachers. It is expected to contribute to the knowledge of the
mathematical practice of the demonstration and provide inputs for the initial training of mathematics teachers
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IMatematica Fducativa

Introduccion

La demostracion es un tema relevante dentro de la Educacion Matematica. Para Hanna y De Villiers (2011) existen
seis grandes temas para comprender la enseflanza de las demostraciones: (1) el desarrollo cognitivo de la
demostracion, (2) la argumentacion, (3) software de geometria dinamica y experimentacion, (4) la demostracion
en el curriculo (5) la naturaleza de la demostracion en el aula y (6) la demostracion en el nivel terciario o
universitario. En el caso de la demostracion en el curriculo se considera relevante la investigacion sobre el
conocimiento que los maestros y profesores requieren para enseiar demostraciones de manera efectiva.

Existen dos posiciones claramente diferenciadas sobre la ensefianza de las demostraciones en la educacion
secundaria: como un contenido especifico o como un estandar de proceso. En paises como Francia, Alemania y
Japon la demostracion es considerada en sus programas de estudios como un contenido explicito de ensefianza, de
este modo, el programa establece lo que se debe aprender y los libros de texto tienen capitulos dedicados a la
enseflanza de la demostracion. En otros paises como Italia y los Estados Unidos la demostracion es tomada en
cuenta en sus programas de estudio de una forma implicita e informal, particularmente en los Estados Unidos es
vista como un proceso que debe integrarse mediante el contenido matematico especifico (Cabassut et al., 2011).

Segtin la National Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 2003) los programas de estudio de todos los niveles
educativos deben favorecer en los estudiantes los procesos de razonamiento y demostracion como elementos
fundamentales de las matematicas, para ello, deben promoverse actividades tales como formular e investigar
conjeturas, desarrollar y evaluar argumentos matematicos y demostraciones en donde se escojan y utilicen diferentes
métodos de demostracion y tipos de razonamientos.

Para el Ministerio de Educacion Publica de Costa Rica (MEP, 2012), en el programa de matematica de la educacion
secundaria la demostracion forma parte del proceso denominado razonar y argumentar. La palabra proceso hace
referencia a actividades cognitivas que una persona puede realizar en las diferentes areas matematicas consideradas
en dicho programa: niimeros, geometria, medidas, relaciones y dlgebra y, estadistica y probabilidad. El proceso de
razonar y argumentar corresponde a actividades mentales que involucran la deduccion, la induccion, la comparacion
analitica, la generalizacion, las justificaciones, los ejemplos, contragjemplos y la demostracion. La argumentacion
se debe promover paulatinamente, primero de forma verbal, luego de forma escrita y posteriormente de manera
simbolica. De igual manera, se deben introducir de manera gradual las diferentes formas de razonamiento hasta
lograr procesos mas formales y el uso de la deduccion.

El profesor de matematica debe promover que los estudiantes se familiaricen con el sentido de la demostracion
matematica, para ello, debe realizar demostraciones de algunos teoremas y solicitar a los estudiantes que realicen
demostraciones sobre algunos resultados matematicos. La demostracion es considerada como una fase formal de la
argumentacion y tiene un papel relevante en la formulaciéon de conjeturas. Una vez que los estudiantes han
formulado una conjetura se deben trabajar tres etapas: en la primera se debe hacer la verificacién en casos
particulares, en una segunda etapa los estudiantes deben proponer un argumento que justifique la validez de la
conjetura y finalmente, en una tercera etapa deben realizar la demostraciéon (MEP, 2012).

Independientemente de la forma en la que se aborden las demostraciones matemadticas en un curriculo de la
educacion secundaria, como contenido o como proceso, los docentes deben tener un conocimiento profundo sobre
el contenido de las mismas, es decir, deben poseer un conocimiento especifico sobre qué es una demostracion
matematica y el por qué una demostracion matematica es valida (Cabassut et al., 2011; Lin et al., 2011).

Realizar demostraciones a sus estudiantes y promover que ellos las hagan es una tarea altamente demandante para
el profesor de matematicas que exige un solido conocimiento del contenido sobre las demostraciones matematicas,
pero también pueden tener influencia en su practica profesional las concepciones que tenga sobre las mismas
(Knuth, 2002).
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Esta investigacion tiene como principal objetivo caracterizar el conocimiento de los profesores de matematicas en
formacion inicial en la Universidad Nacional de Costa Rica (UNA) sobre la practica matematica de la demostracion.
Para esta caracterizacion se utilizara el subdominio denominado conocimiento de la practica matematica que forma
parte del modelo Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge (MTSK). Este subdominio corresponde al
conocimiento que tiene el profesor sobre lo que significa demostrar, justificar, definir, deducir e inducir. Incluye el
conocimiento del fundamento 16gico de cada una de las practicas anteriores y el del uso y funcionamiento del
ejemplo y contracjemplo. En este subdominio se hace referencia a las formas de produccion y del funcionamiento
de las Matematicas (Carrefio, Rojas, Montes y Flores, 2013).

Especificamente en la practica matematica de la demostracion en los profesores de matematica en formacion inicial
de la Universidad Nacional de Costa Rica interesa indagar sobre tres elementos fundamentales: (1) el conocimiento
sobre la validez logica de la demostracion matemdtica, (2) el conocimiento sobre la validez matematica de las
demostraciones y (3) las caracteristicas de los argumentos matematicos que les son mads convincentes a los
profesores de matemdaticas. Los dos primeros elementos estan asociados al conocimiento sobre la naturaleza de la
demostracion matematica y el tercero a la conviccion.

Con respecto a la naturaleza de la demostracion matematica algunas investigaciones han evidenciado que los
profesores de matematicas identifican de manera correcta un argumento valido, pero también aceptan argumentos
invalidos como demostraciones. Por otra parte, los criterios utilizados por los profesores para evaluar un argumento
difieren mucho entre si, no obstante, existen algunos elementos comunes como los esquemas simbolicos o rituales,
la forma del argumento, las manipulaciones algebraicas utilizadas, entre otros. Ademas, los profesores encuentran
que un argumento es convincente por factores tales como el uso de ejemplos concretos, la referencia visual y no
necesariamente su validez 16gico-matematica (Cabassut et al., 2011).

Marco tedrico
El analisis conceptual

De acuerdo con Rico (2001) una problematica en los procesos de investigacion surge en el planteamiento de un
marco teorico mal definido en el cual se presenten términos o conceptos de manera erronea y con poca precision.
La multiplicidad de significados de los conceptos centrales propuestos en un marco teérico puede suponer una
dificultad si no se hace una precision de los mismos. Es por esto que “el analisis conceptual ofrece un método que
permite al investigador convertir los conceptos en piezas tedricas precisas para el estudio que quiere llevar a cabo”
(Rico, 2001, p.185). Se define el analisis conceptual como “un método para trabajar y profundizar los conceptos,
una técnica de escrutinio para conseguir precision y domino en su uso” (Rico y Fernandez-Cano, 2013, p. 8).

Modelo Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge (MTSK)

El MTSK es un modelo teérico que permite caracterizar el conocimiento profesional del profesor de matematicas
y un instrumento metodoldgico para analizar las diferentes practicas del profesor de matematicas mediante sus
categorias. Se consideran dos grupos fundamentales de conocimiento o dominios: (1) e/ conocimiento matematico
que hace referencia al conocimiento que posee el profesor sobre las matematicas como una disciplina cientifica,
pero en un contexto escolar y (2) el conocimiento diddctico del contenido que refiere sobre los aspectos relacionados
con el contenido matematico como objeto de ensefanza — aprendizaje (Aguilar et al, 2014).

Knowledge of practices of mathematics (KPM): el conocimiento de la practica matematica
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Este subdominio forma parte del conocimiento matematico y hace referencia a las formas de tratar con las
matematicas. Se considera relevante el conocimiento sobre la definicion, la demostracion y la argumentacion que
muestren la comprension de lo que es una definicion y qué elementos la constituyen o cuando se ha realizado una
demostracion o cuando una linea de razonamiento es valida. En este subdominio se encuentran las siguientes
categorias: demostrar, definir, ejemplificar y usar heuristicos (Carrefio et al., 2013; Flores-Medrano, 2015).

El conocimiento de la practica matematica sobre las demostraciones

En esta categoria se incluyen las ideas de argumentacion, justificacion y validacion debido a la similitud que tienen
en cuanto a su caracter de convencimiento, aunque diferentes en cuanto al uso de los criterios de verdad. Se
considera importante el conocimiento sobre la naturaleza de las demostraciones, los esquemas de demostracion y
las funciones atribuidas (Flores-Medrano, 2015).

Para caracterizar el conocimiento de la practica matematica sobre las demostraciones, en esta investigacion se
consideraran tres categorias principales que se han construido con base en trabajos anteriores sobre la demostracion
en profesores de matematicas: (1) el conocimiento sobre la naturaleza de las demostraciones matemdticas, (2) el
conocimiento sobre las funciones de la demostracion matematica y (3) la conviccion (Flores-Medrano, 2015;
Knuth, 2002).

A continuacion, se detallan cada una de las categorias mencionadas anteriormente.

(1) El conocimiento sobre la naturaleza de la demostracion matematica: es el conocimiento sobre lo que constituye
una demostracion matematica. Se consideran las siguientes subcategorias:

(a) el concepto de demostracion matematica que refiere al conocimiento del profesor de matematica sobre
lo que es una demostracion matematica y lo que significa demostrar algo en las matematicas (Flores-
Medrano, 2015).

(b) la validez logica que refiere al conocimiento del profesor sobre como proceder en demostraciones de
afirmaciones matematicas que involucran de forma implicita o explicita las conectivas logicas (y, o, si-
entonces, no) y los cuantificadores existencial y universal. Ademas, se considera el uso correcto de las
reglas de inferencia, de las equivalencias logicas y de los métodos de demostracion matematica (Durand,
Boero, Douek, Epp y Tanguay, 2011).

(c) la validez matematica que refiere al conocimiento del profesor sobre la condicionalidad y la generalidad
de los teoremas en la teoria matematica en la que se insertan, ademas del uso consciente de las definiciones
de dicha teoria lo que le permite evaluar la demostracion de los teoremas en funcion de los axiomas, de
otros teoremas y de las definiciones pertinentes de la teoria matematica empleada en dicha demostracion.
Es el conocimiento que le permite poder evaluar la generalidad de una demostracion en funcion de los
elementos de la teoria matematica empleada y de este modo determinar la validez en general del teorema
demostrado en dicha teoria (Cabassut et al., 2011).

(2) El conocimiento sobre las funciones de la demostracion matemadtica: es el conocimiento sobre cual es el papel
de las demostraciones en las matematicas. Se consideran las siguientes subcategorias propuestas por De Villiers
(1993):

(a) la verificacion: la demostracion se considera como la maxima autoridad para asegurar la validez de una
afirmacion matematica. Se considera que detras de cada teorema hay una secuencia de transformaciones
logicas para obtener la conclusion a partir de las hipotesis asumidas. Sin embargo, una demostracion logico-
formal no es un garante de conviccion.

- 500 -



SECCION 4/ EL PENSAMIENTO DEL PROFESOR, SUS PRACTICAS Y
ELEMENTOS PARA SU FORMACION PROFESIONAL

VOL 32, NUMERO 1, ANO 2019

(b) la explicacion: la demostracion brinda las razones por las que una afirmacion matematica es verdadera.
Esta funcioén es importante para comprender las razones que hacen verdadero a un resultado evidente de
manera intuitiva o por evidencia cuasi-empirica.

(c) la sistematizacion: la demostracion permite organizar varios resultados en un sistema deductivo de
axiomas, definiciones y teoremas lo que favorece la identificacion de inconsistencias, verifica y simplifica
teorias matematicas y brinda una vision global sobre una tematica que favorece sus aplicaciones en
diferentes campos.

(d) el descubrimiento: la demostracion es un método de exploracion, analisis, descubrimiento e inventiva,
que permite descubrir nuevos resultados los cuales serian dificiles de determinar de forma intuitiva o con
procesos cuasi-empiricos. Un ejemplo de esta funcion es el descubrimiento de las geometrias no euclidianas
al modificar el postulado de las paralelas.

(e) la comunicacion: la demostracion permite divulgar los resultados a los diferentes miembros de la
comunidad cientifica: matematicos, profesores, alumnos, entre otros. Debido a la complejidad del
conocimiento matematico, se deben generar procesos de negociacion subjetiva de significados de los temas
involucrados de manera que las argumentaciones sean aceptables. Esta funcién comunicativa expone las
demostraciones a la sancion publica que permite refinar, simplificar, modificar y hasta refutar los resultados
presentados.

(3) La conviccion: se refiere a las razones por las que los profesores de matematicas encuentran convincente a un
argumento matematico. Un argumento para validar una afirmacion puede asumir varias formas diferentes y ser
convincente, aunque no necesariamente sea una demostracion (De Villiers, 1993; Hanna, 2002). Se consideran las
siguientes categorias basadas en los trabajos de Knuth (2002) y Harel y Sowder (1998):

(a) el uso de elementos concretos en el argumento: el argumento es convincente debido a que se basa en
ejemplos especificos o utiliza alguna referencia visual.

(b) la familiaridad del argumento: el argumento es convincente debido a que el profesor lo conoce o lo ha
utilizado anteriormente, la conviccion no se basa en las matematicas utilizadas, sino en la experiencia previa
del profesor de matematicas con el argumento.

(c) el nivel de detalles en el argumento: el argumento es convincente debido a que justifica con mucho
detalle cada paso realizado en él.

(d) la forma ritual del argumento: el argumento es convincente en funcion de su apariencia superficial en
lugar de considerar los elementos de fondo. De esta manera, se juzga el valor del argumento en funcion del
uso de notaciones matematicas simbolicas, aunque lo expresado no tenga validez 16gica o matematica.

(e) el nivel explicativo del argumento: el argumento es convincente porque explica por qué la afirmacion
que se esta demostrando es verdadera. Es decir, muestra las matematicas subyacentes que explican la
validez del resultado.

(f) la validez del argumento: la conviccion se basa en la validez matematica y la validez logica del

argumento. En el argumento se utilizan correctamente las reglas de inferencia, las equivalencias logicas,
los métodos de demostracion y la teoria matematica correspondiente.
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Marco metodologico

La investigacion consta de una fase tedrica y tres fases empiricas que se detallan a continuacion:

(1) La fase 0: consiste en un estudio tedrico para precisar el significado de la demostracion matematica. Para dicho
estudio se emplea el andlisis conceptual como metodologia de investigacion. Especificamente se quiere profundizar
sobre el concepto, su origen y desarrollo historico, los tipos de demostracion, las funciones atribuidas, los diferentes
esquemas de las demostraciones matematicas, ademas de realizar un estudio sobre diferentes demostraciones de dos
resultados clasicos en matematicas: la irracionalidad de la raiz cuadrada de dos y la suma de los angulos internos
de un tridangulo en la geometria euclidiana que serviran de insumos para el planteamiento de argumentos en las fases
empiricas 2 y 3. Para ello se propone hacer una revision bibliografica en diccionarios, libros de texto,
investigaciones previas y el Programa de Estudios de Matematica de la educacion secundaria costarricense.

(2) La fase 1: consiste en un estudio empirico para caracterizar el conocimiento de los profesores de matematicas
en formacion inicial en la Universidad Nacional de Costa Rica (UNA) sobre la subcategoria denominada validez
logica la cual forma parte de la primera categoria del conocimiento de la practica matematica sobre las
demostraciones llamada e/ conocimiento sobre la naturaleza de la demostracion matematica. Para dicho estudio se
aplicaran dos cuestionarios, uno sobre las formas de proceder en la demostracion de proposiciones matematicas en
funcion de su estructura ldgica y sintactica y otro para la evaluacion de argumentos matematicos en donde lo central
son los elementos logicos de la demostracion.

(3) La fase 2: es un estudio empirico para caracterizar el conocimiento de los profesores de matematicas en
formacion inicial en la Universidad Nacional de Costa Rica (UNA) sobre la subcategoria denominada validez
matematica la cual forma parte de la primera categoria del conocimiento de la practica matematica sobre las
demostraciones llamada e/ conocimiento sobre la naturaleza de la demostracion matematica. Para ello, se aplicara
un cuestionario para que los sujetos evaluen argumentos correctos desde el punto de vista l6gico, en donde lo central
sea el analisis de la demostracion en funcion del uso de los axiomas, teoremas o definiciones del area matematica
en la que se inserta.

(4) La fase 3: es un estudio empirico para determinar cuales son las caracteristicas de los argumentos matematicos
que les son mas convincentes a los profesores de matematicas en formacion inicial en la Universidad Nacional de
Costa Rica. Este estudio esta fundamentado en la tercera categoria del conocimiento de la practica matematica sobre
las demostraciones llamada /a conviccion. En esta fase se aplicara un cuestionario en donde se presenten argumentos
matematicos para que sean evaluados por los sujetos de investigacion y determinen cuales les convencen mas y
porqué razones.

Para la fase 0 la técnica para la recoleccion de la informacion es la revision bibliografica o de literatura. De acuerdo
con Hernandez-Sampieri, Fernandez y Baptista (2014) esta revision “implica detectar, consultar y obtener la
bibliografia (referencias) y otros materiales que sean utiles para los propositos del estudio, de donde se tiene que
extraer y recopilar la informacion relevante y necesaria para enmarcar nuestro problema de investigacion” (p.61).

Para el analisis de la informacion de las fases empiricas se hara uso del analisis de contenido. Los propositos de
este analisis incluyen la codificacion de preguntas abiertas en encuestas, cuestionarios, la revelacion del enfoque de
asuntos individuales, grupales, institucionales y sociales, y la descripcion de patrones y tendencias en el contenido
comunicativo. Este analisis implica codificacion, categorizacion (creacion de categorias significativas en las que se
pueden ubicar las unidades de analisis - palabras, frases, oraciones), comparacion (categorias y creacion de vinculos
entre ellas) y conclusion - extraer conclusiones teoricas de las unidades de analisis (Cohen, Manion, y Morrison,
2007).
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Las respuestas de los profesores de matematicas en formacion inicial se codificaran en codigos externos, los cuales
son generados a priori por los investigadores y que corresponden a las categorias indicadas en el marco tedrico
sobre la practica matematica de las demostraciones. Posteriormente, mediante un enfoque mas inductivo se generan
codigos internos a medida que se examinan los datos y se observe la necesidad de nuevos codigos para categorias
emergentes.

Resultados

En esta investigacion se ha realizado el analisis conceptual de la demostracion matematica, para ello, se hizo una
revision y sistematizacion del concepto de demostracion, su origen y desarrollo historico, los tipos de demostracion,
las funciones atribuidas, los esquemas de demostracion y diferentes demostraciones sobre la irracionalidad de la
raiz cuadrada de dos y sobre el teorema de la suma de los angulos internos del tridngulo en la geometria euclidiana.
Se han precisado con mayor claridad las categorias y subcategorias de lo que en esta investigacion se ha denominado
el conocimiento de la practica matematica sobre las demostraciones. Se estan elaborando los cuestionarios de las
fases empiricas los cuales seran aplicados a los sujetos de investigacion en el periodo de setiembre-noviembre de
2018 y marzo-junio de 2019.

Conclusiones

Se considera importante caracterizar el conocimiento de los profesores de matematicas en formacion inicial en la
Universidad Nacional de Costa Rica sobre la practica matematica de la demostracion para determinar si dicho
conocimiento y las concepciones sobre la demostracion matematica estan en concordancia con las exigencias del
curriculo nacional e internacional de matematicas de la educacion secundaria. De esta manera, esta investigacion
pretende aportar al conocimiento de la practica matematica sobre la demostracion y a la vez brindar insumos para
el abordaje de la demostracion en la carrera de ensefianza de la matematica de la Universidad Nacional de Costa
Rica. En este sentido Knuth (2002) sugiere que los profesores de matematica en formacion inicial deben
experimentar la demostracion matematica en sus cursos de formacion como una herramienta significativa para el
estudio y el aprendizaje de las matematicas, las experiencias a las que sea expuesto en su formacion inicial pueden
aportar favorablemente al desarrollo de su conocimiento profesional en esta area.
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