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Resumen

En este articulo se presentan los primeros resultados de la investigacion doctoral sobre las problemdticas semioticas
vy la metafora en las representaciones de los conjuntos infinitos. Esta surge de las dificultades que presentan los
estudiantes en la construccién cognitiva de los conjuntos infinitos de numeros. Centraremos la atencién en la
dificultad asociada a la falta de conciencia semiética por parte de los profesores en las representaciones elegidas en
la ensefianza de los conjuntos infinitos. Para abordar esta dificultad, se indaga y describe también las problematicas
semioticas y las metaforas presentadas en las representaciones de los conjuntos infinitos en los libros de texto.
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Abstract

In this article, we present some results of the doctoral research on the semiotic problems and the metaphor in the
representations of the infinite sets. This arises from the difficulties that students present in the cognitive construction
of infinite sets. We will focus attention on the difficulty associated with the lack of semiotic awareness on the part
of teachers in the representations chosen in the teaching of the infinite sets. To address this difficulty, the semiotic
problems and metaphors presented in the representations of infinite sets in textbooks are also investigated and
described.
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Introduccion

Las diferentes investigaciones que se han realizado sobre el proceso de ensefianza y aprendizaje de los conjuntos
infinitos (Fischbein, Tirosh y Hess, 1979; Duval, 1983; Moreno y Waldegg, 1991; Arrigo y D'Amore, 1999, 2002;
Tsamir, 2000; Arrigo, D'Amore y Sbaragli, 2011; entre otros) evidencian dificultades en los estudiantes respecto a
su construccion cognitiva. Estas dificultades estan asociadas a la dificultad objetiva de los estudiantes frente a le
tematica del infinito (que constituye un obstaculo epistemoldgico) como se concluye en la investigacion de Arrigo,
D'Amore y Sbaragli (2011), y a la tematica general de la formacion de una noética frente a representaciones
semioticas como es propuesto por Duval (1993, p. 38) “[...] de una parte, el aprendizaje de los objetos matematicos
solo puede ser un aprendizaje conceptual y, de otra parte, es solo a través de representaciones semiodticas que es
posible una actividad sobre los objetos matematicos” (paradoja de Duval).

Las dificultades acabadas de comentar ya fueron tema de muchas investigaciones en el pasado, por lo cual nuestra
atencion en este trabajo se dirige a las dificultades relacionadas sobre todo con: 1) la falta de “conciencia semiotica”
(conocimiento consciente sobre los sistemas de representaciones que se movilizan en la actividad matematica) que
usan los profesores al elegir las representaciones para la ensefianza de los conjuntos infinitos y 2) las
interpretaciones que hacen los estudiantes de estas representaciones desde la eleccion del profesor, con la finalidad
de potenciar una reflexion critica por parte de los profesores sobre las representaciones y metaforas utilizadas en
sus explicaciones en la generacion de dichos conflictos.

Estas dificultades se empiezan a evidenciar cuando los profesores generan argumentos desde lo que ven en las
representaciones y no desde la coordinacion de registros de representaciones semioticas que son necesarios para la
conceptualizacion (Duval, 1993) de los conjuntos infinitos; por ejemplo, los profesores (se codifica con la letra C)
el ver la siguiente representacion grafica (figura 1) que es habitual en los libros de texto, los lleva a proporcionar
los siguientes argumentos a las preguntas realizadas por los investigadores (codificado como Inv):

Figura 1. Representacion grafica de Ny Z.

Fuente: Arrigo, G., D'Amore, B. y Sbaragli, S. (2011). /nfiniti infiniti (p. 222). Trento, Italia: Erickson. [Version en idioma espafiol:
(2011). Infinitos infinitos (p. 222). Bogota, Colombia: Magisterio].

Inv: [...] ;TG crees que los elementos que forman el conjunto de los enteros son: mas, menos o el mismo
numero de los elementos que tiene el conjunto de los naturales?

C: Obviamente son mas, estan ademas todos los negativos.

Inv: ;Cémo representarias estos conjuntos numéricos a tus estudiantes?

C: Los relativos [enteros] los pondria en la recta de los nimeros y los naturales en cambio deben estar en la
linea de los nimeros.[...]

Inv: ;Esto lo presentas en clase?

C: Por supuesto que digo que los numeros negativos siempre deben estar siempre antes de los positivos.
(Arrigo, D'Amore y Sbaragli, 2011, p. 209)

En este caso la representacion grafica lleva a pensar, tanto a los profesores como a los estudiantes, que el numero

de enteros es “el doble” de los nimeros naturales, en otras palabras, que el conjunto de los enteros tiene mas
elementos que el conjunto de los naturales.
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Para afrontar estas dificultades es necesario: 1) que el profesor reflexione sobre la importancia que tiene la eleccion
de representaciones de los conjuntos infinitos en su ensefianza, 2) que se dé cuenta que esta eleccion no es univoca
ni neutra y 3) que puede ser una causa de la falta de construccion cognitiva por parte de los alumnos. Alcanzar una
conciencia semidtica en el proceso de su ensefianza, les permitira a los profesores entender que “la comprension
conceptual, la diferenciacion y el dominio de las diferentes formas de razonamiento [...] estan intimamente ligados
a la movilizacion y a la articulacion cuasi-inmediatas de algunos registros de representacion semiotica” (Duval,
1999, p. 18).

Por lo tanto, surge la siguiente pregunta de investigacion: ;Qué manifestaciones de la conciencia semidtica se
producen en el profesor al problematizarle su eleccion de representaciones semioticas en el proceso de ensefianza -
aprendizaje de los conjuntos infinitos?

Dicha pregunta se concreta en diferentes objetivos especificos, siendo uno de ellos: Indagar y describir las diferentes
problematicas de las representaciones semioticas y metaforas de los conjuntos infinitos a partir de los libros de
texto, que es el que vamos a desarrollar en esta comunicacion.

Marco teorico

Los objetos abstractos de la matematica no son cosas que son percibidas por los sentidos: nadie los puede ver, tocar,
saborear, oir, sentir, pesar, colorear, romper, lo unico que podemos hacer con estos “objetos matematicos es
describirlos, definirlos, denotarlos, denominarlos, disefiarlos etc., es decir dar representaciones semioticas”
(D'Amore, Fandifio Pinilla y Iori, 2013, p. 125). Las representaciones semidticas no son las unicas que hacen parte
de los procesos de la actividad matematica, como lo establece Font (2007) las metaforas también hacen parte de
estos procesos, que estructuran el conocimiento de los objetos matematicos en términos de nuestro conocimiento y
que “actia de manera iconica, puesto que una representacion iconica, ademas de representar al objeto, nos informa
de la estructura de dicho objeto” (Font, 2007, p. 125). Por lo tanto, las referencias que se abordan para este trabajo
de investigacion estan relacionadas especialmente con los elementos semioticos-cognitivos propuestos en la teoria
de Duval (1999, 2004, 2006) y los elementos de las metaforas propuestos por Lakoff y Nufiez (2000).

Representaciones semioticas

En palabras de Duval (1999, 2004) una representacion es algo que se pone en “lugar de otro algo” (Duval y Séenz-
Ludlow, 2016, p. 62) y la estructura que propone Duval (2008) de una representacion semidtica es:

{{contenido de la representacion, registro semiotico representado}, objeto representado).

Los registros que se movilizan en matematicas son cuatro: discursivos, no discursivos, plurifuncionales y
monofuncionales. Duval (2004) define los registros discursivos como los que permiten describir, inferir, razonar,
calcular. Los registros no discursivos como los que permiten visualizar lo que nunca es dado de manera visible. Los
registros plurifuncionales como los que son utilizados en todos los dominios de la vida cultural y social. Los
registros monofuncionales como registros derivados, que son especializados en un solo tratamiento. En la figura 2,
se presenta la clasificacion de los registros que son movilizados en matematicas.

Es necesario aclarar que existen unas representaciones auxiliares que no dependen del registro semiotico y son

utilizadas en matematicas, como el material (por ejemplo, el manipulativo como: el abaco, las regletas de
Cuisenaire, bloques logicos, etc.), los ejemplos, las ilustraciones, la organizacion (las tablas), etc. (Duval, 2004).
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En los procesos de pensamiento que estan involucrados con la actividad matematica, es necesario enfocarse en el
nivel de los sistemas semi6ticos y no en la representacion particular producida (Duval y Saenz-Ludlow, 2016), ya
que es en este nivel donde se captura la importancia de la representacion semidtica en las matematicas.

Los dos tipos de transformaciones que se dan en la representacion semiotica son:
1) Los tratamientos, que son transformaciones en el mismo registro; por ejemplo:
Y2 —0,5, se pasa de un registro de escritura fraccionaria a un registro de escritura decimal, pero se sigue
conservando en el registro monofuncional y registro discursivo.
2) Las conversiones son transformaciones de representaciones que consiste en cambiar un registro sin cambiar
los objetos denotados; por ejemplo, pasar del registro de la lengua natural al registro pictografico, asi: Un

medio —p (Fandifio Pinilla, 2010, p. 37).

Esta tltima transformacion es la raiz de “los problemas que muchos estudiantes tienen con el pensamiento

matematico [... por su...] complejidad cognitiva [...y por el...] cambio de representacion” (Duval y Saenz-Ludlow,
2016, p. 85).

Figura 2. Clasificacion de los diferentes tipos de registros movilizados en matematicas.

Fuente: Duval, R. y Sdenz-Ludlow, A. (2016). Comprension y aprendizaje en matemdticas: perspectivas semioticas seleccionadas (M.
Acosta, P. Perry. trad.) (p. 71). Bogotd, Colombia: Universidad Distrital Francisco José de Caldas.
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Metafora

Lakoff y Johnson (1991) pusieron de manifiesto la importancia del pensamiento metaforico, entendido como la
interpretacion de un campo de experiencias en términos de otro ya conocido; el papel del pensamiento metaforico
en la formacion de los conceptos matematicos es un tema que cada vez tiene mas relevancia para la investigacion
en didactica de las matematicas (v.g. Van Dormolen, 1991; English, 1997; Lakoff y Nufiez, 2000; Nufiez, 2000;
Nuiiez y Lakoff, 1998; D'Amore y Fandifio Pinilla, 2012).

Las metaforas se caracterizan por crear, entre un dominio de partida y un dominio de llegada, un puente conceptual
que permite la transfusion de propiedades del dominio de partida en el domino de llegada. En otras palabras, crean
un cierto "isomorfismo" que permite que se transpongan una serie de caracteristicas y estructuras. Ahora bien, las
metaforas s6lo dejan ver un aspecto del dominio de llegada que no engloba su totalidad, la metafora nos sirve para
mostrar el aspecto que deseamos evidenciar y oculta otros aspectos, de los cuales muchas veces ni siquiera somos
conscientes.

Las investigaciones sobre el pensamiento metaforico han detectado diferentes clases de metaforas. Un primer grupo
lo constituyen las de tipo extramatematico (grounding), como la de "una funcion es una maquina", que sirven para
explicar o interpretar situaciones matematicas en términos de situaciones reales. Dos de los ejemplos mas notables
de este tipo para nuestra investigacion son la del “contenedor” y la del “camino”, la primera es usada para estructurar
la teoria de clases, la cual, segin Nunez (2000), es una metafora inconsciente, que tiene sus raices en la vida
cotidiana y que podemos visualizar de la siguiente manera:

Tabla 1. Las clases son contenedores

Dominio de partida Dominio de llegada
ESQUEMA DEL CONTENEDOR CLASES

Interior del contenedor — » Clase
Objetos dentro del contenedor —» Miembros de la clase
Ser un objeto del interior —» Larelacion de pertenencia
Un interior de un contenedor , Una subclase de la clase mas grande
dentro de uno mas grande
Superponer el interior de dos Interseccion de dos clases
contenedores
L . o .
a totalidad de los interiores La union de clases
de dos contenedores
El exterior de un contenedor —»  El complementario de la clase

Nota. Fuente: Nufiez, R. (2000). Mathematical idea analysis: What embodied cognitive science can say about the human nature of
mathematics (p. 13). In T. Nakaora & M. Koyama (Eds.), Proceedings of PME24, vol.1. Hiroshima: Hiroshima University.

La metafora del camino se puede observar en el discurso del profesor cuando este facilita la comprension de la
grafica como un camino por el que uno camina o una linea por la que uno pasa:

Lo que tenemos que hacer es crear una tabla de variacion. Si antes de cero esta aumentando ... si después de

cero esta disminuyendo ... Si antes y después de cero esta aumentando, entonces hay un punto de inflexion.
Si antes de cero esta aumentando y después de cero esta disminuyendo, entonces hay un mdaximo. Si antes de
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cero esta disminuyendo y después de cero esta aumentando, entonces hay un minimo. (Dibuja una tabla de
variacion para esta funcion). (Acevedo, 2008, pp. 139-140)

De acuerdo con Talmy (2000), estos son ejemplos tipicos de "movimiento ficticio" y se basan en el esquema de la
imagen de un "camino". Este esquema permite una organizacion espacial: hay un origen (desde...), un camino (paso
por, aqui, a lo largo) y un punto final (a...). Ademas, se refiere a una cosa que se esta moviendo (un punto, un objeto)
y cuya ubicacion se puede conocer en un momento dado; en algunos casos, el punto de inicio es "menos infinito" y
el punto final es "infinito positivo".

Podemos agregar que la "Grafica de un camino" es una metéfora de tipo extramatematico (grounding), y el dominio
de origen es el esquema de la imagen de un camino.

Tabla 2. Grdfica de un camino

Dominio de partida Dominio de llegada
ESQUEMA DEL CAMINO GRAFICA

Camino > Grafica

Origen del camino > Origen de la grafica

Estar sobre el camino — Punto que pertenece a la grafica
Una localizacion en el camino - > Punto en la grafica

Final del camino —> Final de la grafica (por ejemplo,

mas infinito)

Estar fuera del camino _— Punto que no pertenece a la grafica

Nota. Fuente: Font, V., Bolitte, J. y Acevedo, J. (2010). Metaphors in mathematics classrooms: analyzing the dynamic process of teaching
and learning of graph functions (p. 145). Educational Studies in Mathematics, 75(2).

Un segundo grupo de metaforas, también frecuente en las aulas, lo constituyen las metaforas intramatematicas
(linking) las cuales permiten estructurar partes del conocimiento matematico a partir de otras partes ya conocidas.
Ejemplos de este tipo son “los numeros reales son los puntos de una recta”, “los nimeros complejos son vectores”,
“las funciones de proporcionalidad son rectas que pasan por el origen de coordenadas”, etc. A continuacion, se

presenta la metafora de los numeros naturales como conjuntos.

Tabla 3. Los numeros naturales como conjuntos

Dominio de partida . Dominio de llegada
CONJUNTOS NUMEROS NATURALES

El conjunto vacio @ —> Cero
El conjunto que contiene al conjunto vacio Uno

{@} (ejemplo, {0}) >

El conjunto {@, {@}} (es decir, Dos

{0, 1})

El conjunto {@, {8}, {@, {@}}} — »  Tres

(es decir, {0, 1, 2})
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El conjunto de sus predecesores > Un nimero natural
(Construir siguiendo la regla anterior)

Nota. Fuente: Lakoff, G. y Nuiez, R. (2000). Where mathematics comes from: How the embodied mind brings mathematics
into being (p. 142). New York: Basic Books.

En esta metafora se realiza la conceptualizacion desde una rama de las matematicas como lo es la aritmética, en
términos de otra rama de las matematicas como lo es la teoria de conjuntos, se ve claramente que la perspectiva
cognitiva es la conceptualizacion de los nlimeros a partir de los conjuntos.

Metodologia

Esta investigacion presenta un analisis de las representaciones de los conjuntos infinitos usadas en los libros de
texto para la ensefianza de los niimeros reales. Para la seleccion de los libros se siguid los siguientes procesos: 1) se
pregunto6 a los profesores participantes qué libros utilizaban para ensefiar los nimeros reales, lo cual nos llevo a
estudiar y examinar 35 libros diferentes, 2) los 35 libros en esta segunda fase se agruparon en tipos segun las
representaciones utilizadas, las problematicas semidticas en las representaciones y las metaforas, y 3) se hizo un
analisis detallado de las representaciones, de las problematicas semioticas de las representaciones y de las metaforas,
tal como se ejemplifican en el apartado siguiente.

Analisis de los datos

A continuacion, se muestra un analisis de las problematicas de las representaciones de los conjuntos infinitos y las
metaforas de dos libros de texto, que hacen parte de dos de los cuatro tipos en los que se clasificaron los 35 libros
analizados.

En un libro de grado octavo se define los nimeros reales asi: “Los numeros naturales N, los enteros Z y los
racionales Q, conforman, junto con los irracionales I, el conjunto de los nimeros reales R” (Duefias, Garavito y
Lara, 2007, p. 48); esta definicion se ubica en el registro de la lengua natural, pero los autores presentan también el
esquema de la figura 3 que se ubica como representacion auxiliar. Hay una evidente contradiccion entre las dos
representaciones semioticas, la escrita y la figural, ya que si ubicamos una representacion hipotética de dos nimeros
(puntos azules) en la representacion auxiliar donde estd la letra R, se puede establecer que en esos lugares los
nimeros no pertenecen a Q, ni a [, entonces surge la siguiente pregunta: ;Qué tipo de nimeros se representarian en
este lugar?; lo que tenemos en este ejemplo es un problema con la representacion auxiliar, la cual no estd
representando correctamente el objeto matematico de los niimeros reales, es decir, no existe una correcta
coordinacion de los dos registros (Duval, 1999; Duval y Saenz-Ludlow, 2016).

Figura 3: Representacion auxiliar en los R
Fuente: Dueias, W., Garavito, A. y Lara, G. (2007). Aciertos matematicos 8 (p. 48). Bogota, Colombia: Grupo Editorial Educar.

- 537 -



Uame - \-’ACTE Latinoamericana de SECCION 4 / EL PENSAMIENTO DEL PROFESOR, SUS PRACTICAS Y
* Matematica Fducativa ELEMENTOS PARA SU FORMACION PROFESIONAL

VOL 32, NUMERO 1, ANO 2019

El esquema de la Figura 3, desde el punto de vista de los elementos metaforicos, se puede clasificar como un
esquema de contenedor (es un esquema de imagen que se basa en la experiencia corporal) donde los elementos del
contenedor forman la unidad, y tiene tres partes: el interior, el borde y el exterior; este esquema se relaciona con la
metafora conceptual de tipo extramatematico (grounding), donde el esquema del contenedor se encuentra en el
dominio de partida y los nimeros reales se encuentran en el dominio de llegada, y que haria parte de los ejemplos
propuestos por Font (2007) de esta metafora: “Las clases son contenedores, los puntos son objetos y una funcion
es una maquina” (p. 118). En el esquema 1 (Figura 2) se puede comprender que la primera linea es el contenedor
por lo tanto es la unidad, y en este caso todo lo que esta al interior de esa linea serian los niimeros reales, sin tener
en cuenta las otras lineas interiores de Q y de I. La dificultad se presenta cuando tenemos tres contenedores el de
R, el de Q y el de I, pero algunos objetos de R no estan en Q ni en [, entonces esto contradice la logica del esquema
de contenedor y a su vez el de nimeros reales, porque tiene que existir objetos de R, que estén en Q o en I.

En la definiciéon de un libro de grado once, se presentan los siguientes registros de representacion: Algebraica: N
={1,2,3,...} yZ={...,-3,-2,-1,0, 1,2,3,...}, y grafica (las rectas de los nimeros naturales y enteros) (Figura 4):

Figura 4: Representacion grafica de Ny Z
Fuente: Moreno, J., Roldan, D. y Romero, F. (2011). Norma Matematicas para pensar 11 (p. 12). Bogota, Colombia: Carvajal Educacion
S.A.S.

En estos dos registros de representacion se evidencian las siguientes problematicas:

1) En el registro de representacion algebraica se presenta en el conjunto de los nimeros naturales su inicio
desde 1, mientras que en la representacion grafica la recta de los nimeros naturales empieza en 0, generando
contradiccion entre estos dos tipos de representaciones.

2) En el registro grafico se presenta por parte de los autores del libro la semirrecta y la recta que representa los
N y los Z, lo que lleva a pensar a profesores y estudiante “que el nimero de enteros es el doble del nimero
de naturales” (Arrigo, D'Amore y Sbaragli, 2011, p. 222); ademas, esta afirmacion se fortalece cuando los
profesores y estudiantes observan el registro grafico y perciben que N tiene solo un verso hacia el infinito
(positivo), mientras Z tiene dos versos hacia el infinito (uno positivo y uno negativo). Por lo tanto, N tiene
mas numeros que Z, porque N tiene un infinito y Z tiene dos infinitos, argumento que no es valido y evidencia
la problematica con este registro de representacion.

Desde los elementos metaforicos se puede establecer la recta en este caso como la metafora conceptual de la “grafica
de un camino”, donde se establece en su esquema los siguiente elementos: origen o punto de partida (0 o menos
infinito), un destino o punto final (mas infinito), estar sobre el camino (en 1, 2, 3,.. 0 ... -2, -1, 0, 1, 2, ...),
localizacion sobre el camino (1 o -2) y una ruta (serie de ubicaciones contiguas desde el origen hasta el destino).
Observamos dos tipos de situaciones con respecto a los puntos de inicio y fin del grafico de los nimeros naturales
y de los ntimeros enteros con respecto al infinito. La primera se presenta cuando ya ha sido dibujado el grafico de
los nimeros naturales y el de los niumeros enteros (como los propuestos en los libros de texto), donde solo dibujan
una parte de la recta y ademas le dejan al lector la interpretacion en la recta numérica del infinito; por ejemplo, en
la grafica de la recta de los numeros enteros, se comienza en menos infinito y termina en mas infinito, utilizando la
flecha o los puntos suspensivos para sugerir que la recta continua en ambos sentidos, por lo tanto, ambos infinitos
estan fuera del grafico dibujado.
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La segunda situacion se presenta cuando el docente dibuja un grafico (en el tablero o con el software Cabri o
Geogebra) generando una trayectoria con un punto desde el origen (0 o menos infinito) hasta que alcanza su punto
final (mas infinito), generando problematicas con el concepto de la continuidad y nuevamente con el infinito en la
recta numérica.

Si bien existen mas problematicas con los registros de representacion y las metéforas en los libros de texto, solo se
centro la atencion en los anteriores analisis como una introduccioén a la falta de conciencia semiotica por parte de
los autores de los libros de texto; los profesores se dejan conducir y guiar en la eleccion de las representaciones
semioticas utilizadas para la ensefianza de los conjuntos infinitos.

Resultados

Se identificaron y describieron (a partir de los constructos tedricos propuestos anteriormente) tres problematicas en
las representaciones de los conjuntos infinitos, que estan relacionadas con: 1) el registro de la lengua natural y la
representacion auxiliar, 2) el registro algebraico y el registro grafico y 3) el registro grafico y el registro de la lengua
natural; se debe destacar que estas problematicas son novedosas en la literatura de didactica de la matematica.

Con respecto a las metaforas, se identificaron y describieron las problematicas en la metafora esquema de
contenedor y la metafora conceptual “grdfica de un camino”. Estas problematicas que se identificaron y
describieron en las representaciones de los conjuntos infinitos y en las metaforas en los libros de texto, permitiran
identificar algunas manifestaciones de la conciencia semidtica que se producen en el profesor al problematizarle su
eleccion de representaciones semioticas en el proceso de aprendizaje de los conjuntos infinitos. En la tesis doctoral
se ampliaran estos analisis de las problematicas semiéticas de las representaciones de los conjuntos infinitos y las
metaforas presentadas por el profesor en el aula de clase para dar respuesta a la pregunta de investigacion doctoral.

Conclusiones

Los problemas que se presentan en las representaciones de los conjuntos infinitos apoyados algunas veces por las
metaforas, aunque hayan sido evidenciados por las investigaciones en didactica de la matematica, se siguen
presentando en la ensefanza de los profesores que actualmente estan en ejercicio y en formacion. Por lo tanto,
pensamos que se debe generar un cambio en la conciencia semiotica sobre la eleccion de las representaciones
utilizadas en la ensefianza de los conjuntos infinitos, teniendo en cuenta las metéaforas.

El presente estudio proporciona, ademas, datos empiricos que demuestran que las metaforas conceptuales son
herramientas relevantes para analizar no solo los libros de texto, sino el discurso matematico de los profesores en
el aula, lo que contribuird a una mejor comprension de las representaciones de los conjuntos infinitos por parte de
los estudiantes de secundaria y de universidad.
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