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Resumen

Este escrito tiene como primer objetivo mostrar la fundamentacion tedrica de un instrumento exploratorio cuya base
proviene del analisis histérico/espistemologico de la génesis del caos determinista desde una perspectiva
socioepistemologica. El taller impartido en RELME 32 consistid en la puesta en escena del instrumento
mencionado, un segundo objetivo se centra en las actuaciones de los asistentes, centrando la atencion en las
practicas que se presentan en las interacciones entre un manipulativo fisico y sus graficas de posicion y velocidad.
Durante la sesion los participantes interactuaron fisicamente con un péndulo doble articulado vivenciando
exploraciones que promovieron la construccion de hipétesis predictivas y formas de pensar en los movimientos
erraticos o no predecibles desde una vision determinista.
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Abstract

The first aim of this paper is to show the theoretical foundation of an exploratory tool based on the
historical/epistemological analysis of the genesis of the deterministic chaos from a socioepistemological
perspective. The workshop in the 32nd RELME consisted in putting into practice the already mentioned tool. The
second objective focuses on the participants’ actions, enlightening the practices that take place in the interactions
between a physical manipulative and its graphs of position and speed. Throughout the workshop, the participants
physically interacted with an articulated double pendulum, experiencing explorations that promoted the construction
of predictive hypotheses and ways of thinking about erratic or unpredictable movements from a deterministic view.
Key words: manipulatives tools, determinism, chaos, socioepistemology

- 404 -



Uame - \-’ACTE Latinoamericana de SECCION 3/ ASPECTOS SOCIOEPISTEMOLOGICOS EN EL ANALISIS Y
* Matematica Fducativa EL REDISENO DEL DISCURSO MATEMATICO ESCOLAR

VOL 32, NUMERO 1, ANO 2019

Introduccion

Asumimos que las maquinas manipulables o manipulativos fisicos son modelos vinculados con ciertos conceptos
matematicos y que en su interaccion promueven la emergencia de practicas predictivas. Con base en el estudio
historico — epistemoldgico realizado por Hernandez Zavaleta & Cantoral Uriza (2018) sobre la génesis del Caos
determinista se ha elegido una maquina que produce eventos inesperados: el péndulo doble articulado. Uno de los
objetivos es proponer a este manipulable como una forma de contribuir en la construccion y modificacion de
hipotesis sobre el cambio y su variacion en escenarios promotores de usos con finalidad predictiva.

Este taller forma parte de una investigacion en curso (Hernandez Zavaleta, 2017) que pretende caracterizar las
acciones y sus formas de evolucion en actividades y practicas, con base en el modelo de anidacion de practicas de
la Sociepistemologia (Cantoral, 2016). Como hipdtesis de investigacion tenemos que la matematica del cambio y
la variacion ante fendmenos de inestabilidad dindmica configura una practica que exige de formas de pensamiento
diversas; por un lado, del pensamiento predictivo que sigue una tradicion newtoniana y por otro aquel fruto del
enfrentamiento con eventos inesperados ambos relacionados por los usos que acompafian a pequerias variaciones.

El objetivo del taller fue que los participantes interactuaran con el mecanismo manipulable, fisicamente, para
elaborar argumentos sobre la explicacion y prediccion de sus estados, haciendo énfasis en el uso de la pequeria
variacion ante la aparicion de eventos inesperados.

En este caso la pequeiia variacion se refiere a hacer cantidades, entre las variables o en su comparacion, lo
suficientemente pequefias que permitan construir argumentos predictivos mediante estados subsecuentes de un
fenémeno aparentemente aleatorio. Por otro lado, los eventos inesperados los entendemos como aquellos estados
de transicion entre comportamientos estables o predecibles a aquellos de inestabilidad o cuasi-estabilidad que
imposibilitan la prediccion. Para poder abordar el trabajo con pequenas variaciones, se recurrira al cambio de
naturaleza del problema; por ejemplo, el tipo de movimiento que realiza un péndulo doble articulado depende de
la longitud del segundo brazo y de sus condiciones de inicio.

Descripcion del péndulo doble articulado

La maquina manipulable que se utiliz6 durante el taller es una base de 46 cm de altura que sostiene una barra de
aluminio de 25 cm de longitud (Figura 1A) que se mueve de izquierda a derecha tomando como pivote el rodamiento
en la parte superior haciendo las veces de un péndulo simple. En la parte inferior se encuentra un perno con cuerda
que permite sostener una segunda barra y permitiendo el movimiento articulado del péndulo doble (Figura 1 B y
C), en la parte trasera de la base se sostiene otra barra con las mismas propiedades que la descrita, de esta forma el
manipulable permite comparar dos péndulos que comienzan en la misma posicion (ver Figura 1 D).

Figura 1. A) péndulo simple, B) péndulo doble en reposo, C) articulacion del péndulo doble
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El perno en la parte inferior de la primera barra permite intercambiar la segunda barra por otras de diferentes
longitudes, estas barras tienen longitud de 3, 6, 9, 12, 15, 18 y 20 cm; la medida de tres centimetros se eligio debido
a que era la mas corta que podia sostener el tipo de rodamiento utilizado y la barra de 20cm es la mas larga que
puede girar sin que otros elementos en la estructura la obstaculicen. En la

Figura 2 se muestran las barras de izquierda a derecha en orden descendente.

Figura 2. Barras intercambiables del péndulo doble

Posicionamiento teorico

La discusion sobre las maquinas manipulables o simplemente manipulativos para la ensefianza/aprendizaje de las
matematicas ha sido tratada desde diferentes perspectivas; por ejemplo, Fisher, Samuels y Wangberg (2017)
reportan una experiencia exitosa del uso de manipulativos fisicos para la ensefianza/aprendizaje del calculo de varias
variables particularmente en el concepto de la derivada parcial. Por otro lado, Thomas y Martin (2017) argumentan
que un manipulativo virtual bien disefiando ayuda a los estudiantes de calculo a la comprension de la convergencia
de la serie de Taylor. Otras investigaciones (Moyer & Westenskow, 2013; Sengupta, Krishnan, Wright, &
Ghassoul, 2015) relacionan el uso de manipulativos fisicos y virtuales con las materias relacionadas con STEM
(siglas en inglés de Ciencia, Tecnologia, Ingenieria y Matematicas) haciendo evidente un uso relevante en la
conformacion de conceptos y objetivos de las ciencias y las ingenierias.

Los posicionamientos mencionados, en general, pretenden realizar una transferencia del objeto matematico al objeto
fisico o viceversa centrandose en el estudio de uno de ellos y verificar su relacion con el otro. Desde la perspectiva
socioepistemologica asumimos la existencia de una relacion simbidtica y transversal entre los manipulativos fisicos
y los objetos matematicos; en la cual nuestro interés se centra en las interacciones entre ellos y particularmente en
las formas emergentes de usos de la variacion con intencion predictiva.

Aspectos tedricos del disefio

Desde una aproximacion socioepistemologica en el trabajo de Hernandez Zavaleta y Cantoral Uriza (2018) se
reportan tres prdcticas en la busqueda del cardcter estable del cambio en situaciones de aparicion de un evento
inesperado. En la Figura 3 se muestra en la parte superior, de izquierda a derecha, la propuesta de H. Poincaré sobre
el teorema de recurrencia para averiguar aspectos de estabilidad en las soluciones, E. Lorenz se encuentra con la
sensibilidad a las condiciones iniciales y R. May propone elaborar un espacio de parametros para identificar los
tipos de comportamientos de la ecuacion logistica; en la parte baja, en el mismo orden, las practicas que se hacen
evidentes son: la busqueda de lo circular o lo que se repite, la comparacion de soluciones en el tiempo y la
clasificacion de comportamientos, en su conjunto forman parte de una forma de actuar ante lo erratico (/a aparicion
de eventos inesperados).
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Figura 3. Paso de los objetos a las prdacticas en la busqueda del caracter estable del cambio ante eventos inesperados.

De manera puntual, Buscar lo circular se refiere a la busqueda de periodicidades que se reflejan en trayectorias
cerradas o comportamientos repetitivos y, su interpretacion y representacion esta sujeta a la practica de referencia
en la que se localiza (Barrow-Green, 1997; Poincaré, 1892). Comparar estados en el tiempo: se refiere a la
comparacion puntual y global de dos comportamientos que comienzan con condiciones iniciales cercanas (del orden
de milésimas) (Lorenz, 1963; May, 1974). Por tltimo, clasificar comportamientos se refiere a la configuracion de
codigos y argumentos que permitan dar cuenta de la diversidad de comportamientos que existen en un sistema
dindmico al cambiar su naturaleza mediante sus pardimetros (May, 1976; Hale & Kocak, 1991).

El disefio esta basado en el desarrollo intencional de las practicas mostradas en la parte inferior de la Figura 3, la
decision de utilizar el péndulo doble articulado se debid a que una de las formas de accion que Poincaré mostro en
el estudio del Problema de los Tres Cuerpos fue trabajar con péndulos forzados; situacion que refleja su intencion
de buscar soluciones periddicas en una simplificacion del problema que puede controlar. Por otro lado, nos basamos
en un ciclo que vislumbramos en los trabajos de E. Lorenz y R. May para modelar el clima y el crecimiento
poblacional respectivamente.

El ciclo propuesto se plasma en la Figura 4: una vez que tienen el objeto matematico o fisico a estudiar (sistema
dindmico), se procede a la modificacion de la naturaleza del problema que se refiere a comenzar a modificar los
parametros del sistema que inciden la dindmica general, esto propicia la aparicion de comportamientos que no son
predecibles para ciertos valores de los parametros; en este caso se promueve la emergencia de formas
argumentativas sobre la prediccion del cambio y se recurre a la seleccion adecuada de condiciones iniciales que
vuelve a reiniciar el ciclo. En el caso de los eventos historicos estudiados las graficas eran utilizadas como formas
validas de argumentacion.
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Figura 4. Ciclo de estudio de un sistema dinamico

Estructura del taller

Durante el taller se analizaron los movimientos de una maquina manipulable: el péndulo doble articulado, de forma
perceptual y sin sistemas de referencia predefinidos se les solicitod la creacion de hipdtesis utilizando figuras y
graficas como formas argumentativas. El taller se estructur6 en cuatro exploraciones (ver Figura 5): durante la
exploracion uno se solicité el reconocimiento de la maquina manipulable de forma libre con el objetivo de propiciar
la practica de la biisqueda de lo circular, las exploraciones dos y tres se orientaron a la construccion de argumentos
sobre la comparacion de soluciones en el tiempo, el momento tres guio la comparacion de comportamientos en el
tiempo, en la exploracion cuatro se pidio a los participantes cambiar la naturaleza del sistema mediante el cambio
de longitud de la barra inferior para dar argumentos sobre los diferentes tipos de comportamiento que provoca el
cambio de tamafio incidiendo en la clasificacion de comportamientos, finalmente en el momento cinco se construy6
una discusion sobre los comportamientos en la aparicion de eventos inesperados.

Figura 5. Estructura del taller

Exploracion I: la configuracion inicial del péndulo es con la barra inferior de 20 cm una de las principales
caracteristicas de este movimiento es que es cadtico, es decir, no se pueden hacer predicciones sobre su posicion y
velocidad en un tiempo determinado. Se les pide a los participantes que observen y describan con sus palabras el
movimiento una pregunta orientadora es ;/qué les llama la atencion de este movimiento? Posteriormente se les invita
a trabajar en equipo con la maquina manipulable y a intercambiar el tamafio del brazo inferior.

Exploracion II: esta exploracion se divide en dos partes, antes de comenzar se les pide colocar una barra inferior
de 20cm y marcarla en su parte mas baja; en la primera hoja de trabajo aparece el siguiente enunciado: Describan
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el movimiento de la barra inferior primero haciendo dibujos (trazos o diagramas), después expliquen por escrito sus
dibujos y discutan sobre las variables que se ponen en juego en su forma de moverse. Compartan con sus
compafier@s de equipo. Pueden manipular la maquina las veces que sea necesario. En la segunda hoja de trabajo
se les pide que sigan trabajado con la barra inferior de 20cm y que Describan el movimiento de la barra superior
primero con dibujos (trazos, diagramas y graficas), después expliquen por escrito sus dibujos y compartan con sus
compaiier@s de equipo. Pueden manipular la maquina las veces que sea necesario.

Exploracion I1I: El objetivo de esta exploracion es diferenciar comportamientos predecibles de los que no los son,
se les pide llenar la Tabla 1 (faltan renglones en la tabla) comparando el movimiento de los dos péndulos (por lo
menos 4 veces dejandolos caer siempre desde la misma posicion y con los brazos doblados) prueben con diferentes
tamafos de barra y digan si tienen la misma posicion en el segundo solicitado ;En todos los intentos mantienen la
misma posicion en el tiempo solicitado? Marquen con una / si la mantienen y con una X si no la mantienen.
Tomando en cuenta los datos recabados hagan una descripcion breve del comportamiento de las barras en cada
tiempo solicitado.

Tiempo en 10 20
segundos

Barra en cm

Sin barra 1. 3. 1. 3. 1. 3.
2. 4. 2. 4. 2. 4.

Descripcion
3 1. 3. 1. 3. 1. 3.
2 4 2 4. 2 4

Descripcion
1 3 1 3. 1 3
4 2 4. 2 4

Descripcion
20 1. 3. 1. 3. 1. 3.
2. 4. 2. 4. 2. 4.

Tabla 1. Comparacion de comportamientos en 5, 10y 20 segundos

Exploracion IV: la intencion de esta exploracion es que ayudados por las discusiones y los datos obtenidos en las
exploraciones anteriores comiencen a clasificar tipos de comportamientos elaborando bosquejos de la grafica de
posicion/tiempo de la barra superior. El enunciado que aparece en la hoja de trabajo es: Elaboren una grafica
(posicion angular vs tiempo) del comportamiento de la barra superior en la que se muestre todo el tiempo que dura
el movimiento hasta detenerse (una grafica por cada tamafio de barra). Tomen en cuenta los datos obtenidos en el
inciso anterior ;Como ayuda comparar entre una y otra grafica a dar argumentos sobre la posicion de la barra
superior en un tiempo determinado?

Actuacion de un participante
El taller se llevo acabo en dos sesiones de 90 minutos, el perfil de formacion inicial de los participantes era de

profesores de nivel basico, estudiantes de maestria y doctores Matematica Educativa. La dinamica interna de los
participantes permiti6 indagar sobre las primeras dos exploraciones, sin embargo, es importante decir que hemos
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comenzado a observar que las practicas propuestas aparecen de un modo entrelazado en las formas de interaccion
de los participantes con las diferentes exploraciones que se les solicitan.

A continuacion, se presenta la actuacion de un participante [P1] del taller después de haber concluido con las
primeras dos exploraciones, este episodio se retomo6 de la plenaria en la que compartian sus producciones
individuales después de haberlas discutido con su equipo.

[ 1P17P1: Bueno yo vi tres casos, yo veia que se parte de una idea que la barra inferior de 20
cm hay que marcarla en parte mds baja, me imagine la parte més baja de la barrita,
entonces me imagine si estaba estirada, si estaba en medio con la otra o si estaba en
punto intermedio [ simula la maquina con una pluma y su dedo].

E: ;los puntos son desde donde la tirabas?

[ 2P17P1: si, entonces, trate de dibujar mas o menos lo que hace la maquinita [muestra su hoja
de trabajo (ver Figura 5) y la sefiala’] con los tres casos, uno estirado, uno a medias y
el otro desde abajo. Trataba de ver la parte més baja antes de que se estabilizaran ...
mientras mds alta era més oscilatorio el movimiento, estaba en la parte alta era mas
oscilatorio [ mueve su pluma de arriba abajo], si lo dejabas doblado, era... mmm..
menos inestable esta trayectoria, si se movia muy loca,

[ 8P17P1: Te lo muestro aca, caso 1 [ pone el péndulo arriba con el brazo estirado’], caso 2
pone el péndulo arriba con el brazo doblado, caso 38 péndulo abajo con la barra inferior
un poco levantada. Porque en el fondo lo que yo entendi de la pregunta es que era ver,
esa distancia, la distancia mas baja de la barra en esta yo me la imaginé con la pregunta,
6sea yo trataba de ver cudndo se estabilizaba acd [sefnala la barra de soporte del
péndulo’].

* Siyo lo hacfa aca [caso 17 la oscilacién se vuelve loca, muy loca,

* Silo hacfa acé [caso 27 también se vuelve loca, pero en menor grado que la otra

En este [casol 7 incluso a veces la vuelta completa y en esta [caso 27 no da el loop.

* yenesta[caso 37 es mucho més tranquilo es mds facil en este caso predecir. O sea,
algo tiene que ver con la distancia ...

E: ;scon la distancia desde donde la tiras?

[ 4P17] P1: claro

En [1P17 habla de tres casos y los dibuja como se muestra en la Figura 6, marcados con los niimeros en circulo,
cada dibujo es acompafiado de su respetiva “figura de ondas”; las configuraciones que P1 plantea corresponden a
diferentes condiciones de inicio y cada una de estas afecta el comportamiento del péndulo articulado con la barra
de 20cm en la parte baja, luego en [2P 17 establece una hipotesis sobre estas configuraciones: mientras mds alta
era mas oscilatorio el movimiento, estaba en la parte alta era mas oscilatorio para concluir que si lo dejaba doblado
su trayectoria era menos inestable, en [3P17] de nuevo recurre a la estabilidad como argumento y confirma que es
lo que buscaba al cambiar las condiciones, entonces especifica haciendo que en el caso 1 se vuelve loca, en el caso
2 también se vuelve loca pero en menor grado que en el primero y dice que el caso 3 es mucho mas tranquilo y es
mas facil predecir.
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Figura 6. Producciones de Pl después de las primeras dos exploraciones

Como primera aproximacion al analisis se puede decir que P1 establece la busqueda de la estabilidad como una
forma de orientar sus acciones, este tipo de actuaciones estan relacionadas con el desarrollo de la practica de la
busqueda de lo circular propia de una forma de pensar determinista, continuando en esta linea de argumentacion
recurre a la seleccion adecuada de condiciones de inicio que le permitan hacer predicciones sobre la posicion del
péndulo en un tiempo determinado llegando a concluir que el caso 3 es mucho mas tranquilo y por lo tanto
predecible; las explicaciones que da en el caso 1 y 2 son particularmente interesantes debido a que establece que un
movimiento es mas “loco” que el otro y lo confirma en su produccion escrita recurriendo a formas figurativas que
le permiten argumentar sobre el tipo de comportamiento al que se referia, es decir, en la Figura 6 se puede ver en el
dibujo a la izquierda una figura de ondas de arriba abajo un tanto desproporcionadas en su amplitud y frecuencia,
mientras que las otras tienden a tener un comportamiento con mas proporcion entre cada onda, esto nos da indicio
de la practica de clasificacion de comportamientos.

Reflexiones finales

Una de nuestras hipotesis de investigacion considera que el desarrollo intencional de las practicas esta permeado
por los episodios historicos que fueron problematizados, desde esta perspectiva, el instrumento exploratorio
promueve la confrontacion del paradigma determinista, en el que la prediccion es total, contra el paradigma del caos
en el que la prediccion es limitada o nula; uno de los primeros argumentos que aparece en las personas que tratan
con nuestro instrumento es que el movimiento del péndulo doble esta regido por ecuaciones que explican y predicen
su posicion y velocidad para todo tiempo y la idea de utilizar métodos de probabilidad o estadistica aparece al
avanzar en la interaccion y en la secuencia de preguntas.

Al analizar la actuacion de P1 se evidencio la busqueda del cardcter estable del cambio al proponer diferentes
condiciones de inicio y buscar aquellas que le permitiera predecir o que fueran mejor comportadas (estables). Las
practicas que se pusieron en juego son la busqueda de lo circular expresada en la necesidad de encontrar
periodicidades que le dan estabilidad al sistema y la clasificacion de comportamientos como una practica que
permite discernir lo que puedo predecir de lo que no. Por otro lado, en P1 no se lograron observar indicios del uso
de la pequeria variacion ni de la practica de comparacion de soluciones en el tiempo, suponemos, para que ambas
aparezcan se debe explotar la idea de repetir el experimento con las mismas condiciones de inicio, se espera lograr
su aparicion cuando se pongan en juego las exploraciones Il y IV del instrumento.

Para finalizar, es importante hacer énfasis que el analisis del episodio mostrado es una aproximacion al método y a
la metodologia que nos permitira la construccion de categorias de analisis precisas que permitan, por un lado,
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evidenciar una transicion entre acciones, actividades y prdcticas socialmente compartidas de acuerdo con el modelo
de anidacion de practicas de la sociepistemologia y por otro el rastreo de construccion de hipdtesis predictivas que
hacen uso de la pequeria variacion.
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