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Resumen

Este trabajo propone un modelo hipotético de construcciones mentales y mecanismos de construccion, para
comprender el objeto matematico ecuacion diferencial lineal de segundo orden, que modela un sistema masa
resorte con movimiento libre amortiguado. Se toma como marco teérico y metodologico la propuesta de la teoria
APOS, que implica la elaboracion de una descomposicion genética direccionada en tres etapas; analisis teorico,
disefio e implementacion de ensefianza y recoleccion y analisis de datos. Lo anterior desde tres enfoques diferentes
como son los elementos de la matematica formal, la experiencia como docentes del curso de ecuaciones
diferenciales y el componente didactico. Finalmente, cabe mencionar que este trabajo se desarrolld con la
participacion de estudiantes del curso de ecuaciones diferenciales de la Escuela Colombiana de Ingenieria Julio
Garavito durante el afio 2017.
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Abstract

This work proposes a hypothetical model of mental constructions and construction mechanisms, to understand the
mathematical object differential linear equation of second order, which models a spring mass system with free motion
damped. The proposal of APOS theory is taken as a theoretical and methodological framework, which involves the
elaboration of a genetic decomposition addressed in three stages; theoretical analysis, design and implementation of
teaching and data collection and analysis, all of which is viewed from three different approaches such as the elements
of formal mathematics, teaching experience in the course of differential equations, and the didactic component.
Finally, it is worth mentioning that this work was developed with the participation of differential equations course
students at Julio Garavito Colombian School of Engineering, during the year 2017.

Key words: Differential Equations, APOS, Spring Mass

L TS ST, A—m

- 344 -



(lape = “)Ama Latinoamericana de

Malemaﬂ[)a qucaﬂva SECCION 2/ PROPUESTAS PARA LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS
VOL 32, NUMERO 1, ANO 2019

Introduccion

Las ecuaciones diferenciales son un componente fundamental de formacion, en los programas de ingenieria,
economia o aquellos relacionados con las ciencias exactas. Su importancia radica en la diversidad de fendmenos
fisicos o sociales que pueden ser modelados matematicamente, para describir su comportamiento. El trabajo que se
presenta corresponde a un proyecto de investigacion desarrollado por el grupo GIMATH (Grupo de investigacion
en Matematicas de la Escuela Colombiana de Ingenieria Julio Garavito), en la linea de investigacion en ensefianza
de las matematicas. Lo anterior, en busca de herramientas que fortalezcan las practicas educativas de los docentes,
y la comprension de conceptos matematicos en los estudiantes de institucion.

De otra parte, la eleccion de nuestro objeto de estudio (ecuacion diferencial de segundo orden que modela un sistema
de masa resorte con movimiento libre amortiguado EDSMR) se encuentra relacionada con su aplicabilidad de
dichos sistemas en campos de la ingenieria, como por ejemplo la biomédica; para estudiar la otosclerosis (Fragoso
et al.,, 2014), y en la mecéanica para modelar el sistema de suspension de un vehiculo (Aly & Salem, 2013).
Adicionalmente, es conveniente resaltar que este trabajo se desarrolla sobre la comprension de un modelo
matematico, y no la construccion de un modelo (modelizacion matematica), lo anterior dando continuidad a la
postura tomada en investigaciones realizadas sobre otros modelos en ecuaciones diferenciales; como los problemas
de mezclas (Chaves y Jaimes, 2014) y la ecuacion logistica (Vargas, Chaves, Jaimes y Monserrat, 2017).

Asi mismo, en educacion matematica la modelacion es utilizada para dotar de significado a los objetos abstractos,
y en ocasiones utilizada por los docentes para mostrar que puede explicar o predecir diferentes fendmenos reales
(Villa-Ochoa, Quintero, Arboleda, Castafio y Ocampo, 2009). En ese sentido, dentro de este trabajo también se
proponen unas actividades que lleven al estudiante a plantear una expresion algebraica (Ecuacion Diferencial) para
describir un problema dado, partiendo de un modelo establecido y validado, e interiorizando cada uno de los
elementos que lo componen, tal que comprenderlos lleve a comprender el modelo. Por ejemplo, en el caso de los
sistemas masa resorte con movimiento libre amortiguado, la ecuacion diferencial mx" + Bx' + kx = 0; donde x
representa la posicion de un objeto de masa m en un tiempo &, acoplado a un resorte de constante de elasticidad k,
sometido a una fuerza de amortiguamiento proporcional a la velocidad instantanea Bx’, requiere la comprension de
cada uno de los elementos que la conforman: ley de Hooke, ley de Stokes, segunda ley de Newton, y conocimiento
de la teoria de ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden, sin embargo, elementos como limite, periodo de
una funcion, e incluso la experiencia del individuo con fuerzas de resistencia (por ejemplo, sacar la mano por la
ventana de un vehiculo en movimiento) también son necesarios para la comprension del modelo.

Finalmente, para el desarrollo de esta investigacion se utiliz6 una herramienta de la teoria APOS (la cual se describe
mas adelante en este documento), llamada descomposicion genética de un concepto, que identifico las
construcciones mentales y mecanismos de construccion de los estudiantes para la comprension de un concepto u
objeto matematico.

Marco teorico

En este trabajo se utiliza frecuentemente la palabra modelo matematico, para la cual se adoptod la definicion
propuesta por Villa (2007, p. 67), refiriéndose a este como “un conjunto de simbolos y relaciones matematicas que
intentan explicar, predecir y solucionar algunos aspectos de un fendmeno o situacion”, es decir, esto es lo que
realizan los estudiantes cuando utilizan la EDSMR para solucionar un problema de masa resorte. Ademas, cabe
senalar la importancia de diferenciar el uso del modelo, con su proceso de obtencion, dado que en este trabajo el
modelo que corresponde a la EDSMR ya se encuentra dado, por el contrario, lo que se busca es la comprension de
esta ecuacion diferencial considerando cada uno de sus elementos.
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El trabajo se desarroll6 desde el enfoque conocido como Teoria APOS, la cual define la descomposicion genética
de un concepto como “un modelo hipotético de construcciones mentales y mecanismos necesarios para comprender
un concepto matematico especifico” (Arnon, et al, 2014, p. 27). Las construcciones mentales, a las que se refiere la
Teoria APOS, son todas aquellas transformaciones que realizan los estudiantes para resolver una tarea y que les
permiten obtener significado de ellas (Bermudez, 2011), como son las acciones, procesos, objetos y esquemas sobre
un determinado concepto matematico, asi mismo, para desarrollar y realizar las construcciones mentales se tienen
seis clases de abstraccion; los mecanismos de construccion, que hacen referencia a procesos mentales como la
interiorizacion, coordinacion, inversion, encapsulacion, desencapsulacion y tematizacion.

Figura 7. Elementos principales de la teoria APOS

A continuacion, se presenta una breve descripcion de los elementos que aporta la teoria en relacion a la comprension
de conceptos u objetos matematicos, partiendo de las construcciones mentales y finalizando con la herramienta de la
descomposicion genética.

Una accion es cualquier actividad mental o fisica que transforma un objeto fisico o mental, por ende, tienden a ser
algoritmicas y de forma externa (Clark et al., 1997). Una accion es interiorizada por la repeticion y el reflejo de la
misma, no se produce por alguna influencia externa, y en consecuencia se vuelve en una construccion interna llamada
proceso.

Un individuo posee una concepcion proceso del concepto cuando puede reflexionar sobre el concepto, sin realizar
acciones especificas sobre ¢l. Sin embargo, un proceso también puede generarse por la coordinacion o reversion de
dos o mas procesos; estos mecanismos permiten establecer relaciones entre los procesos para determinar un nuevo
proceso, ya sea realizando nuevas transformaciones o deshaciendo las secuencias de dichas transformaciones. Segiin
Meel (2003, p. 245) “cuando el estudiante puede reflejarse en un proceso y transformarlo por medio de una accion,
el proceso se considera como encapsulado para convertirse en un objeto”, esto es, una vez encapsulado el proceso,
el objeto existe en la mente del individuo. Finalmente, segiin Dubinsky (1991), un esquema se caracteriza por su
dinamismo y su reconstruccion continua segin lo determinado por la actividad matemadtica del individuo en
situaciones matematicas especificas. La coherencia de un esquema viene dada por la capacidad del individuo de
determinar si se puede utilizar en el tratamiento de una situacion matematica particular. Los esquemas son entonces
construcciones mentales que contienen la descripcion, organizacion y ejemplificacion de las estructuras mentales que
un individuo ha construido en relacién a un concepto matematico.
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Un tercer elemento fundamental de la teoria APOE, es el que establece el vinculo entre las construcciones mentales
y los mecanismos de construccion y se llama descomposicion genética. Las descomposiciones genéticas pueden
verse como una ruta estructurada de como se construyen los conceptos matematicos en la mente de un individuo.
Para Asiala et al (1996, p. 7), la descomposicion genética de un concepto se define como el “conjunto de estructuras
mentales que pueden describir como se desarrolla el concepto en la mente del alumno”, otra idea sobre el significado
de la descomposicion genética es “la descomposicion genética representa una via posible en que un estudiante pueda
lograr el desarrollo de una comprension conceptual, asi como una guia para el desarrollo de una actividad
constructiva. En especifico, la descomposicion genética proporciona al maestro una trayectoria general que puede
llevar al estudiante a construir una comprension adecuada” (Meel, 2003, p. 268).

Es importante aclarar que no puede hablarse de una unica descomposicion genética de un concepto, ya que ésta
depende de la formulacion que han hecho los investigadores, y por tanto puede haber varias descomposiciones
genéticas de un mismo concepto (Trigueros, 2005, p.8).

La descomposicion genética que se plantea con respecto a un concepto matematico en principio es preliminar, es
decir es una descomposicion que no ha sido validada y que ha sido disefiada basada en el analisis tedrico de un
concepto. Luego de desarrollar determinadas estrategias de ensefianza y aprendizaje, y realizar el analisis de los datos
recogidos a través de algunos de los instrumentos de recoleccion que sugiere la teoria APOE en su marco
metodologico, estos son: entrevistas, observaciones en clase, revision de los libros de texto, juegos de computador,
estudios epistemologicos e historicos, examenes, (Arnon, et al, 2014, p.95), la descomposicion genética es refinada,
la cual debe incluir las construcciones mentales y los mecanismos de construccion que un estudiante realiza para
aprender el concepto en cuestion.

Metodologia

La metodologia utilizada para desarrollar este trabajo se rige bajo el marco de la teoria APOS, y es direccionada en
tres etapas, desde tres enfoques diferentes. El primer enfoque esta relacionado con los elementos de la matematica
formal, que estuvo liderado por el investigador con formaciéon en matematica. El segundo enfoque, se relaciona con
la experiencia como docentes de ecuaciones diferenciales, liderado por la directora del curso. El tercer enfoque,
implica el componente didactico; relacionado con la ensefianza y el aprendizaje de las ecuaciones diferenciales,
liderado por el investigador con formacién en educacion matematica.

En la primera etapa se elabor6 un andlisis tedrico, que parte desde la formalidad del objeto, la experiencia como
docentes del curso y el componente didactico en su ensefianza y aprendizaje. Inicialmente se realizaron reuniones,
en las que cada uno de los investigadores proponia elementos a considerar desde cada enfoque liderado, estas
reuniones permitian confirmar, replantear o descartar dichos elementos del analisis tedrico. Adicionalmente, se
programaron seminarios de teoria APOS para que los investigadores ampliaran su conocimiento de la teoria y
generaran un espacio de discusion en el que se relacionaran los elementos de la teoria con el objeto de estudio
analizado desde los diferentes enfoques; trabajo que dio unicidad a la hora de presentar los analisis realizados entre
los investigadores.

La segunda etapa, correspondi6 al disefio e implementacion de ensefianza, para lo cual se elabord un taller sobre los
sistemas masa resorte que consideraba los elementos encontrados en el analisis de la primera etapa. El taller se
elabord durante el primer semestre del afio 2017, con dos objetivos, el primero, mejorar la comprension de los
estudiantes en relacion a la ecuacion diferencial que modela un sistema masa resorte con movimiento libre
amortiguado (EDSMR). El segundo objetivo, utilizarlo como instrumento de recoleccion de informacion en la
siguiente etapa del ciclo de investigacion.
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Finalmente, la tercera etapa que corresponde a la recoleccion y analisis de datos, que se desarrolld con dos grupos de
estudiantes del curso de ecuaciones diferenciales, el primero durante el periodo intersemestral del afio 2017 (2017-
1), y el segundo con los estudiantes del segundo semestre del afio 2017 (2017-1I). La aplicacion del instrumento al
primer grupo permitié identificar y categorizar algunos niveles de comprension o construcciones mentales de los
estudiantes acerca de la ecuacion diferencial que es objeto de estudio. Ademas, permiti6 identificar algunos items
del taller que debian ser ajustados, y adicionar otros elementos que no se consideraron inicialmente. Al aplicar el
taller al segundo grupo, se valido la categorizacion obtenida en el periodo intersemestral y se identificaron nuevas
categorias.

Al finalizar la tercera etapa, se realizd nuevamente un analisis que describe las construcciones mentales y mecanismos
de construccion que un estudiante desarrolla para comprender la ecuacion diferencial que modela un sistema masa
resorte con movimiento libre amortiguado, y se presenta como la descomposicion genética de este objeto.

Resultados

Uno de los resultados obtenidos consiste en la propuesta de un taller que busca la identificacion de algunas
construcciones mentales de los estudiantes sobre el objeto de estudio (EDSMR), asi como la interiorizacion de
acciones, y la coordinacion de procesos, para que sea encapsulado. A continuacion, se comparten algunos puntos del
taller y una breve descripcion de lo que se espera en cada punto.

El primer punto que se planted fue un enunciado de un sistema masa resorte en el que no se pedia hallar la funcion
que describia el movimiento o plantear la ecuacion diferencial, por el contrario, las preguntas fueron orientas a la
forma como interpretaban cada elemento de ecuacion implicito en el enunciado. El problema y una de las preguntas
fue el siguiente:

Figura 8. Pregunta 1

En este caso la pregunta que se observa en la figura 2 busca identificar la forma como el estudiante pasa de una
unidad de medida a otra en relacion con las diferentes caracteristicas del mismo objeto, por ejemplo, la masa de 5
Slugs tiene un peso de 160 libras, solo que se estan dando caracteristicas diferentes del mismo objeto. Para llegar e
esa conclusion el estudiante debe tener claro que el peso es una fuerza y que se obtiene multiplicando la masa del
objeto por la gravedad a la que esta sometido.

Las preguntas 2,3 y 4 del punto 1, se plantean con el proposito de identificar las relaciones que establece el estudiante
entre el transito del lenguaje natural al algebraico. Por ejemplo, se identifico que independiente de la informacion
dada, generalmente los estudiantes buscan la forma de reemplazar los datos de la descripcion problema en la ecuacion
diferencial y sus condiciones iniciales, sin detenerse a reflexionar si en la informacion dada efectivamente se
proporciona esta informacion. En la Figura 3 la tltima pregunta pide que se expresen las condiciones iniciales del
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sistema; aunque estas no se dieron en su descripcion, algunos estudiantes las asociaron con otro tipo de informacion
dada en la descripcion dada del problema.

Figura 9. Punto 1, preguntas 2, 3 y 4.

El siguiente punto del taller se planted en relacion a la identificacion de caracteristicas propias de la ecuacion
diferencial que modela un sistema masa resorte con movimiento libre amortiguado. El ejercicio consistié en dar 6
posibles soluciones de tres ecuaciones diferenciales diferentes, dentro de las cuales el estudiante debia descartar
aquellas que no serian solucion de la ecuacion diferencial y las que no se ajustan a un sistema masa resorte.

Por ejemplo, si las raices de la ecuacion caracteristica son imaginarias, estas deben darse como pares conjugados, asi
mismo, si la ecuacion corresponde a un sistema masa resorte, por ser todos sus coeficientes positivos las raices deben
ser negativas en su parte real.

Para revisar la capacidad de pasar del registro algebraico al lenguaje natural, se dio una ecuacion diferencial lineal
de segundo orden con coeficientes constantes positivos y se pidid que describiera o enunciara un problema de masa

resorte que se ajustara a esta ecuacion diferencial. Después de haber planteado el problema, se dieron unas
condiciones iniciales para que fuesen interpretadas y agregadas en la redaccion del problema (Figura 4).

Figura 10. Punto 3
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Otro item del taller, estuvo relacionado con el uso del discriminante de la ecuacion caracteristica y su relacion con
cada tipo de movimiento, por ejemplo, si el discriminante es mayor que cero entonces las raices son reales diferentes
y las soluciones son de la forma x(t) = Ae™’ + Be™!, lo cual estd relacionado con un movimiento

sobreamortiguado.

De otra parte, para realizar el analisis de los resultados en esta propuesta, se partio de tres elementos que se consideran
componentes fundamentales de la ecuacion diferencial, el primero de ellos esta asociado con la comprension de las
leyes de la naturaleza implicitas en la ecuacion diferencial, como la ley de Hooke, ley de Stokes y la segunda ley de
Newton. El segundo componente esta relacionado con la comprension de las condiciones iniciales del problema; la
forma de interpretar la descripcion del modelo, unificacion de unidades y la representacion grafica de la ecuacion
diferencial. El tercer componente comprende todo lo relacionado con la teoria de ecuaciones diferenciales lineales
de segundo orden; ecuacion caracteristica, relacion entre el discriminante y tipo de movimiento, hasta llegar al
planteamiento de la solucion.

En relacion a las leyes de la naturaleza implicitas en la ecuacion diferencial, la comprension de la EDSMR implica
la comprension de la ley de Hooke, ley de Stokes y segunda ley de Newton, que respectivamente dan significado a
los coeficientes k, 8 y m, de la ecuacion diferencial mx"' + Bx' + kx = 0.

En lo que corresponde a estas leyes el estudiante posee un nivel de concepcion proceso cuando identifica y comprende
las variables y constantes implicitas en la descripcion de la ecuacion diferencial. Estos procesos, en algunas ocasiones
son el resultado de la interiorizacién de acciones, en este caso, relacionadas con los coeficientes de la ecuacion
diferencial. Ejemplos de estas acciones son:

e Hallar la masa del objeto cuando en la descripcion del problema se refieren a su peso. En ese caso, el
estudiante parte de la igualdad W = mg (donde W es el peso del objeto, m lamasay g la fuerza de gravedad
a la que se encuentra sometido), y despeja la masa. Dependiendo de las unidades de fuerza en las que se da
el peso, el estudiante debe elegir uno u otro valor para la gravedad, por ejemplo: si las unidades de peso estan
dadas en Newtons, generalmente se trabaja con una gravedad de 9.8% , pero si las unidades se dan en

libras Fuerza, entonces se debe trabajar con una gravedad cercana a los 32 SZ:Z'

e Cuando se indica la elongacion de un resorte, es suficiente con plantear la igualdad F = ks, donde F es la
fuerza de recuperacion del resorte k es la contante de proporcionalidad o constante del resorte y s la
elongacion, de esta forma, como la fuerza que hace estirar el resorte es el peso de la masa, se despeja k y se
obtiene la constante a reemplazar en la ecuacion diferencial.

Larepeticion de acciones y reflexion sobre las mismas pueden ser interiorizadas en procesos que el estudiante ejecuta.
Un ejemplo de procesos relacionados con la comprension de las leyes de la naturaleza implicitas en la ecuacion
diferencial son los siguientes:

e Reconoce el significado de la expresion mx'’ en la ecuacion diferencial segiin lo expuesto por la segunda ley
de Newton.

e En enunciados en los que inicialmente se sujeta una masa que genera una elongacion inicial del resorte y
posteriormente esta es reemplazada por otra, el estudiante clasifica la informacion necesaria para obtener la
constante del resorte, por ejemplo, en el texto de Zill y Cullen (2008) se encuentra el siguiente enunciado:
“Después de sujetar una masa de 10 libras de peso a un resorte de 5 pies, el resorte mide 7 pies. Esta masa
se separa y reemplaza por otra que pesa 8 libras...”, durante la recoleccion de informacion los investigadores
encontraron que algunos estudiantes no comprendian para que se daba la primera parte del enunciado si
finalmente el sistema se analizaba con otra masa. Asi mismo, algunos estudiantes que si extraian la
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informacion del primer enunciado realizaban la identificacion de los demas coeficientes con la masa inicial
sin considerar que al realizar el reemplazo el coeficiente m corresponde a la masa final.

El segundo componente, que corresponde a la comprension de las condiciones iniciales del sistema, cuando se hallan
las raices de la ecuacion caracteristica, se plantea la solucion general del sistema de acuerdo a la teoria de ecuaciones
diferenciales lineales de segundo orden, pero son las condiciones iniciales del sistema las que proporcionan las
constantes de la solucion particular, la cual describe el movimiento del objeto suspendido al resorte. Es posible que
un estudiante plantee la solucion particular del sistema, mediante una serie de algoritmos, pero esto no garantiza su
comprension. En relacion con lo anterior, se presentan algunos ejemplos de acciones en la comprension de las
condiciones iniciales:

e Relacionar las expresiones similares a “Se libera desde un punto ubicado (a) unidades por encima de la
posicion de equilibrio” o “Se libera desde un punto ubicado (a) unidades por debajo de la posicion de
equilibrio” con la condicion sobre x(0).

e Relacionar las expresiones similares a “se libera a una velocidad ascendente” o “se libera a una velocidad
descendente” con la condicion sobre x'(0).

e Realizar una representacion grafica del sistema estableciendo un eje horizontal o vertical (dependiendo si la
masa esta suspendida de un resorte o sobre un plano horizontal) ubicando el cero en el punto de equilibrio y
los valores positivos y negativos a derecha e izquierda o abajo y arriba.

Ademas, un estudiante que ha interiorizado las acciones asociadas a las condiciones iniciales del sistema puede
gjecutar procesos como los que se presentan a modo de ejemplo:

e Traspasa del lenguaje natural (descripcion del problema) al algebraico comprendiendo el significado de las
expresiones en el sistema.

e Puede trabajar en sistemas de referencia diferentes (ubicar los valores positivos por arriba o por debajo de la
posicion de equilibrio) sin que esto altere su interpretacion de los elementos de la ecuacion diferencial o de
la funcion solucion.

e Identifica cuando es necesario unificar las unidades de medida, considerando cuales variables o constantes
son relevantes en las magnitudes del sistema.

Finalmente, en el tercer componente, la solucion de la ecuacidn diferencial que modela un sistema masa resorte
movimiento libre amortiguado, se rige bajo la teoria de ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden, de tal
forma que encontrar las raices de la ecuacion es un proceso algoritmico relacionado con las raices de la ecuacion
auxiliar (polinomio de grado 2), de la misma forma, escribir la solucién dependiendo de si las soluciones son reales
diferentes, reales repetidas o imaginarias es solo un proceso de asociacion con la forma de escribir la funcion
solucion. En relacion con lo anterior, se describen algunos ejemplos de las acciones relacionadas con la comprension
de la ecuacion diferencial:

e Plantear la ecuacidn caracteristica de la ecuacion diferencial, y resolverla mediante los conocimientos de
solucion de ecuaciones de segundo grado.

e Relacionar el discriminante de la ecuacion caracteristica con los tipos de movimiento (sobreamortiguado,
subamortiguado y criticamente amortiguado).

e Relacionar el tipo raices de la ecuacion caracteristica con el tipo de solucion de la ecuacion diferencial.

La interiorizacion de acciones como las presentadas anteriormente estan dirigidas a crear el proceso de:
e Comprension de la relacion entre la funcion solucion y el tipo de movimiento que describe.
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Finalmente, la coordinaciéon de los procesos presentados anteriormente en cada uno de los tres componentes,
convergen en la compresion de la ecuacion diferencial que modela un sistema masa resorte con movimiento libre
amortiguado.

Conclusiones

La comprension de las leyes fisicas implicitas en la ecuacion diferencial (Ley Hooke, Ley Stokes y segunda ley de
Newton) es fundamental en dos momentos para comprender el sistema; al plantear la ecuacion diferencial y al
plantear su solucion. Por ejemplo, desconocer la naturaleza de las funciones que describen este fenomeno puede
llevar a que funciones planteadas como si las raices de la ecuacion caracteristica fueran positivas en su parte Real,
sean consideradas en la solucion del sistema, lo que contradice el comportamiento de este fendomeno, dado la que la
amplitud de las oscilaciones tiende a cero (0) cuanto t—o0, en lugar de crecer indefinidamente.

Solucionar de forma correcta un problema de aquellos que aparecen con frecuencia en algunos libros de texto, no
garantiza la comprension del objeto matematico; fue suficiente con cambiar un ejercicio propuesto en lenguaje
natural que se resolvia pasando al registro algebraico, por una expresion algebraica que se podia asociar a un sistema
masa resorte, para evidenciar que algunos estudiantes que tuvieron éxito en el primer registro no lograron mayor
avance cuando estos se invirtieron.

La identificacion de ciertas dificultades de los estudiantes, observadas por los docentes durante la clase, no es
suficiente para identificar el nivel de comprension de un concepto u objeto matematico, por el contrario, es necesario
disefiar instrumentos de recoleccion de informacion con el objetivo de identificar las diferentes formas de
comprenderlo.

El refinamiento de la hipodtesis planteada en la descomposicién genética preliminar no solo enriquece la
identificacion de las construcciones mentales y los mecanismos de construccion, también favorece la elaboracion
de actividades que pueden utilizarse como estrategia de ensefianza para el objeto de estudio.

La descomposicion genética presentada en este trabajo proporciona construcciones mentales y mecanismos de
construccion, segln el trabajo realizado por los investigadores y la poblacion correspondiente a los estudiantes de
la escuela colombiana de ingenieria. Sin embargo, es necesario recordar que estd no es unica y que pueden plantearse
otras descomposiciones genéticas que consideren otros elementos, construcciones mentales y mecanismos de
construccion diferentes a los encontradas.
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