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Resumen

Este trabajo interdisciplinario entre Algebra Lineal y Quimica Organica, especificamente, entre la teoria de grafos
y la topologia molecular, tiene como proposito optimizar la calidad de los conocimientos impartidos en Ingenieria,
pues la articulaciéon consciente potencia el conocimiento cientifico propio del nivel universitario. Se estan
investigando los objetos matematicos del Algebra Lineal cuya aplicacion permita obtener la caracterizacion
estructural de moléculas. El marco tedrico privilegiado es la Transposicion Didactica y la metodologia es Ingenieria
Didactica. Los resultados obtenidos se refieren a los conocimientos adquiridos sobre los fundamentos
epistemologicos necesarios para el disefio y la implementacion de material didactico que integra las matrices
relacionadas a la teoria de grafos con la topologia molecular. La singularidad de la topologia molecular es que es
una via matematica de descripcion de la estructura molecular y un método para descubrir nuevas moléculas.

Palabras clave: teoria de grafos, grafo molecular
. T . AS———

Abstract

This interdisciplinary work between Linear Algebra and Organic Chemistry, more specifically between Graph
Theory and Molecular Topology, is intended to optimize the quality of the knowledge taught in Engineering courses,
since conscious articulation fosters scientific knowledge at university level. We are researching on mathematical
objects of Linear Algebra whose application allows us to get the structural characterization of molecules. The
theoretical framework used is Didactic Transposition, and the methodology is Didactic Engineering. The results
show the acquired knowledge about the epistemological foundations necessary for the design and the
implementation of didactic material that integrate the matrices related to the Graph Theory with Molecular
Topology. The peculiarity of Molecular Topology is that it is a mathematical means to the description of molecular
structure and a method for discovering new active molecules.
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Introduccion

En los ultimos afios se ha desarrollado una corriente cientifica, apta para la ensefianza universitaria, que integra la
quimica con la matematica, tal disciplina es actualmente conocida como quimica matematica. Uno de sus ejes es
abordado desde la teoria de grafos, desarrollada en el siglo XIX por A. Cayley y J. J. Silvester, si bien existen
resultados dados por Leonard Euler desde un siglo antes. Recordemos que la teoria de grafos es un exponente de la
matematica pura que ha encontrado con el tiempo diversas aplicaciones; es una herramienta imprescindible en areas
en las que estructura y conectividad juegan un papel preponderante (Amigo, Falco, Galves y Villa, 2007).

Es bien conocido el hecho que ejemplos sencillos de la teoria de grafos aparecen en la literatura de Algebra Lineal
para cursos basicos de ingenieria: redes de comunicacion y transporte, disefio de circuitos eléctricos, optimizacion
de lineas de suministro, epidemiologia, etc., en relacion con el estudio de matrices (Grossman, 1992).

Por otro lado, la representacion de compuestos quimicos mediante grafos es cada vez mas frecuente, dada la utilidad
de estos para predecir las propiedades de una molécula antes de sintetizarla.

Propéositos y descripcion

Los propositos de la presente propuesta se refieren a que los aprendizajes logrados por los estudiantes sean de la
mejor calidad posible; para ello, una estrategia es anclar los nuevos conocimientos a los anteriores. En esta direccion
se esta trabajando para dar en Algebra Lineal (materia del primer semestre de primer afio) ejemplos de grafos que
podran ser puestos en acto en el curso de Quimica Organica (segundo semestre de segundo afio). Ademas, se
pretende que los contenidos de Algebra Lineal y Geometria Analitica tengan aplicaciones interesantes, no
estandares en la bibliografia basica para estos cursos. Por ejemplo, Grossman (1995), Kolman y Hill (2006) y Larson
(2010), entre otros.

La investigacion consiste en realizar el estudio de las definiciones, ejemplos, propiedades y teoremas necesarios de
la teoria de grafos para ser incluidas en el curso de Algebra Lineal y Geometria Analitica, no alterando el
cronograma planificado para los contenidos obligatorios de la asignatura y, también estudiar conceptos de topologia
molecular para realizar la transposicion didactica que se adecue a los alumnos a quienes va dirigida. De esta forma,
los conceptos de la mencionada teoria de grafos estaran disponibles para realizar la caracterizacion estructural de
moléculas, tema central de Quimica Organica.

La caracterizacion de moléculas se puede realizar mediante unos invariantes sencillos, llamados indices topologicos.
Estos indices, una vez procesados estadisticamente juegan un papel decisivo en el descubrimiento de nuevas
aplicaciones de moléculas conocidas y en el disefio de moléculas con propiedades quimicas especificas. Esto es lo
que actualmente se llama topologia molecular.

Esencialmente la topologia molecular sirve para encontrar correlaciones entre una propiedad fisica, quimica o
bioldgica y las estructuras moleculares, basdndose en los indices topoldgicos (Villar, Falcd, Casanova, Moreno,
Anton, Garcia, 2015). Dichos indices se pueden obtener a partir del tratamiento matematico de matrices asociadas
a la teoria de grafos.

La aplicacion de la teoria de grafos en la quimica es la topologia molecular; ésta se basa en la aplicacion de dicha
teoria de grafos a la descripcion de las estructuras moleculares, siendo un grafo un conjunto de puntos (llamados
nodos o vértices) con algunos pares de ellos conectados mediante uniones llamadas aristas o ejes. Los nodos del
grafo G los numeraremos arbitrariamente y denotaremos por ¢;; al eje que une los nodos i y j. Utilizaremos n para
denotar el nlimero de nodos de un grafo, mientras que £(G) representa el conjunto de ejes 'y /E (G) / su cardinalidad,
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es decir el numero de ejes de G. Si dos nodos estan conectados por un ¢je, se llaman adyacentes. El numero de ejes
que salen de un nodo se llama grado del nodo. Un camino o trayectoria p en G es el subgrafo obtenido al conectar
consecutivamente varios nodos adyacentes; si, ademas, conectamos el primer nodo al tltimo nodo de p, obtenemos
un ciclo. La longitud de un camino o ciclo es el nimero de ejes que lo componen (Bollobas, 1998).

Cuando la teoria de grafos se aplica a moléculas, los nodos representan atomos y las aristas, enlaces quimicos,
normalmente enlaces covalentes puesto que es en la quimica orgénica donde la topologia molecular ha encontrado
su mayor campo de aplicacion. El grafo resultante que nos dice como estan ligados los atomos y el camino (o
caminos) que une (n) un atomo a otro en una misma molécula, se llama grafo molecular.

Supongamos que queremos caracterizar estructuralmente un compuesto organico, si es posible, se eliminan los
atomos de hidroégeno de la molécula, en segundo lugar, los atomos restantes (los vértices del grafo molecular) se
numeran de forma conveniente. Por tltimo, la caracterizacion estructural contenida en el grafo molecular puede ser
encapsulada de muy diversas maneras como, por ejemplo, mediante matrices, indices numéricos, polinomios,
espectros, grupos u operadores; en este trabajo solo veremos las herramientas mas sencillas utilizadas en la topologia
molecular.

Matrices asociadas a grafos moleculares

Entre las diferentes matrices asociadas a los grafos moleculares, cabe destacar las siguientes por su sencillez de
calculo: matriz de adyacencia y matriz de distancia.

La matriz de adyacencia se puede utilizar como instrumento algebraico, para indicar qué pares de nodos estan unidos
por aristas; si la molécula consta de NV atomos, la matriz de adyacencia del grafo molecular G, 4 = A(G) es una
matriz NxN simétrica cuyas componentes son

1 silos atomos iy j estan ligado
A,‘j =
0 en caso contrario.

La matriz de distancia D = D(G), es una matriz NxN simétrica cuyas componentes son las distancias topologicas.
Se define:

longitud minima de los caminos que unen iy j, sii #/,
D,'j =
0,sii=}.

Asi, D proporciona una imagen cualitativa de las relaciones de proximidad o lejania entre los atomos de la
molécula. La suma de las distancias topologicas entre el vértice i y todos los demas vértices del grafo
molecular, se llama suma de las distancias del vértice i

N
DS, :ZDu:ZDﬁ (1)
=
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Obsérvese, finalmente, que la matriz de distancia puede obtenerse a partir de la matriz de adyacencia (Amigo
et al, 2007).

Indices de conectividad

Una vez construida la matriz de adyacencia, se obtiene la valencia d; de cada vértice. La valencia de cada vértice
es el numero de ejes que convergen en €L, lo que es igual a la suma de los términos que hay en la fila o columna
correspondiente a dicho vértice. Como se aprecia, es una expresion matematica que relaciona la estructura con una
descripcion numérica. Su importancia en los estudios estructura — actividad radica en que a partir de ella se calculan
la mayoria de los indices topoldgicos.

La figura 1 ilustra la construccion de la matriz topologica de adyacencia para el isopentano y el ciclohexano, junto
con los valores obtenidos para las valencias de los diferentes atomos.

Figura N° 1: representacion como grafos y matrices

Una vez obtenido un indice (o varios), se establecen correlaciones entre ellos y diferentes propiedades moleculares
para grupos de compuestos mas o menos homogéneos; asi se pueden enunciar ecuaciones que relacionan tales
propiedades con la estructura molecular, caracterizada a través de sus indices.

Estas ecuaciones se conocen como “funciones de conectividad” (la conectividad representaria el “ensamblaje”
topoldgico entre los elementos). Si se calculan entonces los valores de los indices de nuevas moléculas, es decir de
moléculas no utilizadas en la correlacion, y se sustituyen en la ecuacion, se podra predecir el valor de la propiedad
correlacionada para ese nuevo compuesto, el cual puede incluso no tener alin una existencia fisica.
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Marco teorico

Para lograr el objetivo propuesto, en este trabajo del area de la Didactica de la Matematica y de la Quimica como
disciplinas experimentales, se privilegia la Teoria de Transposicion Didactica de Ives Chevallard. Ahora bien ;por
qué utilizar esta teoria? Chevallard (1991) expresa que “permite la articulacion del analisis didactico con el
epistemologico y se convierte en guia del buen uso de la epistemologia para la didactica” (p.23).

Esta teoria es la adecuada para sustentar la presente investigacion que pretende darle respuesta a la pregunta jlas
innovaciones ayudan a una mejor aprehension del tema matrices?, pues en este marco se le da respuesta al
interrogante ;qué se entiende por mejor...?

Mejor significa que la nueva contextualizacion que se le otorgue al objeto de estudio sea adecuada para los alumnos
hacia los cuales va dirigida, eligiendo para ello una red de problematicas y de problemas que pudiendo coincidir o
no con la génesis historico — epistemoldgica del concepto, encuentre su uso, su empleo, es decir su significado.
Chevallard (1991) afirma “Todo saber esta vinculado a sus productos y se encarna en él” (p. 24).

Mas atn, se pretende que los alumnos logren mejor comprension e interpretacion y competencias adecuadas para
la solucion de problemas especificos del area ingenieril.

La teoria de la Transposicion Didactica se inserta en el sistema didactico, que es ternario, formado por el docente,
alumnos y saber matematico. La misma designa el conjunto de las transformaciones que sufre un saber con el fin
de ser ensefiado. Este fenomeno de transposicion queda a veces oculto en la ensefianza.

En un sentido restringido, la transposicion didactica designa el paso del saber sabio o disciplinar o matematico al
saber ensefiado.

Metodologia de la investigacion

Las deficiencias detectadas en el aprendizaje de los alumnos manifestadas en examenes finales son consideradas
como resultados a priori para el disefio de la presente metodologia que privilegia no solo qué enseriar sino como
mejorar la ensefianza y aprendizaje de los contenidos disciplinares.

La metodologia requiere de una participacion activa del estudiante y del docente, quien tiene como tarea
fundamental generar la aparicion de competencias en el alumno, por lo que se deben disefiar secuencias didacticas
que den lugar a los objetivos previstos, esto lleva al docente a planificar los contenidos vinculandolos a situaciones
que resulten de interés para el estudiante.

En el presente trabajo se emplea la metodologia de investigacion llamada micro ingenieria didactica. La ingenieria
didactica se caracteriza por un esquema experimental basado en “realizaciones didécticas” en clase, esto es sobre
la concepcion, realizacion, observacion y analisis de secuencias de ensefianza.

La expresion ingenieria didéctica se utiliza para denominar una forma de trabajo didactico comparable al trabajo
del ingeniero, término que proviene de la palabra “ingenio”. Este Ultimo, apoyandose en los conocimientos
cientificos de su dominio y aceptando el control de la teoria, estd obligado a trabajar con objetos mas complejos
que los objetos puros de la ciencia y debe gestionar problemas especificos sobre los que la ciencia no se hace cargo
(Artigue, 1995).
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Experiencia aulica

En el primer semestre de 2018 se incorporo a la Guia de Trabajos Practicos de la catedra de Algebra y Geometria
Analitica, en el primer trabajo practico que se refiere a matrices (concepto, operaciones matriciales, propiedades,
clasificacion de matrices, inversas de matrices) una actividad integradora entre el Algebra y la Quimica.

En el disefio de la misma se tuvieron en cuenta distintos aspectos, a saber: a) el objetivo de la innovacion; b) que
las actividades a ser desarrolladas por el alumno deben ser construidas en distintos contextos (Duval, 1991) con el
control de variables didacticas que permitan la aparicion de obstaculos para su tratamiento (Sierpinka, 1985); c) el
interés de los estudiantes a quienes iba dirigida la actividad y d) se encar6 la ensefianza y aprendizaje con actividades
de dificultad creciente para que los alumnos fueran construyendo los distintos niveles cognitivos indicados en la
Teoria APOE (Dubinsky, 1991) y profundizando en los mismos para lograr alcanzar el nivel de esquema, siendo
esta una construccion Optima para el entendimiento del tema, segiin nuestra experiencia docente anterior en el disefio
de actividades sobre limite (Narvaez, Berman, Rodriguez, 2011).

Actividad propiamente dicha: Matrices asociadas a grafos moleculares
La siguiente actividad les fue dada a los estudiantes.
Actividad: Se puede utilizar como instrumento algebraico la matriz de adyacencia de un grafo, que indica qué pares
de nodos estan unidos por aristas; si la molécula consta de NV atomos, la matriz de adyacencia del grafo molecular
G, A = A(G) es una matriz N x N simétrica cuyas componentes son
1 si los atomos i y j estan ligados,

A,‘j =
0 en caso contrario.

A continuacion, la figura 1 muestra la molécula de 2-bromopropanol y su grafo molecular, propuesto por Rozas
(2011).

Figura N°2: molécula 2- bromopropanol. Grafico de barras y esferas y grafo molecular.
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La representacion del grafo matematico puede ser la siguiente:

Figura N° 3: grafo matematico de la molécula 2- bromopropanol

1) Entonces, la matriz de adyacencia 4 = (4j) 1<ijsnv €SA= oot
ii) Verificar que la matriz de adyacencia es simétrica.
iii) Verificar que, en la molécula dada, que sélo tiene enlaces simples, la suma de todos los elementos de la filai de

N N

A, Z Aﬁ asi como la suma de todos los elementos de la columna i, Z A i dan indistintamente el nimero total de
j=1 j=1

ejes que confluyen en el atomo .

iv) La matriz de distancia D = (Dj), es una matriz N x N cuyas componentes son las distancias topologicas. Se

define:

longitud minima de los caminos que unen iy j, sii =/,

D,’j=
0,sii=].

Entonces la matriz de distanciaes D= .......................
v) Verificar que la matriz de distancia D es simétrica.

Notas sobre la Actividad

a) Las respuestas de las matrices de adyacencia y distancia solicitadas en el ejercicio son

>

Il
oS O O = O
—_— O = O =
S = O = O
oS O = O O
oS O O = O

<

w)

Il
D WD~ O
p— [\] f— (@) o
o - O =N
W O = N W
S W N = DN

b) Se obseva la relevancia de la imagen del compuesto dado en la actividad, pues permite observar la
relacion de adyacencia entre los atomos y su posterior representacion mediante el grafo molecular y el
algebraico.
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c¢) Con respecto a esta actividad, se ha realizado la validacion de la misma en una oportunidad y se vio
que el enunciado era entendido por docentes y estudiantes.

d) En este momento, s6lo se registran evaluaciones cualitativas de impacto positivo en docentes y
estudiantes.

e) Se espera que en el cursado intensivo de la asignatura, correspondiente al segundo semestre del afio en
curso, se puedan obtener nuevas evaluaciones con un protocolo que se esta disefiando para realizar
mediciones cuantitativas que valoren el impacto de dicha actividad.

f) A partir de la actividad dada, se disefiaran otras que permitan obtener matrices adicionales, como, por
ejemplo, la matriz laplaciana, que es igual a la diferencia entre la matriz identidad y la de adyacencia, para
calcular su espectro, es decir, el conjunto de autovalores; dicho tema es uno de los ejes centrales en Algebra
Lineal. En topologia molecular solo se utilizan el minimo y el maximo autovalor (el maximo autovalor
representa el nimero de ramificaciones o branching del compuesto quimico). Este ejercicio se agregara en
la guia de trabajos practicos 2019; especificamente en el trabajo correspondiente a autovalores y
autovectores.

Conclusiones y trabajos futuros

En esta etapa de la investigacion se continian estudiando las definiciones, propiedades y teoremas necesarios, sobre
grafos, para dar en el curso de Algebra Lineal y Geometria Analitica, teniendo en cuenta que no se altere
significativamente el tiempo planificado para impartir dicho programa y que, a su vez permita, dar ejemplos de
matrices que destaquen, entre otros aspectos, su funcionalidad como lenguaje compacto de amplia utilizacion en
ciencias.

Asimismo, es interesante mostrar que la introduccion de innovaciones que articulan conceptos de distintos espacios
curriculares es enriquecedor tanto para los docentes como para los alumnos, quienes reciben de manera directa la
actualizacion cientifica de sus profesores, quienes, en este camino de investigacion, no perderian de vista los
conceptos que se van desarrollando en ciencia.

La incorporacion en la guia de trabajos practicos del ejemplo mencionado ha sido bien recibido por los docentes, a
quienes se les pregunt6 previamente si deseaban incorporarlo a la mencionada guia; segun transmitieron, también
impactd positivamente en los estudiantes; por lo tanto, el siguiente paso sera la obtencion del espectro de las
matrices asociadas a grafos moleculares.

La articulaciéon consciente entre distintos espacios disciplinares favorece la capacitacion y la actualizacion de
docentes y, en consecuencia, la calidad de los aprendizajes de los estudiantes.

Segiin Amigo Amigo et al, 2007), las caracteristicas singulares de la topologia molecular pueden resumirse de la
siguiente manera: es una via puramente matematica de describir la estructura molecular y un método muy eficaz
para descubrir nuevas moléculas activas barriendo bases de datos, dado que todo el proceso es facilmente
computarizable.
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