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Resumen

El objetivo es demostrar la realizacion de operaciones aritméticas sin calculos numéricos mentales, mediante el
reconocimiento de patrones y movimientos del método Tawa Pukllay, con elementos monovalor o multivalor en la
Yupana o calculador Inca. Antecedentes: Desde los primeros afios del siglo XX se realizan los primeros intentos de
decodificacion de la Yupana, desde entonces se tienen cerca de 15 métodos propuestos, todos ellos de alguna manera
basados en la logica indo-arabiga, lo cual no coincide con las créonicas en las que se describe un tipo de logica
distinta (Prem, 2018). Resultados: Se ha logrado sistematizar un conjunto de movimientos optimizados que
permiten desarrollar las operaciones aritméticas desde una Optica ludica, estratégica, de simplificacion y méaxima
optimizacion, que permite ademas una computacion natural en paralelo. Conclusiones: Es posible realizar las
operaciones aritméticas basadas en una logica de reconocimiento de patrones y movimientos, en paralelo y sin
calculo mental numérico de la forma tradicional o indo-arabiga.

Palabras clave: tawa pukllay, yupana y quipu, matematica inca, computacion paralela, abaco

Abstract

The objective is to demonstrate the performance of arithmetic operations without mental numerical calculations,
through the recognition of patterns and movements of the Tawa Pukllay method, with monovalent or multivalue
elements in the Yupana or Inca calculator. Antecedents: From the first years of the XX century the first attempts
for decoding the Yupana appeared, since then, there are about 15 proposed methods, all of them somehow based on
the Indo-Arabic logic, which does not coincide with the chronicles in which a different type of logic is described
(Prem, 2018). Results: It has been possible to systematize a set of optimized movements that allow the performance
of arithmetic operations from a playful, strategic, simplification logic and optimization perspective, which also
allows natural parallel computing. Conclusions: It is possible to perform arithmetic operations based on a logic of
recognition of patterns and movements, in parallel, and without using numerical mental calculation as the traditional
or Indo-Arabic form does.
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Introduccion

Yupana es el nombre con el que se conoce a una estructura que utilizaban los incas en tableros para realizar sus
calculos mediante piedrecitas u otros materiales como granos de maiz y frejoles (Radicati, 1990, p. 219), existen
relatos de que incluso eran dibujados en la tierra; la yupana trabajaba en conjunto con el quipu, que es un sistema
donde luego se registraban los datos (Pereyra, 1990, p. 235) mediante el uso de nudos hechos en cuerdas de algodon
o fibra animal. Aunque este nombre es un neologismo, describe perfectamente su funcionamiento, pues en idioma
quechua, etimologicamente viene de la raiz “yupay” (contar) y el sufijo “-na” (lo que sirve para), es decir yupana
significa “lo que sirve para contar” o simplemente calculadora (Prem, 2016, p. 15). Existen varios tipos de
herramientas encontradas a los que se les ha denominado yupana, no obstante, el estudio actual esta referido al
modelo de yupana dibujado por Guaman Poma de Ayala.

“Desde inicios del Siglo XX se realizaron los primeros estudios de
investigacion sobre el posible manejo de la yupana, surgiendo diversas
propuestas de decodificacion y manejo de la misma. Asi, se tienen por lo
menos una quincena de dichas hipdtesis de diferentes autores y de las mas
variadas formas de interpretacion.” (Prem, 2018, p.13). Todas las
hipotesis sobre el posible manejo de la yupana inca difieren entre unas y
otras, principalmente en los siguientes aspectos:

a. Uso de la yupana en forma vertical u horizontal

b. Ladisposicion de puntos en los casilleros del dibujo y sus posibles
valores asignados.

c. El uso de dichos puntos como elementos de posicionamiento de
fichas y/o siendo tomados solamente valores referenciales

d. El algoritmo para cada tipo de operacion

Fig 1. “Curaca Condorchaua”
por Guaman Poma de Ayala

Respecto a estos puntos, el presente estudio propone: a) uso de la yupana en posicion vertical, manteniendo el
sentido en el que se encuentra el dibujo original, b) y ¢) se toma los puntos como indicadores de los valores
referenciales de cada casillero donde se encuentran y no como punto posicionales d) se proponen cuatro algoritmos,
uno por cada operacion aritmética basica, todos basados en 5 movimientos basicos, sus respectivos movimientos
inversos y movimientos avanzados - que son abstracciones de los movimientos basicos para operar mayores
cantidades de fichas ahorrando el nimero de movimientos - y sin necesidad de emplear calculo numérico mental
del tipo tradicional o indo-arabigo.

Marco teorico

Dada la variedad de propuestas para el uso de la yupana que emplean la logica y procedimiento indo-arabigos y
tomando en cuenta el relato del cronista José de Acosta que describe un tipo desconocido de operacion, el presente
estudio se centra en una hipotesis que considera una percepcion diferente al momento de realizar las operaciones,
encontrandose coincidencias con dicho relato “...tomaran estos indios sus granos y pondran uno aqui, tres aculla,
ocho no sé donde; pasaran un grano de aqui trocaran tres de aculla y en efecto, ellos salen con su cuenta hecha
puntualisimamente y sin errar un tilde y mucho mejor se saben ellos poner en cuenta y razén de lo que cabe a cada
uno de pagar o dar que sabremos nosotros darselo por pluma y tinta averiguado...” (Acosta, 1592, p. 190)
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No obstante, y debido a que un estudio de esta naturaleza requiere otros tipos de validacion desde la perspectiva de
las ciencias sociales, el punto focal del presente estudio es la demostracion de un nuevo método y sus posibilidades
de aplicacion matematica.

El sistema numérico en el que se basa el presente estudio es la base diez, debido a su clara presencia en la lingiiistica
quechua y aimara. Asi también, el punto de partida de este método al que llamo “Tawa Pukllay™, es la escritura
propuesta por Hugo Pereyra Sanchez quien menciona “los modelos que hemos analizado tienen en comun la
concepcion decimal que se expresa por las posiciones de las filas. Esta concordancia esta plenamente justificada
porque existen numerosos testimonios acerca del conocimiento y uso de la numeracion decimal en la civilizacion
inca. Entre dichos testimonios hay uno particularmente preciso, referente a los quipus, pero que resulta totalmente
concordante con la decimalidad y el valor posicional segiin un eje vertical, el cual pertenece a Garcilaso” (Pereyra,
1990, p. 246) “En lo mas alto de los hilos ponian el nimero mayor, que era el decena de millar, y méas abajo el
millar, y asi hasta la unidad.” (Garcilaso, 1959, p. 307).

Considerando la correlacion entre la yupana como medio de calculo y el quipu como medio de registro de resultados
de cantidades calculadas, se asume una escritura y lectura en igual sentido, esto es de arriba hacia abajo,
considerando cada fila como una potencia del diez, empezando en la fila diez mil “hunu”, continuando hacia abajo
con la de los mil “waranqga”, luego la fila de centenas “pachaq”, las decenas “chunka” y las unidades “-yoq/-niyoq”

El presente estudio propone que las cuatro operaciones, que corresponden al desarrollo de esquemas ludicos,
provienen del “yupay” o arte-ciencia del contar; donde la suma “yapay” es el contar agrupando; la resta “t’aqay” es
el contar separando uno o mas grupos, por lo que se puede realizar restas de varios minuendos y varios sustraendos
de una sola vez y sin necesidad de agrupar u operarlos parcialmente; la multiplicacion “miray” es el contar por
. . . . . . > . . . p . y p
grupos sin necesidad de recurrir a memorizar tablas de multiplicar y la divisién “rakiy” es el proceso de contar

repartiendo por grupos y de manera equitativa, que se realiza sin necesidad de tanteos ni memoria de tablas de
factores.

Metodologia

Se empled el estudio de documentos y la experimentacion empirica, mediante pruebas de operacion en el
tablero empleando distintos tipos de escritura e ingenieria reversa.

Valores de las fichas en la yupana y escritura de numeros

Los valores asignados a la yupana siguen el esquema de la siguiente matriz:

Fig. 2.0 Estructura de valores de la yupana
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Definimos dicha matriz formada por las filas Fie000, F1000, F100, F10, F1 y las columnas Cs, C3, C,, Cy. Cuando una
semilla esta en un casillero del tipo (F;, C;), toma el valori x j.

Siendo la simplificacion un aspecto clave en el presente método, la escritura se realiza con la menor cantidad de
semillas por cada fila y un maximo de una semilla por cada casillero:

Fig. 3.0 Fig. 4.0 Fig. 5.0
Escritura del nimero 382 Escritura del namero 5347 Escritura del naimero 97031

Deduccion de los movimientos basicos

Al escribir mas de un niimero en la yupana puede que las semillas que representan dichos nimeros coincidan en
uno o mas casilleros. Tomando en cuenta que s6lo puede haber una semilla por cada casillero, usualmente
procederiamos a sumar los valores de las semillas coincidentes y representarlas en su forma simple u optimizada,
es decir una semilla por cada casilla. Al realizar este tipo de simplificaciones veremos que los movimientos son
repetitivos, patrones facilmente reconocibles que, al ser cambiados en el proceso mental por frases nemotécnicas
en vez de operaciones numéricas, facilitan y agilizan la simplificacion:

E:l\v i‘r\j — l\ E‘I\‘B'\ : \j

——

Fig. 6.0 Fig. 7.0
Dos semillas de valor 2 Representacion del valor total 4

ISKAY (2 en quechua) Reemplazamos la frase “2 mas 2 es igual a 4” por la frase “abrir corto” que implica
abrir las semillas a los casilleros inmediatos de derecha e izquierda, tomando las semillas una con la mano
derecha y otra con la izquierda y ejecutando el movimiento al mismo tiempo.

KIMSA (3 en quechua) “Abrir largo”, “hasta las casillas de los extremos”
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VIR

1

Fig. 8.0
Dos semillas de valor 3

Fig. 10.0
Dos semillas de valor 5

Cinco semillas de valor 1

- 358 -

Fig. 9.0
Representacion del valor total 6

PISQA (5 en quechua) “Una semilla nace en la siguiente fila y la otra sale” 6 “Paqarina”

Fig. 11.0
Representacion del valor total 10

KIKIN (“los equivalentes”) “2en1=1en2”;“3enl=1en3”;“Senl1=1en5”
Esta casilla permite esas tres opciones dependiendo de la cantidad de semillas que tenga:

1 1 — 1 1 1 —
‘. - . 0 ‘. - .
sedlle ARl 2 AN — A3 | s
Fig. 12.0 Fig. 13.0
Dos semillas de valor 1 Una semilla de valor 2
| | | = 1 |
‘. ., . 0 ‘. . - .
b - - .. Py .
1 m— . 0
1 L] 13 .
Fig. 14.0 Fig. 15.0
Tres semillas de valor 1 una semilla de valor 3
| l 1 —t l l 1 -
: 00 o N
- . . .t e : e
I B . 000 L_ A WS
T : ) ) ! 4
Fig. 16.0 Fig. 17.0

Una semilla de valor 5




(lape - \y Acta Latinoamericana de

Ma]gmﬁ]ﬂ{)a quc;ﬂlva SECCION 2/ PROPUESTAS PARA LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS
VOL 32, NUMERO 1, ANO 2019

Ejecutando esos cuatro movimientos se garantiza obtener como resultado una semilla como méximo por
cada casillero, sin embargo, no basta para hacer legible la respuesta final de una operacion con varios
digitos ni para optimizar al maximo el nimero de semillas por cada fila, por lo que necesitamos un
movimiento de simplificacién final al que llamamos Pichana (barrido o escoba en quechua), el cual
verifica que no queden simultaneamente en la misma fila una semilla en el casillero 1 y una semilla en el
casillero 2, ni tampoco una semilla en el casillero 2 y otra en el casillero 3. En caso se encuentren dichas
posiciones “la semilla de la derecha salta por encima de la otra y se retira la que no salto”, asi:

Pichana (1 y 2):

GEEE . e

Fig. 18.0 Fig. 19.0
Semillas en 1 y 2 en simultaneo Movimiento Pichana (1,2)
Pichana (2 y 3):
| | | L —T | | | et
L0 [BEP P | — 0| = \ \ ] \
Fig. 20.0 Fig. 21.0
Semillas en 2 y 3 en simultaneo Movimiento Pichana (2,3)

Deduccion de los movimientos invertidos o movimientos de extension

Al ser todos los movimientos antes vistos reemplazos del mismo valor por formas mas simplificadas, podemos
utilizar los mismos movimientos de manera inversa, esto es partiendo del estado final y regresando a la posicion
que los generd. Estos movimientos inversos, también conocidos como movimientos de extension son Ttiles para
operaciones como el t’aqay (resta) y el rakiy (division).

Yapay 6 suma en paralelo

Para sumar 1782 + 2512 colocamos ambas cantidades en el tablero, reconocemos los movimientos a realizar y los
ejecutamos hasta que no quede ningiin movimiento pendiente:

Fig. 22.0 Fig. 23.0
Sumandos y estrategia Respuesta optimizada 4294
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T’aqay o resta en paralelo que permite varios minuendos y varios sustraendos
Consideremos una cosecha de maices de dos lugares A=480 y B=538, de los cuales se repartira a tres destinos

X=150, Y=223, Z=35. Para averiguar la cantidad restante, escribimos los minuendos con el mismo color de semilla
y los sustraendos con otro color. Dos semillas de color distinto en una casilla se anulan. Usar movimientos inversos.

Fig. 24.0 Fig. 25.0 Fig. 26.0
Minuendos y sustraendos Simplificacion parcial Respuesta optimizada 610

Miray o multiplicacion en paralelo a través de sumas y/o restas, sin necesidad de tablas
La multiplicacion es una secuencia de sumas consecutivas. Para dos factores M y N, se tiene que M x N es igual a

la suma de N veces M o la suma de M veces N. Asi si se considera 24 x 3, ante ambas posibilidades, serd mas
sencillo sumar 3 veces el nimero 24:

Fig. 27.0 Fig. 28.0 Fig. 29.0
Una vez el 24 Dos veces el 24 Tres veces el 24
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—>
Fig. 30.0 Fig. 31.0
Movimientos basicos en paralelo Movimientos basicos en paralelo
—> —»
Fig. 32.0 Fig. 33.0 Fig. 34.0
Movimientos basicos en paralelo Simplificacion 2 en Respuesta

1=len?2 Optimizada=72

Si tuviera que darse muchas semillas, es factible recurrir al uso de restas: “9 x 5” es 9 veces 5, podemos dar 10
semillas al 5, colocando una semilla en el casillero de la fila inmediata superior y restdndole una unidad con semilla
de otro color.

Rakiy o division en paralelo sin tanteos ni necesidad de tablas

El Rakiy es un conteo de las veces que esta contenido el divisor en el dividendo, lo cual puede ser determinado
realizando una serie de restas continuas. Se deben hacer coincidir todas las semillas del divisor en los mismos
casilleros con las semillas del dividendo, cada vez que esto se realiza, se toma nota aparte del Rakiy encontrado y
se retiran del tablero las semillas del dividendo que acaban de ser restadas en grupo, se repite este procedimiento
hasta que no queden semillas del dividendo o hasta que el valor que representan sea menor que el valor del divisor.
El cociente serd el numero total de Rakiy encontrados y el residuo sera el valor indicado por las semillas del
dividendo que ya no pueden ser mas distribuidas. Cuando hay residuo, las semillas de dicho residuo pueden ser
subidas hacia la casilla inmediata superior - lo que equivale a multiplicarlas por diez - permitiendo continuar la
operacion para el calculo de decimales. Consideremos 14 / 4:
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Fig. 35.0 Fig. 36.0 Fig. 37.0
Rakiy=1 len2=2enl Rakiy=2
—>
Fig. 38.0 Fig. 39.0
Rakiy =3 Respuesta =3 con residuo 2

Resultados

Todos los planteamientos aritméticos que se operan con este método producen resultados exactos y dependiendo
del grado de habilidad de quien realice las operaciones, con mucha mayor rapidez que en la forma tradicional indo-
arabiga.

Al utilizar otro tipo de procesos mentales mas intuitivos y que no requieren mayor uso de memoria ni calculo
numérico, se convierte en una herramienta de aprendizaje ladico y concreto de la aritmética, con alto atractivo para
personas de todas las edades y facilitando a personas con dificultad de aprendizaje. Actualmente estan en estudio
las implicancias cognitivas en poblaciones de educacion regular y poblaciones con dificultad de aprendizaje.
Debido al uso de términos quechua y aimara, el requerimiento de uso de las dos manos al operar y el empleo de
movimientos afines a algunas otras practicas cotidianas andinas, Tawa Pukllay presenta un alto atractivo en
estudiantes de zonas rurales, quienes la elijen con amplia preferencia entre otras herramientas de aprendizaje
aritmético.

Las operaciones aritméticas pueden ser realizadas de manera paralela, esto es, aplicando movimientos de
simplificacion en varias casillas a la vez, lo que abre la posibilidad de tener varias personas realizando una misma
operacion en un mismo tablero, que llevado a términos de computacion electronica significa la posibilidad de una
computacion natural paralela.
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Conclusiones

El presente estudio muestra que es posible operar la yupana o calculador inca mediante el reconocimiento de formas
y movimientos, sin necesidad de calculos numéricos mentales. Ademas de realizar las cuatro operaciones
aritméticas basicas, obteniendo la respuesta de la forma optima respecto al numero de fichas a utilizar, cuando se
realiza la multiplicacion como sumas continuas y la division como reparticion sin tanteos basados solamente en la
memoria, el estudiante comprende el procedimiento real de cada operacion.

Es posible realizar movimientos avanzados que son una abstraccion y composicion de dos o mas movimientos
basicos y que permiten realizar las simplificaciones con mayor rapidez al mismo tiempo que evidencian una mayor
posibilidad de creacion de estrategias.

Las operaciones no siguen un orden estricto, ni tampoco es necesario llevar la cuenta de acarreos, lo que permite
multiples formas de simplificacion y hasta realizar mas de un movimiento en simultdneo, evidenciandose como
método aritmético de computo paralelo.
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