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Resumen

El presente articulo tiene como objetivo analizar los rasgos de los niveles de algebrizacion de estudiantes de primer
grado de secundaria en la resolucion de una tarea que involucra operaciones y propiedades de los ntimeros
racionales, actividad considerada como tarea estructural en el marco del Razonamiento Algebraico Elemental. La
actividad demanda la elaboracion de conjeturas y de su validacion, lo que a su vez exige que se pongan en marcha
procesos de generalizacion. Para el disefio y analisis de la actividad matematica desarrollada se emplean elementos
del Enfoque Ontosemiotico de la Cognicion e Instruccion Matematica (EOS) y de la investigacion cualitativa. Se
concluye que los rasgos identificados en el trabajo de los estudiantes corresponden, predominantemente, al nivel de
razonamiento algebraico 1, pues se identifico que trabajan con valores particulares cercanos y realizan operaciones
de tipo aritmético, pero no identifican una relacion que permita la generalizacion, lo que explica que tampoco
empleen expresiones algebraicas para denotar variables.

Palabras clave: tarea estructural, razonamiento algebraico, ontosemiotico

Abstract

The objective of this article is to analyze the characteristics of the algebraic sense of first-year secondary school
students in the solution of a task that involves operations and properties of rational numbers, an activity considered
as a structural task in the framework of Elementary Algebraic Reasoning. The activity demands the elaboration of
conjectures and their validation, which, in turn, demands generalization processes. For the design and analysis of
the mathematical activity developed, we used elements of the Onto-Semiotic Approach and of the qualitative
research. We concluded that the traits identified in the students' work correspond predominantly to the level of
algebraic reasoning 1, since we could identify that they work with specific close values and perform arithmetic
operations, but they do not find a relationship that allow the generalization, nor use algebraic expressions to denote
variables.

Key words: structural task, algebraic reasoning, ontosemiotic.
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Introduccion

La presente investigacion muestra un analisis de los rasgos de los niveles de algebrizacion de estudiantes de primer
grado de educacion secundaria en la resolucion de una tarea estructural. La tarea estructural propuesta tiene como
objetivo analizar de qué manera los estudiantes realizan conjeturas y validaciones, de modo que estas a su vez
generen procesos de generalizacion que demanden el empleo de variables. Como base tedrica se toman aspectos
del Enfoque Ontosemidtico de la Cognicion e Instruccion Matematica (EOS) y del Razonamiento Algebraico
Elemental (RAE). En particular se considera la nocion de idoneidad didactica para el disefio de tareas, concepto
fundamental del EOS tal como sefiala Godino (2013). Ademas, para el analisis de los resultados se consideran
caracteristicas de los rasgos del RAE, propuestas por Godino, Castro, Aké y Wilhelmi (2012).

En este trabajo presentamos la tarea propuesta, las soluciones esperadas de esta tarea, asi como las caracteristicas
de los sujetos que participaron de la experimentacion. Se describen los resultados de los 15 estudiantes que
participaron en el estudio y se analizan empleando los elementos tedricos considerados.

Aspectos tedricos y metodologicos

Nuestro trabajo emplea aspectos del Enfoque Ontosemiotico del conocimiento y la instruccidon matematica,
centrados en la dimension personal. En el marco de la nocion de idoneidad didéctica de un proceso de instruccion,
definida por Godino, Batanero y Font (2007) como la articulacion coherente y sistémica de seis componentes
(Idoneidad epistémica, Idoneidad cognitiva, Idoneidad interaccional, Idoneidad mediacional, Idoneidad emocional
e Idoneidad ecologica), analizamos especificamente la idoneidad cognitiva, la cual se refiere al entendimiento del
conocimiento de los estudiantes antes y después del aprendizaje de los contenidos de la tarea propuesta.

Algunas herramientas tedricas del enfoque ontosemiotico de la cognicion e instruccion matematica

Siguiendo a Godino (2011), se realiza un analisis didactico-matematico de la tarea estructural propuesta, la que
desencadena la actividad matematica en la que emergen objetos matematicos primarios, tales como:

e Elementos lingliisticos: Se utilizan al resolver problemas matematicos para generalizar su solucion o para
describirlos. Para esto, se utiliza elementos del lenguaje, tales como términos, expresiones, notaciones,
graficos, entre otros.

e Conceptos y definiciones: Son nociones matematicas que son necesarias para resolver una tarea mediante
definiciones o descripciones caracteristicas.

e Propiedades: Se manifiestan en las definiciones que se deben utilizar para la resolucion de una tarea. Las
propiedades son condiciones de realizacion de las acciones a caracteristicas especificas de las situaciones y
relaciones entre objetos.

e Procedimientos: Se emplean al resolver tareas propuestas a través de operaciones, algoritmos, técnicas de
calculo y estrategias que los estudiantes deben conocer para resolver las diferentes tareas.

e Argumentos: Son enunciados para validar o explicar las proposiciones y procedimientos, deductivos
o de otro tipo, en la solucion de tareas. Estas justificaciones, para nuestra investigacion, pueden ser
deductivas o empiricas.

Se considera ademas la dimension dualidad extensivo-intensivo que permite centrar la atencion en la dialéctica
entre lo particular y lo general, que es una cuestion clave en la construccién y aplicacion del conocimiento
matematico (Godino, 2002). Del trabajo de Garcia (2018), se ha tomado la siguiente tarea:
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A partir de los 3 términos dados en la secuencia geométrica, se debe hallar el término n-ésimo. Esto se llevara a
1-1 2-1
cabo si se inicia identificando el primer término: t, = 2. (é) , luego se tiene el segundo término: t, = 2. (é) y

asi sucesivamente, hasta que podemos encontrar un término genérico para la secuencia geométrica, representando
. o 1 .
por t, - t;.q" 1, donde ¢; es el primer términoy g = 3 s la razon.

Por otro lado, una herramienta fundamental para el analisis de los resultados considerada en este trabajo son los
niveles de algebrizacion descritos en Godino, Castro, Ake y Wilhelmi (2012), en donde ademas se describen las
caracteristicas asociadas a tales niveles. La asignacion de un nivel esta estrechamente relacionada con el tipo de
actividad matematica desarrollada.

De acuerdo a Godino, Aké, Gonzato y Wilhelmi (2014), se describen los siguientes niveles:

Nivel 0: Intervienen objetos extensivos (particulares) expresados mediante los lenguajes natural, numérico, iconico
o gestual. Pueden intervenir simbolos que refieren a un valor desconocido, pero este valor se obtiene como resultado
de operaciones sobre objetos particulares. Nivel 1: Intervienen objetos intensivos cuya generalidad se reconoce de
manera explicita mediante los lenguajes natural, numérico, iconico o gestual. Pueden intervenir simbolos que
refieren a los intensivos reconocidos, pero sin operar con estos objetos. En tareas estructurales, se aplican relaciones
y propiedades de las operaciones y pueden intervenir datos desconocidos expresados simbolicamente. Nivel 2:
Intervienen indeterminadas o variables expresadas con lenguaje simbdlico-literal para referir a los intensivos
reconocidos, aunque ligados a la informacion del contexto espacial temporal. En tareas estructurales, las ecuaciones
son de la forma. Nivel 3: Es el nivel consolidado de algebrizacion, ya que supone la intervencion de objetos
intensivos de grado 2 representados de manera simbolico-literal y se opera con ellos.

La investigacion desarrollada es de tipo cualitativa y experimental; se emple6 un instrumento que permitio
reconocer la practica operativa y discursiva desarrollada por los estudiantes en torno a los numeros racionales. Asi
mismo, se muestra un diseflo estructural como el que propone Pino-Fan y Godino, (2014) con las cuatro fases que
un disefo instruccional debe tener: Estudio preliminar, Disefio, Implementacion y Evaluacion.

Realizamos un andlisis detallado de los rasgos que presentan las resoluciones dadas por los estudiantes; en
particular, nos centramos en la dualidad extensivo-intensivo la cual indica rasgos caracteristicos del razonamiento
algebraico asociados a la generalizacion. Con esa informacion pretendemos responder a la pregunta: ;Qué niveles
de razonamiento algebraico predominan en la resolucion de tareas estructurales sobre numeros racionales en
estudiantes de primer grado de secundaria?

Experimentacion y analisis de la tarea propuesta

Se ha considerado una de las tareas propuestas en el trabajo de Garcia (2018), cuyo objetivo es que el estudiante
analice inicialmente casos particulares con procedimientos aritméticos, pero luego debe realizar conjeturas,
generalizar y verificarlas para valores cercanos.

Para esta experiencia, se consideré una muestra de 15 estudiantes de 12 a 13 afios de edad, que cursaban el primer
afio de secundaria de un colegio particular de Lima, Pert, donde 10 estudiantes eran alumnos nuevos, que vienen
de distintas instituciones, y solo cinco estudiantes eran alumnos antiguos, por lo que podemos decir que estos
ultimos tienen los conocimientos previos. La profesora era parte de equipo de esta investigacion.
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Se debe tener en cuenta que, en la institucion particular, donde fue aplicado el experimento, se habia ensefiado los
siguientes contenidos en el curso de razonamiento matematico sobre el tema de los nlimeros racionales partiendo
desde la definicion y continuando con su clasificacion, operaciones (calculos), propiedades, representaciones, entre
otros, que fueron necesarios, como conocimiento previo, para el desarrollo de las tareas.

En la institucion particular donde aplicamos el experimento se abordaron previamente los siguientes contenidos:
Planteo de ecuaciones: Simbolizacion, problemas de ecuaciones y factorizacion. Progresiones aritméticas.
Sucesiones. Razonamiento inductivo. Ademas del estudio de Perimetros. Areas de regiones cuadrangulares y
triangulares. Resolucion de problemas de areas usando ecuaciones y niimeros racionales.

Los estudiantes recibieron las siguientes indicaciones antes de iniciar el trabajo:

e Debian mostrar todo su trabajo; los intentos de soluciones aunque fueron erréneos serian considerados
como parte de la evaluacion.

e El trabajo deberia desarrollarse individualmente; para ello contarian con una hoja donde debian resolver
cada pregunta; todas las hojas empleadas deben ser entregadas al finalizar la evaluacion.

e El tiempo asignado seria de 12 minutos.

A continuacion, presentamos el enunciado de la tarea propuesta.

. ., 19 , . , . . .
Si al numerador de la fraccion ~ Se suma un nimero natural y se resta el mismo numero al denominador, por ejemplo, si el
numero natural es 1 ;jqué sucede?, o si el numero natural es 2 jqué sucede?, y si pruebas con otros numeros naturales ;qué

. . 19+n . ,
resulta? Entonces a partir de esto, ;jserd cierto que ~—, Siempre es nimero natural?

Soluciones esperadas

Se esperan soluciones para casos particulares y conclusiones del tipo “siempre resultara un nimero natural”, asi,
por ejemplo, se pueden mostrar los siguientes calculos.

1941 20 ,
Pt 5 es un numero natural
1942 21 ,
S, =5 7 es un numero natural
1943 22 ,
a5 11 es un numero natural

. .y 19+n ,
Y partir de esos resultados, concluiran que ——- resultar ser un numero natural.

También pueden aparecer respuestas donde, ademas de lo anterior, obtengan que con el niimero 5 se obtiene

1945 24 e . ,
Pl la cual es una division imposible de resolver en N y por lo tanto seria falso.

Otra posible solucion de un estudiante es que reemplace un nlimero mayor a 6 obteniendo:

19+6 25 ,
. == 25 el resultado ya no es un nimero natural.

r . 19+n ’ ,
Por lo que podra concluir que <, Serd un numero natural cuandon = 1;2;3; 4

(1398 1}

Por ultimo, también podemos suponer que un estudiante que manifieste que como “n” es un nimero natural,
entonces el numerador siempre sera positivo, asi que como lo que piden que el resultado sea natural, el denominador
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debe ser mayor que 0, con denominador distinto de cero ya que seria indeterminado. Debido a que los estudiantes
resuelven inecuaciones de primer grado, se plantea la siguiente resolucion esperada:

5 —n > 0, donde n es un niimero natural

G+-5-n>04+-=5.......cccccciiin. suma " — 5" a cada miembro
N multiplica por —1 a cada miembro
5>n

9

Asi el estudiante concluye que “n” toma el valor del 1 al 4.

A continuacion, en la tabla 1, tomado de Garcia (2018) presentamos el analisis de las respuestas dadas por los 15

estudiantes, en el que se identifican rasgos caracteristicos de los niveles de algebrizacion.

Tabla 1. Analisis y rasgos de nivel de 15 estudiantes respecto a la tarea propuesta

Analisis e Identificacion de rasgos de

Estudiante Procedimiento de la tarea propuesta

los niveles de algebrizacion.

1 Considerd n=1, justificando que si suma el 1 al Declar6 el término general, lenguaje
numerador y resto 1 al denominador resulta un simbodlico-literal, el cual se baso para decir
nimero natural, luego reemplazé n=2 justificando que no siempre resulta un numero natural,
que si suma el 2 al numerador y resta 2 al ademas de realizar correctamente las
denominador resulta un nimero natural, propiedades del conjunto numérico de los
seguidamente reemplazé n=3 justificando que si numeros racionales.
suma el 3 al numerador y resta 3 al denominador Por lo anterior, el estudiante presenta en
resulta un numero natural. sus soluciones rasgos de algebrizacion
Finaliza declarando que no siempre 159_—+: saldrd un referente al nivel 2.
numero natural, ya que a veces resulta fracciones.

2 Consideré n=1 y al resultado le colocdé que es un Aparecieron los objetos intensivos, esto
numero natural, luego reemplazé n=2 y al resultado quiere decir que los objetos de generalidad
le coloco que es un numero natural. Finaliza seran reconocidos de manera explicita en
declarando que no siempre saldrd un nimero natural tareas estructurales.

y colocé un ejemplo con n= /(0 colocando larespuesta Por lo anterior, el estudiante presenta en
como -5,8. sus soluciones rasgos de algebrizacion
referente al nivel 1.

3 Consideré n=1 y al resultado le colocd que es un Intervinieron objetos extensivos,
numero natural y luego declara que siempre saldra un manipuld los objetos particulares sin
nimero natural. encontrar una regla que generalice, pero

aplico adecuadamente la operacion.
Por lo anterior, el estudiante presenta en su
solucion rasgos de algebrizacion referente
al nivel 0.

4 No entiende al inicio la tarea, ya que adiciond el Se generalizo a partir de casos

numero | a toda la fraccion 1?9 y luego le resta 1 al

denominador por lo que obtiene 6 y de la misma
forma aplica para el valor de 2. Luego se da cuenta y
reemplaza correctamente para los nimeros 1, 2 y 3
declarando que, para el valor de 5, no es numero
natural.
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5 Respondio las dos primeras preguntas de n=/ y n=2  Generaliz6 a partir de casos particulares y
colocando que resulta numeros naturales, movilizé las propiedades de los numeros
seguidamente da valor n= 5 obteniendo como racionales.
resultado algo no definido. Por tultimo, reemplaza Por lo anterior, el estudiante presenta en
n=6 y n=7 resultando nimeros enteros, por lo que sus soluciones rasgos de algebrizacion
finaliza diciendo que no siempre resulta numero referente al nivel 1.
natural

6 Respondiod para n= [ obteniendo el nimero 5 pero no Manipuld los objetos particulares sin
declara nada. encontrar una regla que generalice.

Por lo anterior, el estudiante presenta en
sus soluciones rasgos de algebrizacion
referente al nivel 0.

7 Consideré n=1, n=2, n=3 y n=4 mencionando que no Generaliz6 a partir de casos particulares.
siempre resulta un nimero natural, ya que si, por Por lo anterior, el estudiante presenta en
ejemplo, n» = 6 no un nimero natural ya que resulta sus soluciones rasgos de algebrizacion
un nimero negativo. referente al nivel 1.

8 Considerd n=1 y al resultado le colocd que es un Declaré el término general al finalizar
numero natural, reemplazé6 n=2 y al resultado le como lenguaje simbdlico-literal, ya que, a
coloco que es un nimero natural, reemplazé n=3 yal partir de casos particulares, realizo
resultado le colocd que es un numero natural, conclusiones, en el que se bas6 para decir
reemplazé n=4 vy al resultado le colocd que es un que no siempre resulta un nimero natural.
numero natural, luego reemplaz6 n=7 y al resultado Por lo anterior, el estudiante presenta en
le coloco que es un nimero entero, por lo que finaliza sus soluciones rasgos de algebrizacion
declarando que 159_—+: no siempre saldra un numero referente al nivel 2.
natural, ya que si coloca un niimero mayor que 5 es
entero.

9 Consideré n=1 y al resultado le colocd que es un Generaliz6 a partir de casos particulares.
numero natural, reemplazé n=2 'y al resultado le Por lo anterior, el estudiante presenta en
coloco que es un nimero natural, reemplazé n=3 yal sus soluciones rasgos de algebrizacion
resultado le colocd que es un numero natural, referente al nivel 1.
reemplazé n=4 vy al resultado le colocd que es un
numero natural, luego reemplaz6 n=5 y al resultado
le coloc6 como no definido, luego reemplazé n=6 y
al resultado le coloco que es un nimero entero, por lo
que finaliza declarando que no siempre saldrda un
nimero natural, ya que si coloca un nimero mayor
que 5 es entero.

10 Considerd n=1, n=2, n=3 luego reemplaz6é n=5 yal Realizd operaciones adecuadas de tipo
resultado le coloc6 que no existe y termina aritmético y no encontré algo en comun
reemplazando n= 7. para  finalizar, pero si  aplico

adecuadamente las propiedades en los
numeros racionales (Denominador de la
fraccion distinto de cero) y numeros
enteros (Adicion de numeros enteros).
Por lo anterior, el estudiante presenta en
sus soluciones rasgos de algebrizacion
referente al nivel 1.

11 No entendio la tarea y oper6 incorrectamente. Tuvo errores en las operaciones y, por
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Por lo anterior, el estudiante presenta en
sus soluciones rasgos de algebrizacion
referente al nivel 0.

12 No entendio la tarea y dejo en blanco la hoja.

13 No entendi6 la tarea, ya que colocdé numeros
diferentes al sumar y restar al numerador y
denominador respectivamente.

14 Consideré n=1 y n=2 declarando que no siempre Se generaliza a partir de casos particulares
saldra un numero natural mencionando un ejemplo y aplicod correctamente las propiedades.
conn = 6. Por lo anterior, el estudiante presenta en

sus soluciones rasgos de algebrizacion
referente al nivel 1.

15 Consideré n=1, n=2, n=3 y n=4 mencionando que Realizd correctamente las operaciones,
siempre resultard un numero natural porque todos son pero no considerd mas casos para
naturales. generalizar y encontrar un patron.

Por lo anterior, el estudiante presenta en
sus soluciones rasgos de algebrizacion
referente al nivel 0.

Abhora, presentamos el analisis detallado de la solucion de la tarea resueltas por algunos estudiantes.

La solucion del estudiante 3 presentada en la figura 1, muestra que su estrategia inicial fue reemplazar algunos
nimeros naturales y verificar si se obtenian numeros naturales; o hizo para n=1, n=2, n=3, n =4,
realizando correctamente las operaciones de adicion en los niumeros naturales, lo que corresponde a un conocimiento
previo.

Figura 7. Solucion del Estudiante 3-tarea 1
Fuente: (Garcia, 2018, p. 68)

Dado que la actividad del estudiante solo se limita a la realizacion de célculos aritméticos y no presenta ninguna
conjetura, no se identifican rasgos correspondientes a los niveles de algebrizacion en su solucion.

De otro lado, en la solucion del estudiante 1, ademas de realizar operaciones para valores especificosn =1, n =
2, n =3, n = 4 yn=7, concluye que, si bien para valores de n entre 1 y 4 se obtiene un nimero natural, paran = 7
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resulta un nimero entero. Reconocemos el uso de conceptos y propiedades en su procedimiento; por ejemplo,
identifica los conjuntos numéricos como los naturales, enteros y racionales. Se pone de manifiesto la dualidad

. . . ~ 19+n . ’ , r
extensivo-intensivo cuando sefala que el resultado de ——~ no siempre sera un niimero natural, ya que argumento
que si el "n" mayor a 5 resulta un nimero entero y no un nimero natural.

Ademas, el empleo de expresiones simbolicas como la variable "n" y elementos lingiiisticos como “numero natural”
de manera general, denota una actividad de generalizacion. Asi, la generalizacion a partir de casos particulares y la
obtencion de un término general expresado empleando variables, permiten reconocer rasgos del nivel 2 de
razonamiento algebraico en el trabajo de este alumno.

Algunos resultados

Después del analisis de las soluciones de los 15 estudiantes a la tarea propuesta, concluimos que son los rasgos del
nivel 1 de razonamiento algebraico los que predominan; fueron 7 estudiantes los que dieron valores a “n” entre 1 y
10, es decir, estudiaron casos particulares, utilizando propiedades de la adicién en nimeros naturales y nimeros
enteros. En las configuraciones cognitivas construidas se reconoce que los estudiantes emplearon adecuadamente
conceptos, propiedades y procedimientos. Luego, estos estudiantes generalizaron los resultados, pero no los
simbolizaron (dualidad extensivo-extensivo Los estudiantes argumentaron (elemento del EOS) que para todos los

valores mayores a cinco ya no se cumple que sea natural y terminan generalizando para un término general.

El nivel 2 de algebrizacion so6lo se evidencio en las soluciones de dos estudiantes los que emplearon expresiones
simbolicas para representar las variables. Se identifica el nivel 0 de algebrizacion en 4 estudiantes, ya que realizan
algunos calculos solo del tipo aritmético, pero no encontraron relaciéon alguna que les permitiera generalizar. Estos
estudiantes solo consideraron casos particulares. Finalmente, hubo dos estudiantes que no respondieron la tarea; al
parecer no recordaban el concepto y las operaciones en el conjunto numérico de los niimeros racionales.

Conclusiones

Del analisis realizado encontramos que predominan las generalizaciones para valores cercanos, a través de la
aplicacion de procedimientos aritméticos. Por ello, el nivel de algebrizacion predominante identificado es el nivel
1. Ademas, en cada solucion de cada tarea, se encontré que predomina el lenguaje verbal, simbdlico y en el caso de
medida (Grafico), realizando correctamente las propiedades y operaciones fundamentales de los niimeros
racionales.

Por otro lado, podemos resaltar que los argumentos emplean las dualidades extensivos- intensivos y podemos
rescatar que la mayoria de estudiantes, a partir de este tipo de tareas, recién muestran argumentos para justificar sus
soluciones. También hay que resaltar que algunos estudiantes estan en proceso de pasar a un siguiente nivel.

Con esta informacion, se pueden disefiar actividades que permitan a los estudiantes avanzar a otro nivel de
razonamiento algebraico en las que el énfasis esté puesto en el empleo de variables, asi como en que cuenten con
medios de control que les permitan verificar si sus conjeturas respecto a un patron general son ciertas.

Finalmente, en base a esta propuesta de tarea estructural de numeros racionales, se espera que se produzcan mas

tipos de tareas que requieran de conjeturas, donde las generalizaciones lleven a realizar representaciones simbdlicas
y obtener procedimientos algebraicos.
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