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Resumen

En este trabajo presentamos algunos resultados de una investigacion en curso que tiene como objetivo resignificar
lanocidn del criterio de la segunda derivada a través de la Modelacion-Graficacion y de una situacion de modelacion
del movimiento (SMM). Adoptamos como metodologia a la Ingenieria Didéctica, de la cual esta concluido el
analisis preliminar que consta de las dimensiones: epistemoldgica, cognitiva y didactica. Posteriormente se
implementd un instrumento que incorpora elementos tecnologicos tales como la calculadora graficadora y sensores
de movimiento, a un grupo de estudiantes de nivel superior. El producto de este reporte es el redisefio de la SMM,
que incorpora elementos tecnologicos. Actualmente la investigacion se encuentra en una etapa de procesamiento de
informacion para poder llegar a una fase de validacion.

Palabras clave: ingenieria didactica, modelacion-graficacion, derivada.

Abstract

In this paper we present some results of an ongoing research that aims to resignify the notion of the second derivative
criterion through Modeling-Graphing and a movement modeling situation (SMM). We adopted as a methodology
the Didactic Engineering, from which the preliminary analysis consisting of the epistemological, cognitive and
didactic dimensions is concluded. Subsequently, an instrument was implemented that incorporates technological
elements such as the graphing calculator and motion sensors, to a group of upper level students. The product of this
report is the redesign of the SMM, which incorporates technological elements. Currently the research is in an
information processing stage to reach a validation phase.

Key words: didactic engineering, modeling-graphing, derivative criteria.
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Introduccion

Nuestro objeto matematico de estudio es el criterio de la segunda derivada, el cual generalmente es estudiado desde
una perspectiva algoritmica en un registro de representacion principalmente algebraico (Ver, por ejemplo: Leithold
(1998), Stewart (2012) y Larson, Hostetler y Edwards (2006)).

En diversas investigaciones dentro de la Matematica Educativa, se han destacado diversas dificultades de los
estudiantes con respecto a la nocion de limite o el concepto de Derivada (Salazar, Diaz y Bautista, 2009). Con
respecto a la ultima nocion, esta generalmente se interpreta en términos de un proceso algoritmico, algebraico y de
procesos limite, ademas se ponen de manifiesto las dificultades que tiene los estudiantes para transitar de la grafica
de la funcioén a la grafica de la funcion derivada (Salazar et al., 2009). En particular, cuando los estudiantes se
enfrentan a los criterios de la derivada dentro de un curso regular de calculo, dichas nociones pareceria que so6lo se
usan para realizar graficas “complicadas” y se dejan de lado los aspectos variacionales relacionados con las nociones
de maximos, minimos y la concavidad. De manera que el estudiante se queda con una presentacion acotada de
dichos criterios y el llenado de tablas para decidir si un punto es maximo o minimo usando el signo de la segunda
derivada en dicho punto.

De lo anterior emana la siguiente pregunta de investigacion, ;Coémo se puede resignificar el criterio de la primera y
segunda derivada haciendo uso de la tecnologia? De manera que dichos criterios desarrollen el Pensamiento y
Lenguaje Variacional en los estudiantes. La resignificacion propuesta en nuestro trabajo se realiza con base en la
categoria de Modelacion-Graficacion desarrollada en los trabajos de Suarez y Cordero (2010) y de la
implementacion de una situacion de modelacion del movimiento (SMM).

Problematica de investigacion

Existe una extensa cantidad de bibliografia que habla sobre las dificultades del aprendizaje del calculo. Al respecto,
Hitt (2003) menciona que, si la ensefianza del célculo se restringe a sus aspectos algebraicos sin poner atencion al
uso de representaciones diferentes a las algebraicas, dificilmente los alumnos llegaran a una comprension profunda
del calculo. En el disefio de nuestra situacion pondremos especial énfasis en que el estudiante sea capaz de pasar de
una representacion grafica a una verbal y viceversa.

Por su parte, Vinner (1989) reporta que entre los estudiantes que tienen €éxito en matematicas, el modo algebraico
es mas comun cuando se resuelven problemas rutinarios o casi rutinarios. Las afirmaciones anteriores deben
considerarse como reflejo de la situacion actual en el aprendizaje de las matematicas, donde el éxito se mide
esencialmente por problemas de rutina que no requieren habilidad visual. En la situacion que propondremos el
estudiante requiere de habilidades visuales para poder resolver la tarea disefiada. Ademas, se pretende que por medio
de la visualizacion el estudiante llegue a la resignificacion del conocimiento.

Ademas, no se ha encontrado bibliografia que hable especificamente sobre los problemas de aprendizaje del criterio
de la primera y de la segunda derivada, a pesar de que existe una extensa bibliografia que habla sobre los problemas
de aprendizaje respecto al concepto de derivada.

La ingenieria didactica
La ingenieria didéctica surgi6 en los afios ochenta en Francia como una forma de encontrar una relacion entre la

investigacion y la realizacion didactica, sobre lo cual Artigue escribio lo siguiente: “Se denomin6 con este término
a una forma de trabajo didactico equiparable con el trabajo del ingeniero quien, para realizar un proyecto
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determinado, se basa en los conocimientos cientificos de su dominio y acepta someterse a un control de tipo
cientifico” (Artigue, Douady, Moreno y Gomez 1995, p. 33). Puede decirse que la ingenieria didactica consta de
cuatro fases principales: la planeacion, el disefio, la experimentacion y la validacion.

Analizamos los criterios de primera y segunda derivada, y proponemos una Ingenieria Didéctica apoyada en la
tecnologia que ayude al estudiante a resignificar este concepto. Se ha realizado la parte del analisis preliminar, el
cual consta de tres dimensiones, didactica, cognitiva y epistemologica; ademas de un disefio de situacion, del cual
se realizd una prueba piloto, concluyendo la primera parte de esta investigacion con la propuesta de un redisefio.

Analisis preliminar
Dimension didéctica

Dentro de la dimension didactica, se realizé una revision bibliografica de cuatro textos clasicos de calculo, los
cuales son los siguientes: Stewart (2012), Leithold (1998), Larson et al. (2006) y Spivak (1996), especificamente
sobre cuatro ejes: 1) como presentan el criterio, i) los registros de representacion que priorizan, iii) el momento en
el cual aparece el criterio durante el estudio del célculo diferencial y iv) la funcion del criterio. Tras analizarlos,
encontramos significativas semejanzas entre ellos, ya que privilegian lo algebraico sobre lo geométrico y se observa
el empleo del llenado de tablas que algoritmizan el criterio y que pareciera que se deja como una herramienta para
la graficacion de funciones complicadas, tal y como se muestra en el ejemplo de la Figura 1.

Punto (—1,-2) (1,2) (0, 0)
Signo de f"(x) =1 >0 ) <0 510 =0
Conclusion Minimo relativo Maiximo relativo | Falla de 1a prueba

Figura 1. Tomado de Larson et al. (2006, p. 194).

Otra de las dificultades se pone de manifiesto en el fragmento mostrado en la Figura 2 ya que se puede observar
que la hipoétesis de derivabilidad de la funcion es omitida, dando como resultado una presentacion del concepto de
una forma incompleta e imprecisa, pudiendo provocar en el estudiante dificultades o errores en la adquisicion del
concepto.

Prueba de la primera derivada Supongamos que x = ¢ es un niimero critico de una
funcién continua f.

a) Sif’ cambia de positiva a negativa en ¢, entonces f tiene un maximo local en c.
b) Sif’ cambia de negativo a positivo en ¢, entonces f tiene un minimo local en c.

¢) Sif’ no cambia de signo en ¢ (p. ej., si f es positiva por ambos lados de ¢ o
negativa por ambos lados), entonces f no tiene ninglin mdximo o minimo
local en c.

Figura 2. Tomado de Stewart (2012, p. 291).
En sintesis y de acuerdo con los ejes de andlisis de los textos donde se presenta el criterio, se observa que las

situaciones donde es “aplicado” el criterio son particularmente para realizar graficas de funciones “complicadas” y
establecer intervalos de crecimiento, decrecimiento, puntos criticos, maximos y minimos de la funcion. Se deja de
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lado asi, aspectos variacionales importantes como el comportamiento en el cual una funcion crece o decrece, es
decir, aspectos de segunda variacion.
Dimensién cognitiva

Muchas investigaciones han hablado sobre las dificultades de la ensefianza y aprendizaje del Calculo. Por ejemplo,
Cuevas, Pluvinage y Dorier (2013) sefialan entre otras cosas la primacia de las representaciones algebraicas sobre
otras representaciones de indole visual, asi como la importancia de situaciones de contexto para abordar contenido
matematico.

Uno de los elementos a utilizar en nuestra propuesta es la derivada resignificada como una velocidad, respecto de
lo cual Zandieh (2000) menciona que el concepto de derivada puede ser representado graficamente, como la
pendiente de la recta tangente, verbalmente, como la razéon de cambio instantanea, fisicamente como la rapidez o
velocidad, y simbolicamente como el limite del cociente de las diferencias. En su estudio destaco que los estudiantes
tienen un entendimiento parcial del concepto de derivada, y que un entendimiento mas completo debe englobar
distintas formas en que el concepto se manifiesta y sus diferentes usos.

Dimensién epistemologica

El calculo tardé6 mas de un siglo en desarrollarse, es probable que debido a esto los estudiantes encuentren
dificultades en la comprension de las bases del célculo. En el siglo XVIII el calculo fue utilizado en grandes
descubrimientos, pero los matematicos de la época no se preocupaban por demostrarlo rigurosamente, por lo tanto,
las manipulaciones con los infinitesimales eran permitidas sin una demostracion previa. A finales del siglo XVIII
aumento el interés por parte de los matematicos hacia la rigurosidad del calculo debido a la necesidad de su difusion
como cuerpo de conocimiento. El algebra de desigualdades era una herramienta usada en la aproximacion de
soluciones, y es aqui donde Cauchy le di6 un giro a la utilizaciéon de esta herramienta, ya que el algebra de
desigualdades sienta las bases de la rigurosidad del Calculo (Grabiner, 1983).

Asimismo, y con respecto a la dimension epistemoldgica, se ha puesto especial énfasis en la lectura de lo que se
considera el primer libro de céalculo diferencial e integral de la historia, escrito por Agnesi (1748). En dicha obra,
se propone un método para calcular maximos y minimos, pero es interesante recalcar que la interpretacion emana
de un punto de vista geométrico, careciendo de un marco de referencia cartesiano como lo tenemos hoy en dia. De
aqui que para Agnesi un maximo se refiere a la maxima magnitud de la ordenada y el minimo corresponde a la
minima magnitud de la misma, la cual puede tomar como minimo valor cero. Estos calculos fueron realizados
obteniendo la tangente de la curva por medio de la primera fluxion y su igualacidon con cero (para encontrar el
maximo), y la igualacién con infinito para encontrar el minimo.

Disefo

Con la intencion de proponer una alternativa al estudio de los criterios de la derivada, y a partir de nuestro analisis
preliminar, se decidi6 realizar un disefio de situacion donde se resaltara un analisis Variacional de una SMM (Suarez
y Cordero, 2010). Una SMM que se sustenta en la categoria de Modelacion-Graficacion, propicia una
resignificacion de la variacion. A partir de la Categoria se realiza el disefio de la SMM cuyo argumento central sera
el uso de la grdfica, es decir, el argumento considera a las graficas de las funciones como herramientas para modelar
el cambio intrinseco a las funciones de posicion, velocidad y aceleracion, donde intervienen los conceptos de: razon
de cambio, relacion funcion-derivada, manejo de ordenes de variacion, maximos y minimos y acumulacion. La
SMM en si permite provocar un escenario propicio para la aparicion de la argumentacion que responde a la
situacion.

=713 -



ACTa Lannoame”cana de SECCION 5/ USO DE LOS RECURSOS TECNOLOGICOS EN EL

PROCESO DE APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS
VOL 32, NUMERO 2, ANO 2019

Matematica Educativa

En nuestro caso partiremos de la grafica como un elemento central en explicaciones, tales como la caracterizacion
de los puntos extremos y la relacion fisica-numérica que guardan.

Se realiz6 un primer disefio de situacion que consto de tareas y se aplico una prueba piloto de la situacién con un
grupo de 20 estudiantes de segundo semestre de la carrera de Ingenieria Fisica de la Facultad de Ciencias Fisico
Matematicas de la Universidad Auténoma de Coahuila. En el momento de la implementacion, los estudiantes no
habian estudiado en su curso de calculo el criterio de la segunda derivada.

Para la realizacion de las tareas, se permitio a los estudiantes el empleo de tecnologia, que en nuestro caso consto
de una calculadora graficadora conectada a un sensor de movimiento, algunos ejemplos de graficas que se pueden
generar con el sensor se muestran en la Figura 3. La sesion fue videograbada y se recopilaron las producciones
escritas de los estudiantes a través de las hojas de trabajo. El andlisis se realiza tomando en consideracion las
producciones escritas y la revision del video de la implementacion.

Alejarse del sensor Alejarse del sensor Alejarse del sensor

Velocidad constante Aumentando la velocidad Disminuyendo la velocidad

Acercarse al sensor Acercarse al sensor Acercarse al sensor

Velocidad constante Aumentando la velocidad Disminuyendo la velocidad

Figura 3. Ejemplos de las graficas que se pueden generar con el sensor y la calculadora, debajo de cada una de ellas se
describe el movimiento que se tiene que realizar para generarlas.

Analisis a priori de la pueba piloto

La primera actividad tiene como titulo “adivina la grafica” y tiene como objetivo que el estudiante dibuje sobre
cuatro ejes cartesianos la curva que se producira realizando combinaciones de movimientos, como lo son: alejarse
o acercarse del sensor, aumentar, disminuir o0 moverse con velocidad constante, cabe mencionar que se le hace
explicito al estudiante que los ejes representan la posicion vs tiempo. Posteriormente se pide al estudiante que realice
dichos movimientos con el sensor para comprobar en cuales de ellos su hipdtesis fue correcta. Se pregunta al
estudiante si existe alguna otra forma de moverse, aparte de las que puso en los ejes cartesianos con los movimientos
solicitados. Existen otras dos formas de moverse que no fueron puestas en los ejes cartesianos a propdsito y se
pretende que el estudiante deduzca que esos son los movimientos faltantes. En nuestro caso la respuesta esperada
es alejarse del sensor disminuyendo la velocidad y acercarse al sensor aumentando la velocidad.

En la segunda actividad titulada: “;Cémo es mi velocidad?”, se le proporcionan al estudiante seis curvas, de las
cuales debe describir el movimiento que realizd en cada una de ellas (acercarse, alejarse, aumentar o disminuir
velocidad, o velocidad constante) posteriormente se cuestiona al estudiante, preguntas cuyas respuestas se esperan
sean concernientes al crecimiento o decrecimiento, y a la relacion que existe entre la pendiente de la recta tangente
y la velocidad instantanea en un punto.
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La tercera actividad se titula “Viaje sencillo o viaje redondo”, cuyo proposito es que el estudiante realice un
desplazamiento de retorno hacia un punto, produciéndose asi un maximo o un minimo. Se pretende que el estudiante
estudie las posibilidades de realizar dicho movimiento mediante la variacion de la velocidad.

La cuarta actividad tiene como titulo “El criterio de la primera y segunda derivada”, y tiene como objetivo el
resignificar el criterio de la primera y segunda derivada, por medio del andlisis de la variacion de la velocidad en 4
curvas propuestas, ademas se pretende que el estudiante comprenda que la condicion de continuidad y derivabilidad
en el intervalo es necesaria para poder usar los criterios.

Resultados del pilotaje

En la primera actividad los estudiantes no tuvieron dificultades para predecir las graficas, sin embargo, ninguno de
ellos pudo deducir las formas faltantes de moverse (alejarse del sensor disminuyendo la velocidad y acercarse al
sensor aumentando la velocidad), dando como respuestas formas mas complejas de graficacion como lo es la
funcion escalonada (Funcion que estrictamente hablando es fisicamente imposible de conseguir utilizando el sensor
de movimiento), 0 movimientos armonicos, como se puede observar en la Figura 4.

== e o ek
ST [alefcalss pmovi™miento revose S € Geneva e LJ'C‘( a l
2.5calonede B
/,'/I‘ ( / Qle(rs )94 {;‘ v C
) 0
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Figura 4. Ejemplo de los movimientos frente al sensor propuestos por los estudiantes.

En la segunda actividad, dada la orientacion de los encuestados (ingenieros fisicos en formacion), se obtuvieron
respuestas como: Movimiento Rectilineo Uniforme y uniformemente acelerado. Cuando esperabamos respuestas
como funcion creciente o funcion decreciente, recibimos respuestas interesantes similares a las esperadas, como lo
son: "se acercan al eje x", "empiezan abajo y terminan arriba", "que cada vez las imdgenes tienden mas y mas a
cero". La mayoria de los estudiantes pudo relacionar la pendiente de la recta tangente con la velocidad instantanea
en un punto.

Otra de las cosas que se pudieron observar (Figura 5) es que algunos estudiantes consideran la pendiente de la recta
tangente en un punto y la velocidad en dicho punto como cosas distintas. El planteamiento de dicha pregunta pone
de manifiesto otra dificultad ya que los estudiantes no pudieron llegar a la conclusion de que la velocidad en la
Figura 6 es cero, y solo lo ven en términos de la posicion, ya que una posicion constante corresponde a una velocidad
cero.
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f) Observa las Figuras 5 y 6. ;Qué representa la pendiente de la recta
tangente a un punto?

En la S "PCpak (0% w yagieds l6 W(00hd “

€ o @CCPTTHATS P 5a poiidin €5 con( banll

(Qué movimiento realizo? | | ;Qué movimiento realizo?
Alegarle JM«:.J)’M-

Nopnlentrfe 2iRH{o

lo vlecids)

Figura § Figura 6

Figura 5. Los estudiantes consideran la pendiente de la recta tangente
y la velocidad como cosas distintas.

En la tercera actividad se obtuvieron resultados interesantes, ya que algunos estudiantes plantearon soluciones que
eran fisicamente imposibles, cabe destacar que con el sensor solo se pueden realizar graficas de funciones continuas
y derivables, debido a la naturaleza de los fenomenos de movimiento clasico. Ya que por ejemplo, para realizar con
ayuda del sensor y la calculadora una grafica continua pero no derivable en todos sus puntos, implicaria, en el punto
donde no es derivable, un cambio repentino en la pendiente de la recta tangente, que en este caso se refiere a un
cambio repentino en la velocidad, el cual es imposible de generar, como se puede observar en las dos ultimas
graficas de la Figura 5.

En la cuarta actividad los estudiantes tenian claro el signo de las pendientes analizando una curva en dos partes,
ademads de las nociones de crecimiento y decrecimiento de las funciones, resignificadas como la accion de alejarse
0 acercarse.

En el andlisis anterior de la etapa de pilotaje se puede observar también que la grafica fue usada para comprender
el fenomeno a partir de las formas de las graficas que se obtenian con la tecnologia.

a) Para ir de un punto a a un punto b ;Cuantas maneras hay de llegar
variando la velocidad? Haga un esbozo de la gréafica de cada una de las
situaciones posibles de variaciéon de la velocidad encontradas, respecto al
observador.

Figura 6. Las tltimas dos graficas muestran soluciones fisicamente imposibles de realizar frente al sensor.

Resultado: El rediseiio

Tras analizar la prueba piloto se llegd a un redisefio que toma en cuenta las respuestas de los estudiantes en la etapa
de pilotaje, ya que los estudiantes tuvieron algunas dificultades con las instrucciones de las tareas. Asi, el redisefio
se hizo de una manera méas concreta para evitar soluciones ambiguas por parte de los estudiantes.
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El redisefio consta de tres momentos de los cuales a cada uno tiene asociada una tarea, cada una con un proposito
que conduce, finalmente a la resignificacion del criterio de la segunda derivada.

Momento 1: establecer funciones crecientes y decrecientes
Tarea 1: Tiene como propdsito que el estudiante identifique qué relacion existe entre el signo de la pendiente de la
recta tangente y el crecimiento o decrecimiento de la funcion.

Momento 2: reconocer la variacion igual a cero (maximos y minimos)

Tarea 2: Tiene como finalidad que el estudiante identifique que si necesita regresar a un mismo punto
obligatoriamente necesita pasar por una velocidad cero, lo cual resignifica el Teorema de Rolle, el cual, como
podemos recordar, establece que: si f(x) es una funcion derivable en el intervalo (a, b), y ademas f(a) = f(b)
entonces existe un punto intermedio ¢, esto es a < ¢ < b, tal que f'(c) = 0.

Momento 3: reconocer la variacion en el comportamiento que varia.
Tarea 3: Habla sobre la variacion de la velocidad, es decir, el cambio del cambio, lo cual finalmente conduce al
criterio de la primera y de la segunda derivada.

Comentarios finales

El redisefio fue aplicado a un grupo de nueve estudiantes de 7° y 8° semestres de la licenciatura en Matematicas
Aplicadas de la Facultad de Ciencias Fisico-Matematicas de la Universidad Autonoma de Coahuila. El analisis de
estos resultados se encuentra en proceso. Para ello se considera la videograbacion de la sesion con los estudiantes
que durd aproximadamente 2 horas, asi como las producciones escritas de los mismos.

Es importante mencionar que cuando el estudiante analiza la variacion de la velocidad a través de la grafica de
posicion que ha sido creada por medio de una situacion de modelacion de movimiento, se crea un escenario que
conducira a un significado del criterio de la segunda derivada, distinto al que se muestra en el &mbito académico
actual.; un escenario donde la concavidad de la curva se entiende a través de un cambio en la velocidad.

Por tltimo, consideramos que el dejar que la ecuacion sea el elemento central de una explicacion matematica, podria
ser para el estudiante dificil de comprender o visualizar, pero, por el contrario, si se muestra una situacion de
modelacion de movimiento, se presenta otra alternativa a la ensefianza, donde el estudiante resignifica su
conocimiento.
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