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Resumen

Actualmente, el concepto de niumero real ha desplazado al concepto de razéon como tema de preocupacion de las
comunidades cientificas, pero en el campo educativo sigue siendo tema central, sobre todo, por su utilidad en las
actividades de la vida cotidiana. ; Como se han dado esos movimientos entre niimero y razén? ;Como se constituyen
primacias de lo uno hacia lo otro en determinadas épocas y lugares? No hay una respuesta unica, pero en este
articulo se presentan hipdtesis sobre posibles respuestas. Asi, a partir de un analisis de las practicas matematicas en
diferentes épocas y lugares se identifican formas de actividad matematica relacionadas con el concepto de nimero
y el concepto de razon. En algunas de ellas se identifica la existencia de una teoria de razones y proporciones sin
que sea claro el estatus de las razones como nimeros. En otras, es claro el lugar de la razon como numero, pero sin
una referencia explicita a una teoria de razones y proporciones. De esta manera el estudio realizado permite una
aproximacion a los conceptos de nimero y de razon que puede ser 1til para orientar los proceso, de ensefianza de
estos en contextos escolares.

Palabras clave: razon, proporcion, proporcionalidad, nimeros racionales

Abstract

Currently, the concept of real number has displaced the concept of ratio as a matter of concern for scientific
communities, but in the field of education, it remains a central issue, above all, for its usefulness in the activities of
daily life. How have those movements occurred between number and ratio? How are primacies constituted from
one to the other in certain times and places? There is no single answer, but in this paper present hypotheses about
possible answers. Thus, from an analysis of mathematical practices in different times and places identified forms
of mathematical activity related to the concept of number and the concept of ratio. In some of them exists a theory
of ratios and proportions without the status of the ratio being clear as numbers. In others, the place of ratio as a
number is clear, but there is not explicit reference to a theory of ratios and proportions. In this way, the study allows
an approximation to the concepts of number and ratio that can be useful to guide the process of teaching them in
school contexts.

Key words: ratio, proportion, proportionality, rational numbers

- 582 -



ACTa La“noamencana de SECCION 4/ EL PENSAMIENTO DEL PROFESOR, SUS PRACTICAS Y

Matematica Educaﬂva ELEMENTOS PARA SU FORMACION PROFESIONAL

VOL 32, NUMERO 2, ANO 2019

Introduccion

Nociones relativas a las razones (y por qué no, de proporcion y proporcionalidad) se pueden identificar desde la
antigliedad en relacion con ciertos tipos de problemas y las técnicas para resolverlos. En todos estos casos, y quizas
sin un nombre para referirla explicitamente, esa idea de razon responde a una pregunta crucial; jcuanto es una
cantidad comparada con otra (en principio, de la misma naturaleza) tomada como referencia? (Obando, 2015). La
herencia griega nos ensefi a llamar razones (que no nimeros) a esas entidades con las cudles responder dichos
tipos de problema (Théon (de Smyrmne), 1892); pero no fue ese el caso en otras culturas, en donde las fracciones de
unidad fueron la respuesta (Caveing, 1992; Chemla, 1992), y estas eran reconocidas como niimeros (que no
necesariamente la idea moderna de ntimero de la cultura occidental). Para occidente, tener las razones como
nimeros implicé una profunda reorganizacion del sistema de practicas matematicas asociadas a la cantidad, al
numero (ver, por ¢jemplo, Stevin, 1634).

Asi entonces, en este articulo se analizaran algunos momentos de la historia de las matemadticas, buscando la
configuracion epistémica del sistema de practicas en el cual se sitian. Se indagara por los tipos de problemas que
resolvian, las formas de representacion utilizadas, los procedimientos y técnicas presentes, al igual que los objetos
de conocimiento objetivos como emergentes de ciertas practicas historicamente situadas De esta manera, el
resultado es en relacion con las posibles configuraciones de la actividad matematica: la relacion nimero y magnitud
a través de la nocion de razon entre cantidades de magnitud; el valor epistémico de las razones en la constitucion
de la nocioén de niimero.

Marco teorico

La actividad matematica de los individuos en diferentes €épocas y lugares tiene una estructura (forma de organizacion
logica) que se fija en los patrones de la actividad (practicas matematicas especificas) que despliegan los individuos
en un marco institucional determinado, y, en consecuencia, el analisis histérico y epistemoldgico busca las formas
de ser de esos objetos de conocimiento en el marco de sistemas de actividad especifico. Como lo plantean Jankvist
y Kjeldsen, se trata de

Tomar la practica de los matematicos como punto de partida para la historia de las matematicas, con
el fin de comprender como las matematicas han sido practicadas y comprendidas, como el
conocimiento matematico ha sido producido a través del tiempo en diferentes lugares, en diferentes
culturas y en diferentes contextos intelectuales, asi como tales comprensiones y producciones han
cambiado, localiza la historia de las matematicas en un lugar y en un medio intelectual. Una
aproximacion tal involucra estudiar episodios concretos de la historia de las matematicas para obtener
luces en asuntos tales como: por qué los matematicos se preguntaron las cuestiones que trataron, porque
ellos tratan los problemas de la manera como lo hicieron, qué tipo de pruebas o argumentos daban, y
como éstos fueron percibidas o recibidas dentro de la comunidad matematica de momento, por qué
ellos introdujeron ciertos objetos matematicos, definiciones y areas de investigacion etc.; y como todo
lo anterior influencia desarrollos futuros en las matematicas asi como cambios en las percepciones
sobre las matematicas. (Jankvist & Kjeldsen, 2010, p. 836)

Asi, en linea con los planteamientos de Ferreiros (2010), Kitcher (1984) y Obando. (2015), las practicas matematicas
caracterizan la actividad de las personas de una época y lugar en funcién de la manera como interrelacionan
diversidad de lenguajes (lenguaje natural, expresiones técnicas, medios simbdlicos, etc.), de formas de enunciar
(proposiciones, teoremas, afirmaciones, etc.), de métodos y formas de razonamiento, y de problemas por resolver.
Estos elementos en su conjunto, en las personas y en las comunidades, toman forma en, a la vez que moldean, la
accion matematica especifica de las personas. Esta nocidn de practica matematica estd en la direccion de Jankvist
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and Kjeldsen (2010) o Epple (2004) sobre la nociéon de configuracion epistémica, la cual refieren al conjunto
de recursos intelectuales disponibles en un episodio histérico especifico, y que determinan el curso de la actividad
matematica de un matematico o grupo de matematicos en esa época y lugar.

En este sentido, el analisis historico no busca un desarrollo cronolégico o internalista de los objetos de
conocimiento, sino estudiar los sistemas de actividad, es decir, identificar los tipos de problemas que se resolvian,
los instrumentos y las técnicas para resolver tales problemas, y los objetos y conceptos constituidos en tales sistemas
de practicas. Siguiendo a Mosvold, Jakobsen, and Jankvist (2013), se buscan desde la historia de las matematicas,
lecciones pedagodgicas que permitan: (1) orientar los procesos de estudio de los estudiantes, (2) mejorar la
comprension de los objetos de conocimiento que se pretende ensefiar, y (3) tener mejores elementos en la
comprension de lo que hacen los estudiantes. Con esto no se espera que haya un paralelismo entre el desarrollo
historico y el proceso de aprendizaje de estudiante, sino que por el contrario “lograr una manera productiva de
aprender a escuchar a los estudiantes” (Clark, 2012, p. 70), o como dice Vasco (1995), se espera a identificar sobre
la base de los acontecimientos del ayer, fuentes heuristicas para planificar los eventos de aprendizaje de las escuelas
del mafana.

Metodologia: estudiar historicamente las practicas matematicas

Como se expreso antes, el objeto central de este articulo es ver, en diferentes momentos del desarrollo historico de
las matematicas, los tipos de problemas que se enfrentaron y, a través de las soluciones encontradas, las formas de
representacion y las técnicas instrumentadas relacionadas con esas formas de representacion. Asi entonces, a partir
de un estudio documental se intenta comprender la manera como razones, proporciones y proporcionalidad han
vivido en el seno de diferentes culturas, en épocas y lugares diversos y como es que dichos objetos de conocimiento
matematico fueron usados, comprendidos, organizados en unos sistemas de practicas locales. Igualmente se analiza
como a pesar de estas diferencias conservaron ciertos elementos estructurales que hacen posible su puesta en
dialogo, su comunicacion de un sistema a otro, su transformacion, su sintesis en nuevos sistemas mas globales y, a
la vez, mas potentes.

Epocas y lugares estudiados

Se identificaron autores u obras paradigmaticas o representativas de la cultura matematica de épocas y lugares
especificos (por ejemplo, la obra de Euclides o Arquimedes, para la cultura griega) o autores especializados que
hubieran realizado estudios detallados de las matematicas de un periodo especifico en alguna de estas culturas (por
ejemplo, Robson (2007) o Rashed and Vahabzadeh (1999) para la matematica en la cultura islamica de la edad
media). La consulta a los autores especializados permiti6 identificar potenciales autores y obras paradigmaticas de
épocas y lugares.

Las fuentes documentales

Las fuentes documentales se pueden clasificar como primarias o secundarias. Entendemos por fuentes documentales
primarias aquellas que se corresponden con obras publicadas por autores de la época y lugar en estudio, y
secundarias a las que se corresponden o que son traducciones modernas (al inglés o espafol) de dichas obras
clésicas, o que son compilaciones analiticas realizadas por autores modernos sobre las matematicas de una época y
lugar determinado.

Las fuentes primarias

Las fuentes primarias fueron recuperadas a través de proyectos de virtualizacion de obras con valor histdrico, entre
los que se pueden citar, DML: Digital Mathematics Library, The Cornell University Historical Mathematics

- 584 -



ACTa La“noamencana de SECCION 4/ EL PENSAMIENTO DEL PROFESOR, SUS PRACTICAS Y

Matematica Educaﬂva ELEMENTOS PARA SU FORMACION PROFESIONAL

VOL 32, NUMERO 2, ANO 2019

Monographs, Gallica, Biblioteca nacional de Francia, Internet Archive, The University of Michigan Historical
Mathematics Collection, Google Books.

Las fuentes secundarias

Las fuentes secundarias fueron de dos tipos: traducciones al inglés, francés o espaiol de textos clasicos publicados
en idiomas diferentes; articulos publicados en revistas especializadas en historia de las matematicas; o libros
publicados por autores especializados en ciertos momentos de una determinada cultura.

Algunos de los documentos consultados fueron traducciones (al inglés o al francés) de textos escritos originalmente
en otros idiomas como el griego, el latin, el arabe, entre otros (no conocidos por el autor de la tesis). En algunos
casos, los textos originales (en latin y arabe) que sirvieron de base para tales traducciones (al inglés y el francés)
fueron a su vez traducciones de textos en otros idiomas (algunos ya perdidos). Esto se puede catalogar como una
dificultad en el acceso a las fuentes, pero, donde fue posible, esta dificultad se compenso con la consulta de versiones
del mismo texto traducidas por diferentes autores o en diferentes idiomas, o consultando textos de diferentes autores
de la misma época y lugar. De esta manera se logro tener un sentido mas completo del sistema de practicas
matematicas que se cristalizan a través de dichas obras.

El tratamiento de las fuentes

A través de las diferentes fuentes documentales se analizaron los tipos de situaciones en las que el objeto razén era
aquello hacia donde se orientaba la actividad, o era instrumento para la actividad misma. Se indago por las formas
de mediacion instrumental que permitian poner este objeto en el centro de la actividad, y por las formas de
objetividad logradas en el marco de dichos sistemas de actividad.

Por supuesto, dependiendo de la época y lugar, la palabra razon no esté, o ni siquiera existe; por lo tanto, lo que se
buscaba no eran las palabras, sino si en esas diferentes épocas y lugares se configuraban unos sistemas de practica
en los que se pudieran identificar unas acciones mediadas por unos objetos cuya funcidn fuera identificable con las
formas de accion mediada de aquellas culturas en las que si estaban presentes estas palabras para nombrar tales
objetos de mediacion. Se analizd entonces la estructura de la actividad mediada por tales objetos, y se demarcaron
trazas comunes a dichas formas de actividad. Asi entonces, se identificaron ideas relacionadas con la cantidad, su
representacion, la operacion con las cantidades a través de dichas formas de representacion, y la relacion de todo lo
anterior con los problemas que se debian resolver; estos fueron principios claves para encontrar esas
caracterizaciones de las practicas matematicas relativas a las razones.

Resultados

Por tomar un punto de partida, se puede referir la idea griega de razon. Si bien es claro que en los griegos la
razén no es un numero (pues solo eran niumeros los naturales), si se puede afirmar que éstas gozaban de un
estatus de cantidad, aunque diferente al de los nimeros y de las magnitudes. Las definiciones y proposiciones
sobre las razones que aparecen en el libro Data de Euclides (1806), al igual que el tratamiento dado a las
razones y a las proporciones en los libros V y VII de los Elementos (en donde se muestra que las razones son
susceptibles de comparacion por igualacion y por diferencia), hacen evidente que ellas cumplen con las dos
caracteristicas esenciales para que algo pueda ser cantidad: se deben poder igualar, y debe ser posible establecer
la diferencia entre ellas. Sin embargo, no se tiene evidencia de un texto matematico griego en el que se
manifieste de manera explicita el cardcter de cantidad de la razon.

La declaracion explicita de las razones como cantidades se evidencia en los textos de los matematicos arabes
de finales del primer milenio de la era cristiana. Esa declaracion de la razén como cantidad, vino de la mano
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de una lectura critica de los textos matematicos griegos por parte de los matematicos arabes y, por ende, de
una reconceptualizacion de nociones claves de los Elementos, como la definicion de proporcionalidad, en
particular, la definicion dada en el libro V. Es asi que Rashed y Vahabzadeh (1999), en la traduccion que
presentan de algunos textos del matematico persa Al-Khayyam, mencionan varios trabajos en los que se critica
la definicion 5 del libro V de los Elementos, pues se considera que la nocion de equimultiplo sobre la que se
basa no es de facil aplicacion, y que, ademas, la separacion dada en los libros V y VII profundiza la confusion,
pues la definicion de proporcion en el libro VII es de mas facil uso.

En particular, Al-Khayyam, al comienzo del libro segundo (este libro segundo lleva por titulo Exposicion sobre
las razones y la nocion de proporcionalidad y sobre su verdadera naturaleza), dice: el autor de los Elementos ha
dicho, a proposito de la verdadera naturaleza de la razon: “es la esencia de la medida de dos magnitudes
homogéneas, la una relativamente a la otra.” (Rashed & Vahabzadeh, 1999, p. 340), aclarando luego que
dichas magnitudes deben cumplir la propiedad arquimediana (este autor considera, siguiendo la tradicion
Aristotélica, cuatro géneros de cantidad: la linea (longitud), la superficie, el solido (volumen), y el tiempo —
considerado como la medida del movimiento de los cuerpos). Para ¢, la medida relativa de una magnitud a otra
remite a establecer de manera exhaustiva cudnto es una con relacion a la otra, “bien sea determinando qué
fraccion es, o bien sea de alguna otra manera” (La expresion “de alguna otra manera” refiere a las magnitudes no
conmensurables, para las cuales su medida no se puede expresar con una fraccion (razén entre un par de nimeros
naturales). Luego argumenta que la razon comporta dos aspectos: poner en relacion dos magnitudes comparadas
a través de su diferencia (diferencia pensada en términos de cociente), y que ella en si misma posee la
caracteristica de cantidad: dos razones pueden ser comparadas en la igualdad y en la diferencia (desde Euclides,
estas dos propiedades expresan la esencia de una cantidad).

Posteriormente analiza las implicaciones de considerar estos dos principios sobre las razones, cuando se
consideran entre numeros o entre magnitudes. Asi entonces, partiendo del hecho de que establecer la razén
entre dos nimeros es medir el uno con respecto al otro, concluye entonces que la razoén determina el valor de
la medida relativa entre los dos numeros, y que, para hallar dicha medida se divide el uno por el otro, cuando
la misma es exacta. Para el caso en que el nimero menor no mide de forma exacta al mayor, (el mayor no es
multiplo del menor), la division del mayor por el menor, en virtud de la indivisibilidad de la unidad, siempre
termina en uno (la unidad es la medida de todos los numeros). Es mas, el autor, apoyado en las proposiciones
1 y 2 del libro VII muestra que dados dos niimeros donde el menor no mide al mayor, la aplicacion sucesiva
del algoritmo de Euclides permite determinar la medida relativa de un nimero con respecto al otro.

Cuando este principio del algoritmo euclideo se utiliza para determinar la medida relativa entre dos magnitudes
(continuas), entonces Al-Khayyam muestra que la dificultad radica en que, para el caso de las magnitudes, no
todas las sustracciones sucesivas de los residuos (la division euclidea) terminan en un numero finito de pasos,
en tanto que las divisiones sucesivas para el caso de las magnitudes continuas no tienen como limite la unidad.
Sin embargo, dice, esto no imposibilita afirmar que la verdadera naturaleza de la razén esté en la medida
relativa entre magnitudes, y que la division euclidiana sea el principio a partir del cual determinar el tamafio,
la cantidad de la razon que relaciona las dos cantidades para las cuales se establece la razon.

De esta manera, el estudio de las razones entre magnitudes se separa en dos: el caso en que son conmensurables, y
el caso en que no lo son.

Si lo primero, Alkhayyam dice (expresado en términos modernos) dadas cuatro magnitudes A, B, C y D, donde A
es el mismo multiplo de B que C es de D, 0 A es la misma fraccion de B, que lo es C de D, entonces la razon de A
a B es inevitablemente la misma que la de C a D. En este caso extiende la definicion de proporcionalidad entre
numeros del libro VII de los Elementos de Euclides, al caso de magnitudes conmensurables.

Si lo segundo, dadas cuatro cantidades A, B, C y D, donde el mismo multiplo 7, de veces que se puede sustraer B

de A, sobrando un residuo 7, , es el multiplo de veces que se sustrae D de C, sobrando un residuo §,; y si el mismo
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multiplo 7, de veces que se puede sustraer 7, de B, sobrando un residuo?,, es el multiplo de veces que se sustrae
§, de D, sobrando un residuo $;; y si el mismo multiplo 7, de veces que se puede sustraer 7, de 7,, sobrando un
residuo 7,, es el multiplo de veces que se sustrae $, de $,, sobrando un residuo S, ; y asi sucesivamente, encontrando

que la serie infinita de nimeros 7,7, ,M,,..., es la misma nlimero a nimero para ambas razones, entonces la razén
de A a B es inevitablemente igual a la razéon de C a D.

Esta nueva forma de establecer la proporcionalidad entre dos parejas de magnitudes no conmensurables entre
si tiene gran importancia: en primer lugar, se identifica un mecanismo unico y universal para encontrar la
cantidad de una razon que relaciona dos magnitudes, a saber, la division de una por la otra. En segundo lugar,
el uso de una técnica que siglos mas tarde sera llamada la representacion en fracciones continuas para
aproximar razones entre magnitudes no conmensurables. En tercer lugar, la objetivacion de la razon a través
de la secuencia de numeros obtenida a partir de las divisiones sucesivas. Pero en este momento, la razon, si
bien objetivada en una representacion (la secuencia de residuos), aun no es nimero.

Este procedimiento para calcular y comparar razones fue ampliamente utilizado en la Edad Media dando
importantes avances en la representacion simbdlica de los nimeros y las razones y, por ende, en las técnicas
para operar con estas nuevas cantidades. Por ejemplo: Bombelli introduce de manera sistematica el uso de las
fracciones continuas (llamadas asi mas tarde por Wallis) para expresar cantidades racionales e irracionales (las
fracciones continuas, conservan la esencia del método de divisiones sucesivas de Alkhayyam, pero convergen mas
rapidamente en el sistema de numeracion decimal). Oresme desarrolla un estudio sistematico de las proporciones
continuas mostrando nuevas técnicas de representacion que facilitaron los calculos con las potencias y las
raices (Oresme & Grant, 1965); Napier introduce los logaritmos proporcionando nuevas técnicas de calculos
entre cantidades que cambian proporcionalmente con respecto al tiempo.

Hechos como estos fueron determinantes en el desarrollo de nuevas formas de representacion para las
cantidades y los nimeros, nuevas técnicas para calcular con estas cantidades y, por ende, nuevas formas para
resolver los problemas, y por qué no, nuevos problemas que permiten la constitucion de un escenario en el que
nimeros y razones cambian rapidamente, conceptualmente hablando.

Estos cambios se evidencian, por ejemplo, en el trabajo de Vieta, en donde a partir de un programa unificador
que le permitiera aplicar el andlisis no solo a lo geométrico (en el sentido de Pappus), sino también a lo
aritmético (en el sentido de Diofanto), desarrolla una conceptualizacidn sobre el anélisis y la sintesis que aplica
por igual a ambas ramas del conocimiento, basado, por supuesto, en una teoria de proporciones que aplica
entonces tanto a nimeros como a magnitudes, con lo que efectivamente asume el algebra no solo como una
teoria sobre las ecuaciones, sino como una teoria general de las proporciones (Klein, 1992). Es asi entonces que
para Vieta una proporcion puede decirse es la constitucion de una ecuacion, y la ecuacion, la manera de resolver
una proporcion (Viete, 1630, 1630/1983), Igualmente afirma (finalizando el capitulo 1) que este obtener las
proporciones y las ecuaciones se apoya en los principios generales de la ldgica, del silogismo, en las nociones
comunes, en los axiomas y teoremas ya conocidos (refiriéndose a los elementos de Euclides), como se evidencia en
el capitulo II donde enuncia los principios generales, tomados de los elementos, sobre los cuales se fundamentan
los simbolos para las ecuaciones y las proporciones

Pero, asi como el algebra se constituye en una teoria general de las proporciones, aplicables tanto al niumero
como a las magnitudes, los simbolos usados por Vieta para representar las magnitudes o los nimeros comportan
igualmente una nocion de cantidad generalizada. Asi entonces, la incognita se hace la representacion
generalizada de la cantidad o de la magnitud, se opera con ella como si fuera un nimero, y por qué no, se
constituye una nueva forma de calculo (Klein, 1992). En palabras de Vieta, una “logistica especiosa” (calculo
con lo simbolico), en la cual los simbolos usados representan la forma de la cosa, y no la cosa en si misma, es
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decir son signos con estructura espacial usados para representar la naturaleza de las magnitudes, y en el mismo
sentido, las ecuaciones son construcciones que representan las relaciones (las proporciones) entre las
magnitudes involucradas en la situacion, y estos signos se hacen cosas, como objetos del pensamiento, con las
que se puede operar. Es en este sentido que Klein afirma que en Vieta esta el nacimiento del concepto moderno
de numero, no medido tanto por su nivel de abstraccion, sino por su capacidad para el calculo simbdlico, y eso
es lo que se encuentra en el conjunto de reglas establecidas para el calculo especioso, las cuales, a la manera
de un sistema axiomatico, crean un contexto dentro del cual se define el objeto mismo con el que se tratard, a
saber, la incognita como nimero generalizado.

Esta formulacion de la razon como numero se hace explicita en otros matematicos de los siglos XVII y XVIIL.
Por ejemplo, Newton, en su texto Aritmethica Universalis (Newton, 1720, 1972), define numero de la siguiente
manera: “por numero comprendemos, no tanto una multitud de unidades, como la razén abstraida de cualquier
cantidad a otra cantidad del mismo tipo, la cual tomamos como unidad” (Newton, 1720, p. 2). En esta definicion
de nimero hay profundas raices de la herencia cartesiana, pero a diferencia de este, se hace explicito el caracter
de niimero presente en las razones. En la misma pagina, Newton afirma la existencia de tres tipos de numeros:
enteros (whole), los que son un multiplo entero de veces la unidad; fracciones, los que son una parte
submultiple (submultiple part) de la unidad de medida, y absurdos (surds), los que no son conmensurables con
la unidad. Notese entonces la relacion explicita entre los nimeros, las razones, la medida y, por ende, las
cantidades en general, y las magnitudes en particular. Adicionalmente es interesante mencionar que al explicar
el valor posicional de las cifras utilizadas para la notacion de los nimeros (explicitamente afirma, en una nota
al pie de pagina, que la notacién nos ensefia a expresar en caracteres (simbolos) cualquier nimero expresado en
palabras, y la inversa, como enunciar cualquier nimero propuesto en caracteres), las fracciones de unidad
expresadas en esta notacion son llamadas fracciones decimales puesto que ellas siempre decrecen en una razéon
decimal, mientras que las partes enteras son llamadas la clase de las unidades, las decenas, las centenas,..., en
tanto van en una razén décuple.

El conjunto de caracteres que expresan un numero es llamado la figura del nimero (como se hacia desde la
Edad Media). Méas adelante define las cantidades como positivas o negativas, identificando con esto aquellas
que son mayores que, o0 menores que cero (la nada), dando ejemplos con respecto a los bienes que se poseen,
las deudas, los movimientos adelante o atras, los aumentos o las disminuciones, lineas orientadas, etc. Notese
como Newton aun no reconoce las cantidades negativas como niimeros, como si sucede con los racionales y
los irracionales, pero si caracteriza la negatividad como una especie de atributo de la cantidad que expresa dos
tipos de movimientos de la cantidad, uno de los cuales es opuesto al otro (aumentar disminuir, poseer no poseer,
derecha izquierda). Desde el punto de vista pedagogico esta observacion es interesante, pues, asi como la
medicion, en donde la magnitud de referencia se identifica con el “1” fue clave en la comprensioén de las
razones como numeros y, por ende, de aceptar los irracionales como ntimeros, entonces el movimiento de las
cantidades, la identificacion de esos dos movimientos uno como opuesto del otro, puede ser la clave para la
comprension de las cantidades negativas como numeros por parte de los estudiantes. Todo lo anterior subraya
que, desde el punto de vista epistemologico, esta comprension no es evidente, o al menos, como lo muestra
Emmanuel Lizcano (1993) en su libro /maginario Colectivo y Creacion Matematica, no es evidente en la cultura
occidental, no siendo este el caso para otras culturas, como el caso de las matematicas en la antigua China.

Conclusiones

Como lo expresan Rashed y Vahabzadeh (1999), en el trabajo de Alkhayyam cada razén queda identificada
con una sucesion de nimeros que la identifican de manera univoca, haciendo que la razén pueda ser analizada
en si misma, y no, como en el caso de la definicion euclidea del libro V, en donde una razén siempre debe ser
analizada con respecto a otra (la que es igual, o menor o mayor. Esto es sin duda un importante avance en la
objetivacion de la razén como cantidad, dotando a las razones de un estatus simbdlico, lo que permite generar
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nuevas técnicas para actuar con estos objetos matematicos (operar con los simbolos), ganando asi autonomia
como entidad con naturaleza propia. Notese que esta nueva caracterizacion simbolica de la razon permite
unificar en una sola entidad simbdlica las razones entre cantidades discretas y entre cantidades continuas, y,
ademads, unifica las técnicas y procedimientos que antes respondian a formas de actividad diferenciada (las
formas de hacer en la aritmética diferian de las formas de hacer en geometria, no solo porque la naturaleza de
los objetos difiere, sino por el tipo de instrumentos utilizados). De esta forma la idea de razon se reconoce en
las operaciones que permite sobre las cantidades a las que se aplica, en las formas de representacion del resultado
de esta operacion (Rashed, R., & Vahabzadeh, B., 1999), y en las operaciones y relaciones que se pueden configurar
con esta nueva entidad simbolica

En relacion con la notacion como emergente de un proceso de division, la razén remite de una u otra forma a una
representacion de la cantidad no entera, proceso solucionado en algunos momentos a partir del sistema de
numeracion existente, o a partir de la invencion de formas especiales de notacion, como es el caso de las fracciones
en la antigua China, quienes usaron las fracciones tal como las conocemos hoy en dia. Este aspecto de la
representacion y la operacion con la representacion es clave, pues podria decirse es lo que permite dar el estatus
de niimero a cantidades que no son enteras (fracciones, raices). Si bien a lo largo de la Edad Media se
constituyeron como entidades simbolicas con las cuales se podia operar, que representaban las razones y
proporciones entre numeros o magnitudes, admitiendo su naturaleza de cantidad, no se asumian como numeros
en tanto se conservaba la conceptualizacion griega del nimero. Es asi que, en la edad media, con el refinamiento
de las técnicas para operar con las razones (por ejemplo, los procedimientos asociados con las fracciones continuas),
y la difusion del conocimiento sobre las fracciones (que llega a Europa en la edad media gracias al contacto con los
arabes, quienes a su vez lo aprendieron del os hindues), se desarrollan nuevas comprensiones del niimero, y de sus
formas de notacion. Es notable entonces el trabajo de Stevin, que permite unificar las nociones de unidad aritmética
y geométrica, al igual que reconoce el status numérico, tanto de la unidad, como de las fracciones de unidad. Este
proceso de objetivacion de la razon como ntimero, se ve con toda claridad en la nociéon de nimero expresada por
Newton, quien a su vez la habia aprendido de su maestro Barrow, al expresar que el nimero es la esencia de lo que
queda luego de abstraer de las razones, toda referencia a las magnitudes de las cuales ellas expresan su medida
relativa (relacion cuantitativa).

Esta idea, muy similar a la idea moderna de niimero, expresada por Russell en términos logicos (a partir de las
nociones de cardinal y clase), hace practicamente indisociable las nociones de ntimero y razén. Es mas muestras
coémo detras del concepto de moderno de niimero, la base fenomenoldgica, descansa sobre la una idea de razon.
Pero este reconocimiento del nimero como esencia abstraida de la razén, va de la mano, como ya lo habia
indicado Vieta, de la posibilidad de reconocer en el signo un objeto con el cual se opera, de alguna manera
definido por dicha estructura operatoria. Este discurso sobre el simbolo, donde el nimero se refiere no tanto a
las cantidades sensibles a través de los sentidos, sino a la estructura definida por el simbolo y sus operaciones,
hace posible una racionalidad en la que se aprehende a través de la razon aquello que, en otro momento, se
habia considerado por fuera de la razon misma. Sin embargo, esta apertura al discurso simbolico del nimero
no implica un rompimiento con los fundamentos intuitivos de este; es decir, la naturaleza misma del nimero,
los fundamentos primarios de este, siguen siendo puestos con respecto a esas cantidades sensibles de las cuales
el numero es una abstraccion simbdlica, y en donde el simbolo gana independencia, por asi decirlo, de esa
fuente fenomenoldgica primaria. Es una objetivacion del namero en el simbolo.

Reconocimientos: Este articulo toma como referencia los resultados de la Tesis Doctoral del autor
(Obando, 2015).
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