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Abstract

This research is based on the analysis of the manifestations of
mathematical thinking that arise during the solution of significant
problems, mathematical and context in the framework of
combinatorial analysis, and the corresponding construction of
meanings of the concepts implicit in them with the aim of Characterize
and consolidate a way of thinking that was called combinatorial
thinking.

The study was carried out with an experimental design in two phases,
one under action research and the other under investigation of
grounded theory, involving the design of a didactic unit, consisting of
eight activities based on the basic principles of counting, instrument
which was implemented and developed with first-year students of
engineering careers, in the course of Problem Solving.

For its part, this research left the methodological and research
proposal consolidated in the “Methodological Model” « 1.C.O.R. ».
Thus, on the structure of the model was made the didactic research,
which concludes that the findings provided sufficient evidence that
was consolidated in a systematic way, evidencing that in the process
of construction and development of mathematical thinking during
problem solving of combinatorial analysis, there are structures that
are implemented with the support of fundamental operations of
cognitive activity. These recognized structures correspond to the
structure of representation, the structure of relation and connection,
the conceptual structure, the combinatorial structure and the
combinatorial generalization structure. The type of mathematical
thinking implicit in them was characterized on this structure scheme,
obtaining the description of the generation and structuring of the
forms of understanding and the combinatorial ways of thinking and
the interrelation between them, which originates the new ways of
understanding combinatorial. The latter provides novel and valuable
elements for the characterization of combinatorial thinking.

Resumen

Esta investigacion se fundamenta en el andlisis de las manifestaciones
del pensamiento matemdtico que surgen durante la solucion de
problemas significativos, matemdticos y de contexto en el marco del
andlisis combinatorio, y la correspondiente construccion de
significados de los conceptos implicitos en las mismas con el objetivo
de caracterizar y consolidar un modo de pensar que se denomino
pensamiento combinatorio.

El estudio se realizo con un diseiio experimental en dos fases, una
bajo la investigacion-accion y la otra bajo la investigacion de la
teoria fundamentada, implicando el disefio de una unidad diddctica,
constituida por ocho actividades fundamentadas en los principios
bdsicos de conteo, instrumento que se implemento y se desarrollo con
los estudiantes de primer afio de las carreras de ingenieria, en el
curso de Solucion de Problemas.

Por su parte esta investigacion dejo la propuesta metodologica y de
investigacion consolidada en el “Modelo Metodologico « I.C.OR.»".
De esta forma, sobre la estructura del modelo se hizo la investigacion
diddctica, con la cual se concluye que los hallazgos proporcionaron
suficiente evidencia que se consolido de manera sistemdtica,
evidencidndose que en el proceso de construccion y desarrollo del
pensamiento matemdtico durante la solucion de problemas del
andlisis combinatorio, existen unas estructuras que se implementan
con el apoyo de operaciones fundamentales de la actividad cognitiva.
Estas estructuras reconocidas corresponden a la estructura de
representacion, la estructura de relacion y conexion, la estructura
conceptual, la estructura combinatoria y la estructura de
generalizacion combinatoria. Sobre este esquema de estructuras se
caracterizo el tipo de pensamiento matemdtico implicito en ellas,
logrando la descripcion de la generacion y estructuracion de las
formas de entender y las formas de pensar combinatorias y la
interrelacion entre ellas, la cual origina las nuevas formas de
entender combinatorias. Esto iltimo aporta elementos novedosos y
valiosos a la caracterizacion del pensamiento combinatorio.

INTRODUCCION

La Educacion Matematica «kEM», ubicada como una ciencia cognitiva
y social, tiene entre sus objetivos y fines investigativos la
caracterizacion del pensamiento matematico, la construccion y
validacion de modelos didécticos y la propuesta de estrategias
metodologicas para la ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Se
abordaran éstos, vistos desde la interaccion de los elementos de la
«EM» (las matemdticas, los estudiantes, los profesores, las
instituciones, las sociedades y las culturas) y fundamentadas desde su
aspecto epistemolodgico, ontologico, filosofico, psicologico vy
cognitivo.

Esto es propuesto y expuesto por varios autores. Schoenfeld (2000) ve
en la educacion matematica dos objetivos. El primero es el objetivo
puro propuesto para la ciencia basica, el cual tiene como finalidad
comprender la naturaleza del pensamiento matematico, la ensefianza y
el aprendizaje. El segundo objetivo, es el objetivo propio formulado
para las ciencias aplicadas, cuyo fin es mejorar el proceso de
ensefianza y aprendizaje de la matematica sobre la base de la
comprension de la finalidad del objetivo anterior. Desde su quehacer
el autor de la presente investigacion ve que hay un tercer objetivo, el
objetivo futuro en el cual la educacion matematica debe seguir
construyendo teorias y modelos que la consoliden como ciencia, para
lo cual espera y propone a los investigadores en «kEM» trabajar en la
construccion de teorias que permitan comprender y caracterizar el
pensamiento matematico, el aprendizaje y la enseflanza de las
matematicas en todos los niveles. A la par deben emerger y afianzarse
los modelos, siendo éstos los mediadores entre lo tedrico y lo practico.

De otra parte Font (2002) dice que la investigacion en educacion
matematica se focaliza de manera explicita o implicita en aspectos
como: 1) la ontologia general, 2) la epistemologia general, 3) las
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teorias sobre la naturaleza de las matematicas, 4) la teoria sobre el
aprendizaje y la ensefianza en general y de las matematicas en
particular, 5) la definicion del objeto de investigacion de la didactica
de las matematicas y 6) una metodologia de investigacion.

En Godino (1991) se hace una introduccion de la evolucion de la
educacion matematica «kEM» como una ciencia tendiente a formalizar
y construir teorias que explican la existencia e interaccion de los
elementos mencionados anteriormente.

Asi mismo Miguel de Guzman (2007) plantea algunos puntos de vista
con respecto a las tendencias innovadoras en los trabajos y tareas de la
educacion matematica como ciencia naciente. En cuanto a la filosofia
de la matematica actual, dice que ésta ha dejado de preocuparse por
los problemas de fundamentacion de la matematica como en el siglo
XIX, especialmente después los resultados de Godel a principios del
siglo pasado, indicando que desde entonces la filosofia de la
matematica ha enfocado su atencion en el caracter cuasiempirico de la
actividad matematica propuesta por Lakatos. En cuanto a los procesos
de ensefianza y aprendizaje de la matematica, considera la matematica
como un subsistema cultural, viendo asi la «<EM» como un proceso de
“interculturacion”- “proceso de inmersion en las formas propias de
proceder del ambiente matematico™®*-. Consideracion sobre la cual se
centran algunas las investigaciones en la actualidad. Y por otro lado
revisa las investigaciones sobre los procesos de pensamiento propios
de la matematica, viendo en ellas, mas que una transferencia de
contenidos, la matematica como un saber hacer y como una ciencia en
la que el método claramente predomina sobre el contenido.

Estos puntos de vista han provocado en los matematicos
consideraciones importantes en el entender y sentir las matematicas, y
en el significado de la ensefianza y aprendizaje de las mismas,
influenciando el futuro investigativo de la «EM», para que éste se dé
en procesos de pensamiento matematico, en trabajos sobre la intuicién
directa en lo concreto, el formalismo, la importancia de la motivacion
desde lo histoérico-cultural, y el impacto de las nuevas tecnologias
sobre la matematica.

De esta forma estos cambios visidonales sobre la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas y su objetivo por desarrollar el
pensamiento matematico con permeabilidad y aplicabilidad sobre
todas las ciencias también se han visto reflejados en el contexto social
colombiano, primero desde los Lineamientos Curriculares (1998), y
luego por los Estandares Bésicos de competencias (2006), documentos
emitidos por el MEN. En ellos se reconoce y establece la importancia
de un cambio frente a la enseflanza y aprendizaje de la matematica
motivado por una nueva concepcion que es el aprendizaje por
competencias; pensado desde la utilizacion del pensamiento logico y
matematico y sus herramientas como un medio para comprension e
interaccion con un contexto. Ademas, en ello se deja explicito que las
competencias matematicas requieren de ambientes de aprendizaje
enriquecidos por la solucion de problemas significativos, que
posibiliten avanzar a niveles de competencia cada vez mas complejos,
es decir que construyan nuevos y mas robustos significados de los
conceptos matematicos. Para ello se propone ver la matematica como
un conjunto de cinco tipos de pensamiento. El pensamiento numérico,
el espacial, el métrico o de medida, el aleatorio o probabilistico y el
variacional. Asi estos fines de tipo personal, cultural, social y politico
de la educacion matematica, abren nuevos horizontes y refuerzan las
razones para justificar la contribucion de la formacion matematica con
respecto a los fines de la educacion.

Lo anterior deja a la luz que una de las responsabilidades de la
comunidad de educadores matematicos es lograr la caracterizacion del

64 Guzman, M. de (2007). Enseflanza de las ciencias y la matematica.
Iberoamericana de Educacién. No. 043, Enero-Abril, 19-58. Madrid,
Espana.
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pensamiento matematico desde sus diferentes lineas de trabajo como
lo son la 16gica, la aritmética, la geometria, el algebra, la estadistica, y
la probabilidad, entre otras.

En este punto se puede percibir una falencia al omitir la importancia y
necesidad de considerar el estudio de la combinatoria como otro de los
tipos de pensamiento matematico, ya que el tratamiento que se le da
en esta postura no lo asume como tal, sino como una tematica
implicita dentro de los demas tipos de pensamiento.

Esta situacion se sigue reflejando después de haber realizado una
revision del estado del arte concerniente a la caracterizacion del
pensamiento matematico; se evidencia que estos trabajos e
investigaciones tienen como eje la aritmética, el algebra, la geometria,
el analisis de datos (estadistica) y célculo de probabilidades,
desarrollados en diferentes poblaciones que van desde los inicios de la
actividad escolar hasta la universitaria, dejando ver que el trabajo en
combinatoria ha sido poco explorado como lo afirma Lockwood, E.
(2013).

Es ahi, donde se ve la necesidad de direccionar investigacion de la
«EM» sobre esta area del conocimiento matematico. Area que, como
dice De Guzman (2007), es el area hacia la cual se esta desplazando la
matematica actual, después del apogeo del analisis del continuo. Este
fendmeno se debe al avance tecnologico y su estrecho ligamento con
las ciencias de la computacion e informatica, que ahora permiten hacer
el analisis de grandes cantidades de informacion, andlisis que tiene
una tendencia a lo cualitativo y descriptivo. Por este motivo se hace
importante la enseflanza y aprendizaje de la combinatoria, al permitir
que se consolide como una nueva forma de pensar cuya
caracterizacion y desarrollo debe tenerse en consideracion entre los
fines de la «<EM», el pensamiento combinatorio.

En la actualidad este tipo de pensamiento esta siendo desaprovechado
ya que, por un lado, se puede implementar como instrumento para
lograr que los estudiantes desarrollen procesos de generalizacion,
como por ejemplo, al utilizarlo en la transicion del pensamiento
aritmético, geométrico y probabilistico hacia el algebraico, mediante
la generalizacién en modelos combinatorios. Y por otro lado, en la
mayoria de los casos, al pensamiento combinatorio se le estd
limitando a un procedimiento intermedio para hacer calculo de
probabilidades. En cierto sentido se esta subutilizando al ser un factor
que permite evidenciar la estructuracion del pensamiento formal en el
adolescente, porque permite trabajar desde lo concreto para luego
pasar a la generalizacion en una misma situacion. En efecto, el
estudiante transita progresivamente de lo particular a lo general
mediante la construccidon de modelos basados en la teoria de la
combinatoria. Como lo afirma Restrepo P. (2010) “la combinatoria
enumerativa busca contar el niimero de elementos de un conjunto con
ciertas propiedades, lo cual consiste en encontrar su cardinal y
lograr contar sin contar; es decir poder determinar el niimero de
elementos de un conjunto sin necesidad de tener que hacer la lista en
la que se cuenten uno a uno” %. Es decir, a partir del analisis sobre
algunos casos particulares de los elementos de un conjunto, se puede
construir un modelo que permitird construir y conocer todos los
elementos del conjunto.

En concordancia con la descripcion realizada anteriormente, en cuanto
a los objetivos de la «kEM», la responsabilidad de los educadores
matematicos, las exigencias modernas ante los procesos de ensefianza
y aprendizaje de las matematicas, y la necesidad de evidenciar y
consolidar el pensamiento combinatorio como otro tipo de
pensamiento matematico, surge esta investigacion, para la cual se
plantea como pregunta orientadora de la misma ¢Cudles son las
caracteristicas propias del pensamiento combinatorio?, ya que

65 Restrepo Mesa Pascual. Un Recorrido por la Combinatoria 1. Olimpiadas
Colombianas de Matematicas, Universidad Antonio Narifio. 2010
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conociendo estas caracteristicas, se puede evidenciar su existencia,
fortaleciendo y aportando herramientas para su consolidaciéon como un
tipo pensamiento matematico a tener en cuenta, reconocido e
implementado por la comunidad de educadores matematicos.

Ademas, estas caracteristicas se utilizardn como insumo para crear e
implementar nuevas metodologias y didacticas, que seran replicadas
en los procesos y experiencias de enseflanza y de aprendizaje de las
matematicas en general, permitiendo una mejor orientacion y
aplicabilidad de las mismas. Al mismo tiempo permitiran mostrar las
ventajas de la combinatoria como herramienta interdisciplinar dentro
de la misma matematica, dejando ver la necesidad de su aprendizaje y
ensefianza, e inclusion en los curriculos.

Este proyecto de investigacion se desarrolla en el marco de las lineas
de investigacion del programa de Doctorado en Educacion
Matematica de la Universidad Antonio Narifio, en particular en la
linea de la ensefianza y aprendizaje de la matematica a través de la
solucion de problemas (especialmente problemas no rutinarios) y en
las estrategias del desarrollo, enriquecimiento y consolidacion del
pensamiento matematico (incluye la ensefianza y aprendizaje de la
matematica para estudiantes talentosos), lo cual dio el aval de orden
académico y cientifico para su ejecucion.

En este orden de ideas, se da la importancia y reconocimiento a esta
investigacion, la cual se centra en describir las caracteristicas del
pensamiento que los estudiantes evidencian durante la solucion de
problemas significativos de combinatoria, a partir de las cuales se
logra avances en la caracterizacion del pensamiento combinatorio. Se
implementa en el marco de la solucion de problemas matematicos y de
contexto abarcando la elaboracion de significado de conceptos de
conteo y la generalizacion en modelos.

Se organiza y propone la presente investigacion, de caracter
cualitativo, teniendo en cuenta las insuficiencias mencionadas
anteriormente, siendo las que marcaron la eleccion del tipo de
metodologia de investigacion cientifica necesaria para desarrollar la
idea de investigacion. En el Capitulo 3 se describe el modelo de
investigacion cualitativo y sus fases de desarrollo, a partir de las
cuales se presenta la construccion y desarrollo de la investigacion.

Problema de investigacion

(Cuéles son las caracteristicas del pensamiento combinatorio
implicitas en la solucion de problemas matematicos o de contexto y en
su modelacion para construir significado robusto de los conceptos
propios del analisis combinatorio?

Interiorizado el problema de esta investigacion, es claro que el
resultado de la investigacion es de orden conceptual descriptivo
requiriendo de una indagacion profunda para apropiarse de mayores
evidencias o soportes que permitieron conocerlo y comprenderlo,
logrando definirlo y describirlo para avanzar en la caracterizacion;
para asi construir el resultado final y dar respuesta al interrogante
planteado.

Lo anterior permite delimitar el problema dentro del objeto de
estudio denominado proceso de ensefianza y aprendizaje del analisis
combinatorio que sera manifestado en el transcurso de la solucion de
problemas significativos y no rutinarios del analisis combinatorio. La
poblacion participante se conformé por estudiantes (hombres y
mujeres) del ciclo de fundamentacion en carreras de ingenieria (primer
afio de carrera) de la Universidad Antonio Narifio, sede Bogota con
edades entre los 15 y 25 aflos.

Para hacer realidad esta investigacion y tomar un horizonte que
permitiera dar solucion parcial o total al problema planteado se fija el
siguiente objetivo general.

Objetivo general

Lograr avances en la caracterizacion del pensamiento combinatorio
implicito en la solucion de problemas significativos, matematicos y de
contexto y en la correspondiente elaboracion de significado de los
conceptos del analisis combinatorio en estudiantes que estan en la
transicion del pensamiento concreto al abstracto.

Se entiende la caracterizacion como la descripcion de las formas de
entender y las formas de pensar combinatoriamente de los estudiantes,
su interaccion y su consolidacion en la construccion del significado de
los conceptos de conteo, proceso que se llevara a cabo durante el
desarrollo de las clases de matematicas en el contexto de solucion de
problemas. De esta manera queda direccionado como campo de
accion el proceso de ensefianza y aprendizaje del conteo.

El proceso se desarrolla en el curso de Solucion de Problemas para las
carreras de ingenieria, en la Universidad Antonio Narifio, Sede Sur, de
Bogota, siendo éste la unidad de analisis.

Para tal fin, se formulan cinco preguntas cientificas que permitieron
direccionar la investigacion. Sobre las preguntas se generaron las
tareas de investigacion, la planificacion de éstas, y el cronograma, que
se construyd sobre la base de las fases de la metodologia de
investigacion cientifica, definida para este caso. Esta a su vez es el
medio organizador que permite ejecutar las tareas propuestas y
entrelazar los resultados obtenidos en cada una de ellas, alcanzandose
el objetivo propuesto en la investigacion.

Preguntas cientificas

P1. ;Qué modelos de caracterizacion del pensamiento combinatorio se
han desarrollado y cual ha sido su impacto?

P2 ;Cuales son los conceptos y significados empiricos que traen los
estudiantes en conteo?

P3 ;Cuales estrategias emplean los estudiantes en la soluciéon de
b

problemas de analisis combinatorio y como se puede caracterizar el
pensamiento involucrado en ellas?

P4 ;Como procede la consolidacion de un modo de pensar que puede
llamarse combinatorio y qué caracteristicas tiene?

P5 ;Como ayuda el pensamiento combinatorio a la comprension y
aprendizaje de otras ramas de la matematica?

La estructura del documento memoria de esta tesis esta constituido por
la  introduccién, cinco capitulos, las conclusiones, las
recomendaciones, las referencias bibliograficas y los anexos.

Los resultados de las primeras fases se reflejaron en una primera
revision del estado del arte contenido en el Capitulo 1 de este
documento. A su vez esta revision permite construir la respuesta a P1,
pues con la busqueda de respuestas a este interrogante se proyectd la
revision de los antecedentes al problema de investigacion. Con la
realizacion de este estudio se consolida el estado del arte, se
fundamenta el marco teodrico y referencial, y se construye el marco
metodologico con el cual se realiza la investigacion.

El Capitulo 2 dedicado al marco teorico, construido en si, para
fundamentar los cuatro componentes del modelo metodologico
propuesto. Siendo estos el componente de educacidon matematica —
pensamiento  matematico-, el componente disciplinar —la
combinatoria-, el componente metodologico —solucion de problemas-
y el componente cognitivo —teorias del desarrollo cognitivo-.

En el Capitulo 3 se consolida la revision del estado del arte, del marco
teorico y referencial, dando como resultado la creacion y construccion
del modelo metodolégico «I.C.O.R.». Propuesta que en adelante se
asume como el eje director de la metodologia, recoleccion de la
informacion y analisis de los resultados.
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En el Capitulo 4 se reportan el analisis de los resultados de la revision
de la informacion recolectada en los diferentes instrumentos, sobre la
base de la solucion de las actividades disefiada para tal fin. Analisis
que en primera instancia se consigna en las relatorias de clase y a
partir de este se definieron y consolidaron las categorias y variables de
analisis. Estos resultados se emplean para construir las respuestas a las
preguntas de investigacion.

En el Capitulo 5, Discusion de los resultados, sobre la base del analisis
de los resultados obtenidos en la fase anterior y las bases tedricas
definidas para tal fin, se da respuesta a las preguntas de investigacion
P2, P3, P4 y PS5., proporcionando un significado propio al
entendimiento del problema planteado que repercute directamente
sobre las conclusiones, las recomendaciones e implicaciones que
surgieron de la investigacion. Se describen los resultados y aportes
que son de orden teérico, practico y cientifico logrados al culminar
esta investigacion.

De este modo se da una respuesta clara, objetiva y contundente sobre
el objetivo y preguntas de investigacion, al igual que se logra
consolidar una solucién al problema de investigacion. De igual
manera, se dejaron abiertas nuevas preguntas de investigacion para
desarrollar en proximos trabajos.

En el CAPITULO 1. ESTADO DEL ARTE se presenta un resumen de
las investigaciones mas relevantes en relacion con el problema de
investigacion, clasificadas de acuerdo a sus enfoques y lineas de
investigacion, ya que a partir de ellas se construye el estado del arte
que soporta el trabajo. De éstas destacamos sus apartes referidos a la
definicion de combinatoria, los antecedentes referentes a la
investigacion en esta linea, la metodologia de investigacion (su
poblacion y muestra), sus conclusiones y/o aportes a la educacion
matematica. Cabe sefialar que la revision del estado del arte se orientd
a partir de la primera pregunta de investigacion: P1 ;Qué modelos de
caracterizacion del pensamiento combinatorio se han desarrollado y
cual ha sido su impacto?, interrogante que se tom6 como la hoja de
ruta para iniciar la busqueda de los antecedentes al problema de
investigacion. A partir de ésta se subdividid la revision en los
siguientes aspectos: 1) caracterizacion del pensamiento combinatorio,
2) modelos de pensamiento combinatorio y 3) Otras investigaciones
orientadas al estudio del conteo.

Realizada la bisqueda, la investigacion concluye que no se encuentran
modelos especificamente enfocados al estudio de la caracterizacion
del pensamiento combinatorio que determinen particularidades al
respecto. Precisa advertir, en todo caso, que existen trabajos
cientificos en los cuales se analiza el razonamiento combinatorio, sin
que éstos describan especificamente las caracteristicas del
pensamiento combinatorio, que hace parte del objetivo de la presente
investigacion.

Los siguientes son algunos de los referentes consultados,
observandose que estas investigaciones estan enfocadas especialmente
a revisar aspectos como: 1) Los errores mas frecuentes y sus causas en
el proceso de enseflanza y aprendizaje de las técnicas de conteo. 2)
Las estrategias propuestas a los estudiantes para desarrollar problemas
de conteo, mas no a estudiar el tipo de estrategias que los estudiantes
desarrollan de forma auténoma cuando se enfrentan a la busqueda de
una solucion a un problema combinatorio. 3) El tipo de problemas
rutinario que se presentan a los estudiantes, los cuales terminan
convirtiéndose en ejercicios de combinatoria repetitivos en cuanto a
estrategia de solucion y a estructura del mismo problema.

En Dubois, (1984) se destacan las condiciones que permiten tipificar
los problemas, permitiendo encontrar estrategias para abordar cada
problema, situacion que con la experiencia se convierte en rutinaria,
dejando de lado el desarrollo del pensamiento.
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Entre tanto, se puede mencionar trabajos como el presentado por
Kavousian, S. (2005): “The Development of Combinatorial Thinking
in Undergraduate Students” donde se investiga el desarrollo del
razonamiento combinatorio y se examina las dificultades presentadas
en la solucion de diferentes problemas combinatorios, estudio que
finaliza con asociar los errores en las soluciones a un tipo de
problema, para lo cual proponen clasificar los problemas
combinatorios segun el tipo de solucion convencional, antes de ser
presentados a los estudiantes. Se concluye que en este estudio no se
propone ni se usa ningin modelo que permita hacer un estudio sobre
el pensamiento combinatorio o su caracterizacion.

Rezaie M, Gooya Z. (2011) exponen en “ What do I mean by
combinatorial thinking? los cuatro niveles de comprension del
pensamiento combinatorio. Es asi como mencionan la exploracion de
la configuracion dada para contar en casos particulares, obtencion de
todos los arreglos posibles en el conteo, uso de casos de “n elementos”
en lugar de un numero finito dado de elementos, y conversion de un
problema en otro problema de combinatoria. Este estudio se basé en
explorar como los estudiantes usaban los niveles de comprension en la
solucion de problema rutinarios de conteo, sin implementar alglin tipo
de modelo y sin hacer descripciones de los razonamientos realizados
por los estudiantes.

Mabher, C. A., Powell, A. B., & Uptegrove, E. B. (2011) toman como
referente en la investigacion “Combinatorics and Reasoning:
Representing, Justifying, and Building Isomorphisms” el aprendizaje
individual que el estudiante alcanza y luego comparte en comunidad.
Consideran que los estudiantes son participantes activos en la
construccion y justificacion de su conocimiento matematico que los
llevo a la construccion de otros nuevos.

Lockwood, E. (2013) propone en la investigacion “A model of
students’ combinatorial thinking” que la caracterizacion del
pensamiento combinatorio se puede convertir en un “modelo” basado
en sistemas. En el modelo que construyo a partir del analisis
conceptual, describe y explica los aspectos comunes y significativos
en el proceso de conteo, mas no los procesos de razonamiento que el
estudiante realiza durante esta actividad.

En el CAPITULO 2. MARCO TEORICO se presentan los referentes
teoricos que se utilizaron en el andlisis de los resultados que
permitieron formalizar y establecer el resultado de la investigacion, al
igual que los fundamentos tedricos del modelo metodologico
propuesto desde la postura de cuatro componentes, el componente de
educaciéon matematica —pensamiento matematico-, el componente
disciplinar —la combinatoria-, el componente metodoldgico —solucion
de problemas- y el componente cognitivo —teorias del desarrollo
cognitivo.

En el componente de educacion matematica: Pensamiento Matematico
se concibe desde la base tedrica de la propuesta realizada por
Guershon Harel (2008 a, b) en su trabajo del modelo DNR. En este
aparte se resaltan los aspectos mas influyentes para esta investigacion
destacando que esta propuesta es el resultado de un profundo estudio
realizado por Harel sobre la demostracion matematica. La obra
completa se puede consultar en http:/www.math.ucsd.edu/~harel/.
En su trabajo Harel (2008 a) plantea que el fin de la educacion
matematica es desarrollar el razonamiento matematico del estudiante,
razonamiento que se compone de formas de entender y formas de
pensar. Esta postura pedagdgica la desarrolla Harel desde un marco
teorico que ha denominado “DNR de las matematicas”. Por sus
iniciales corresponden a tres componentes tomados en el marco de la
enseflanza y aprendizaje de las matematicas que son la Dualidad (D),
la Necesidad (N) y el Razonamiento Repetido (R). Para su
comprension, a continuaciéon se expone esta posicion teorica, producto
de la revision realizada a los documentos que ese autor ha presentado
para describir y definir el modelo. Esta postura de Harel surge como
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fruto del debate en la busqueda de respuestas a las preguntas “;Cual es
la matematica que debemos ensefiar en las escuelas? y (Como la
debemos ensefiar?”’

En componente disciplinar matematico: Combinatoria se trabajo sobre
la base teorica de la definicion de combinatoria enumerativa y los
principios fundamentales de conteo. De este modo se puede considerar
que la definicion de combinatoria se ha ido complementando a través
de las nuevas aplicaciones encontradas, sin perder su esencia que es
contar, como lo dice Restrepo (2010) “la combinatoria enumerativa
busca contar el nimero de elementos de un conjunto con ciertas
propiedades, lo cual concurre en encontrar su cardinal, teniendo como
objetivo el “contar sin contar”, es decir poder determinar el nimero de
elementos de un conjunto sin necesidad de tener que hacer la lista en
la que se cuenten uno a uno”, pasando por relaciones de recurrencia,
funciones generatrices, ecuaciones diferenciales, teoria de grafos y
teoria de juegos entre otras tematicas que se incluyen en el grandioso
campo de la combinatoria.

La definicion presentada anteriormente permitié tomar una posicion al
respecto, alrededor de la cual se desarrolld el componente disciplinar
utilizado en esta investigacion.

Para determinar los topicos a incluir se puede ver, por ejemplo, una
publicacion reciente en combinatoria, “How to Count” de Robert A.
Beeler (2015), publicada por Springer, en la cual se puede ver la
dimension y aplicabilidad que ha ido ganando la combinatoria a nivel
mundial, mientras que en el medio colombiano solamente se
desarrollan algunos apartes de unos dos o tres capitulos de este
referente, lo cual deja ver la falta de importancia que se le estd dando a
este campo.

Por otra parte, algunos de estos topicos deberian haber sido tratados en
la formacion escolar del estudiante, pero en el contexto colombiano
solamente se tratan en la universidad, y de manera muy superficial.
Con lo anterior se quiere evidenciar que la combinatoria no solamente
son las técnicas basicas de conteo, que en ocasiones son restringidas
ain mas, a solamente las permutaciones y combinaciones y como
elementos requeridos para hacer una introduccioén al estudio de las
probabilidades.

En el componente metodoldgico: Solucion de Problemas se desarrolla
a partir de una triangulacion entre las teorias de solucion de problemas
propuestas por Polya (1965), Schoenfeld (1985, 1992) y Miguel de
Guzman (1985). Esta permitié consolidar parte de la metodologia que
esta implicita en los instrumentos que se elaboraron para recoger la
informacion, la que deja evidenciar el avance en la consolidacion de
las formas de entender a las formas de pensar y viceversa. Otra parte
de la metodologia se marca por los resultados metodoldgicos de la
propuesta de Lakatos (1978). Sobre estos referentes no se hacen
analisis y comentarios en este documento por su amplia consolidacion
en el ambito de la educacidbn matematica. Ademas, hicieron parte,
como elementos metodoldgicos e interpretativos de los procesos y
resultados obtenidos, las consideraciones dadas por Gowers (2000), en
su trabajo “Dos Culturas Matematicas”.

El componente cognitivo: Teorias del Desarrollo Cognitivo se soporta
sobre los aportes tedricos pertinentes para nuestra investigacion,
tomados de las teorias del desarrollo cognitivo y del aprendizaje mas
destacadas de autores como Piaget y Fischbein. Sobre los aportes del
primer autor no se hace referencia en este documento por su amplio
reconocimiento dentro de la comunidad de educadores matematicos.
Con respecto al segundo autor se presentan algunos apartes de su
teoria de esquemas ¢ intuiciones.

En el CAPITULO 3. METODOLOGIA DE INVESTIGACION se
desarrollé desde dos enfoques; por un lado, estd la metodologia de
investigacion cualitativa propuesta por Herndndez Sampieri et al
(2014). La cual fue el hilo conductor del proceso investigativo en

general. Por otro lado, se desarroll6 una metodologia de investigacion
en didactica, para lo cual se construyo, desarrolld e implementd el
modelo metodologico «I.C.O.R.», constituyéndose éste en un espacio
conceptual y metodoldgico que facilitd y organizo la comprension del
problema de investigacion. De este modo se permitio establecer las
relaciones y caracteristicas de los elementos objeto de estudio. Sobre
la base del modelo se diseid y construyé la unidad didactica,
compuesta por ocho actividades que contenian los problemas cuya
solucion tiene implicita un concepto de conteo, al igual que se
disefiaron y planificaron las dieciséis clases necesarias para desarrollar
la unidad didactica. Estos instrumentos sirvieron para obtener y
recoger los datos e informacién necesaria para dar sustento a las
respuestas de las preguntas de investigacion.

Por otro lado, se hizo el disefio experimental en dos fases, una basada
en la investigacion-accion y la otra en los elementos de la teoria
fundamentada, de manera que con estos disefios se validaron los
instrumentos y la propuesta tedrico-practica del modelo metodologico
«.C.O.R.»:

La postura que permitié fundamentar el modelo metodologico fue
considerar la investigacion en educacion matematica «EM» como un
universo formado por cuatro componentes: uno de educacion
matematica, uno disciplinar, uno metodoldégico y otro cognitivo. Es
oportuno ahora indicar que estos componentes se articularon y
estructuraron bajo dos directrices, una de ellas es la ciencia del disefio
tratada por Lesh y Sriraman (2005) en la reconceptualizacion de la
educacion matematica como una ciencia del diseflo. La otra esta dada
por la adaptacion de las fases del disefio instruccional®®, tomadas de
las cinco fases del modelo genérico de procesos de disefio
instruccional ADDIE, de sus siglas en ingles Analysis (analisis),
Design  (disefio), Development (desarrollo), Implementation
(implementacién) y Evaluation (evaluacioén), implementadas para dar
la secuencialidad direccional a la construccién de cada uno de los
modulos que estructuran el modelo.

La estructura del modelo metodologico inicia con la definicion del
primer modulo, el mdédulo de las bases generales, el cual es un
componente invariante de la estructura general del modelo, quedando
éste conformado por los cuatro componentes mencionados
anteriormente.

El primer componente responde al [(para qué?] o a el porqué del
objeto investigado. Este da la directriz para definir la finalidad y el
fundamento en el desarrollo e implementacion del modelo, aplicado
sobre un sujeto. El segundo componente concierne a un campo o rama
del saber de las matematicas segun la clasificacion que historicamente
se le han dado, proporcionando el cuerpo a la intencionalidad, la cual
responde a [;el qué?] del objeto investigado. El tercer componente
recoge el método o heuristica [;el como?] el cual permite definir y
construir los instrumentos apropiados para el contexto del objeto y
sujeto investigado. El cuarto componente recae sobre el sujeto, siendo
éste el facilitador o participante sobre el cual se indagan sus opiniones,
sus saberes y su subjetividad frente al fenomeno en estudio segun sea
el objetivo de investigacion, el [ja quién?].

Establecidas las bases generales del modelo, éstas se iran delimitando
de forma progresiva en dos sentidos. Un primer sentido es el
transversal guiado por las fases del disefio instruccional adaptadas al
modelo lo cual permite concretar y consolidar un enfoque de lo
general a lo particular sobre el objeto de estudio. El segundo sentido
es el longitudinal, que estara direccionado por los componentes del

66 Williams, P. eat, Fundamentos de disefio técnico pedagdgico en el
aprendizaje. Disponible en URL:
http://aulavirtualkamn.wikispaces.com/file /view/2.+ MODELOS+DE+DIS
E%C3%910+INSTRUCCIONAL.pdf [Consulta 2 de octubre de 2015]
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modulo de las bases generales. Esto implica afianzar el desarrollo
integral y coherente de los nuevos moédulos que completaran la

DESARROLLO DEL MODELO METODOLOGICO

«I.C.O.R.» APLICADO
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Figura 1. Desarrollo del Modelo Metodologico «I.C.O.R.» aplicado a la caracterizacién del pensamiento combinatorio

Lo explicado anteriormente corresponde al desarrollo e
implementacion del modelo metodologico «I.C.O.R.» de forma
general. En la Figura 1, se presenta este desarrollo aplicado a la
caracterizacion del pensamiento combinatorio sobre la base
conceptual de los principios fundamentales de conteo. Ademas, se
observa que el componente disciplinar es la tnica variante en toda la
estructura, situacion que deja abierta la posibilidad de ser
implementado en los otros campos de la matematica.

La fase de implementacion se da con la concrecion del quinto mddulo,
el modulo del instrumento. Dadas las condiciones espacio-tiempo en
las que se planific esta investigacion se asume y define que el
instrumento pertinente para recoger la informacion, tener el control
sobre ella y que cumple con las especificaciones dadas por el modelo
para cada componente es una unidad diddctica.

El disefio y construccion de este instrumento metodolégico y didactico
se dio bajo la adaptacion de la estructura general de una unidad
didactica a los requerimientos del modelo. Esta estructura esta
compuesta por un titulo, una justificacion y unos objetivos, elementos
que responden al primer componente; unos contenidos (los principios
fundamentales de conteo) que responden al segundo componente; una
metodologia (propia del modelo « I.C.O.R.») que responde al tercer
componente; y unas actividades que responden al cuarto componente.

En el Anexo 1 se podra ver como ejemplo del disefio de las clases C1
y C2, correspondientes al desarrollo de la actividad Al, la cual se
presenta en el Anexo 2.

En este CAPITULO 4. ANALISIS DE LOS RESULTADOS DE LAS
ACTIVIDADES se presenta el analisis de los resultados bajo un

enfoque de focalizacion progresiva (Mertens, 2010)*7 en la cual se
hace una descripcion progresiva de las situaciones. Para esta
investigacion se realizo el andlisis de una forma exterior hacia una
interior, es decir, de los resultados grupales a los particulares,
siguiendo la estructura del modelo metodologico «“I.C.0.R.”», la cual
permitié establecer los componentes y fases de andlisis, como se
muestra en la Figura 2.

Fase 1. Unidades W Solucién Iniciativasl
—

< Parte N [ Formas de
Fase 2. Categorias Actividad \ Entender
Vv
Fase 3. Relaciones | Relacién entre Primeray Segunda
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VYV
- xl;n:incipio t;e\ e
Fase 4. Tema _>< ohten >—>| Formas de Pensar |

A4

I Fase 5. Relacién | Relacione}-:re"‘) I l
entre temas rincipios Interiorizacién
V'
Fase 6. Patrones | ) . > I Construccién de l
Descubrimientos ETRIaES Significado
N

Figura 2. Estructura de Analisis. Enfoque de Focalizacion
Progresiva

67 Mertens, D. M. (2010) Research and evaluation in education and
psychology: Integrating diversity with quantitative, qualitative, and mixed
methods, 3rd ed. Thousand Oaks, CA: Sage.
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El insumo utilizado para tal fin son las relatorias de clase que se
realizaron con el material producido por los estudiantes durante las 16
secciones de clase, al desarrollar las 8 actividades. Es de aclarar que
para comenzar el punto se analisis se focalizd sobre el nimero de
soluciones dadas a los diferentes problemas (iniciativas).

Antes cabe precisar dos aspectos. Un primer aspecto a considerar es
que los resultados y las discusiones que se presentan a continuacion
estan dados sobre la base de la consolidacion del analisis de los
resultados expuestos en el capitulo 4 del documento original de esta
investigacion. El segundo aspecto a considerar es que no se debe
asociar los resultados al nimero de respuestas correctas o incorrectas
dadas por los estudiantes, sino lo que se debe considerar es que estas
cifras representan el nimero de soluciones (completas, parciales y no
correctas) que fueron desarrolladas por los estudiantes. De éstas se
analizd paso a paso el razonamiento manifestado y presentado de
forma escrita por cada uno de los estudiantes participantes en la
investigacion. Ademds, éstas se cuantificaron para mostrar y
evidenciar las tendencias y comportamientos encontrados en el
analisis de los mismos.

De esta forma se puede estimar que las ocho actividades desarrolladas
por el grupo de 23 estudiantes del curso de Soluciéon de Problemas
(sujetos), conformaron la unidad didactica (instrumento) que agrupd
97 iniciativas (problemas), de las cuales se espera obtener 2231
soluciones (muestra objetivo). En la Figura 3 se presenta la
distribucion de este resultado, del cual se puede ver que el 60,8% de
estas soluciones se utilizo en el analisis de los resultados, siendo ésta
la muestra real.

Unidad de andlisis: Total soluciones esperadas 2231

PORCENTAJE DE SOLUCIONES

E] ] 2

SOLUCION CORRECTA[SC]  SOLUCION PARCIAL [S9) SINSOLUCION [S5] INASISTENCIA

TIPO DE SOLUCIONES

Figura3. Distribucion del total de soluciones esperadas en la
muestra objetivo

Como se puede observar en la Figura 4, realmente el aporte de la
informacion analizada corresponde al 71.7% de la muestra real.
Resultado que se da, ya que se excluyeron del analisis las soluciones
no correctas, que realmente no hacian ningun aporte al objetivo de
investigacion. De otro modo si habia algun aporte se consideraron
soluciones parciales. Ademads, se presenta en la distribucion el aporte
tomado en cada una de las partes de las actividades, evidenciandose
que en la medida en que se avanzaba en el desarrollo de cada una de
las partes de la actividad, el aporte fue mas significativo.

Categoria de andlisis: Total de soluciones analizadas dela muestrareal 973

0%

PORCENTAJE DE SOLUCIONES

PARTE DELA ACTIVIDAD

uSoluciones Correctas [SC] 8 Sokuciones Parciales [SP]

Figurad. Distribucion de la muestra real de analisis

Por otro lado, se pudo suponer que si el proceso llevado a cabo fuese
equitativo a lo largo del desarrollo de las ocho actividades, cada una
de ellas deberia haber aportado un 12.5% de informacion en
promedio. Al comparar este valor con los presentados en la Figura 5
se puede considerar que el proceso fue homogéneo ya que los valores
experimentales estan alrededor del valor teérico con una minima
diferencia que en parte se debe a la inasistencia de los estudiantes, ya
que el faltar al desarrollo de una de las dos partes de la actividad
presencial en el aula, afectaba el desarrollo de las otras partes de la
actividad. Esta situacion se evidencid especialmente en la A3, ocasion
en la cual faltaron mas estudiantes, mientras que se presento el caso
contrario en la Al y A8.

Estos resultados a su vez dejan ver como la propuesta metodologica
basada en la estructura del modelo «I.C.O.R.» logré equilibrar el
proceso de aprendizaje de los principios fundamentales de conteo, ya
que en general los resultados de las dieciséis clases fueron similares
como se muestra en la Figura 5

COMPARATIVO: APORTE DE CADA ACTIVIDAD AL ANALISIS
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Figura 5. Distribucion del aporte de cada actividad ala analisis

En el CAPITULO 5. DISCUSION DE LOS RESULTADOS se da
respuesta a las preguntas cientificas que se plantearon para direccionar
esta investigacion, conducentes a alcanzar el objetivo general y dar
solucidn al problema de investigacion planteado. Se recuerda que para
las preguntas P1 se dio respuesta en las conclusiones del resumen del
capitulo 1.

En cuanto a la P2 ;Cudles son los conceptos y significados empiricos
que traen los estudiantes en conteo?

Para este investigador, esta situacion se ha de considerar como lo ideal
en el abordaje inicial del problema, ya que en esencia si el estudiante
logra reconocer el conjunto o conjuntos iniciales, y con éstos
construye un arreglo (configuracion), en particular estd interpretando
las condiciones dadas sobre los elementos. Esta accion le permitira
hacer una relacion y conexion con sus preconceptos o experiencias en
el area, permitiéndole iniciar la construccién de sus primeras formas
de entender combinatorias. Una manifestacion de éstas son las
relaciones de similitud que establece con otro problema que presenta
una estructura muy similar, siendo ésta una caracteristica del
pensamiento combinatorio.

De esta forma en lo que respecta a lo evidenciado se ve que, en su
mayoria, los estudiantes hacen algun tipo de arreglo inicial, situaciéon
que refleja la comprension y distincion de las condiciones iniciales
sobre los elementos. Estas condiciones posteriormente les permitiran
construir significado del concepto de conteo implicito en la solucion
del problema, ya que éstas corresponden a los atributos propios del
concepto.

En cuanto a los conceptos previos explicitados por los estudiantes ante
su primer enfrentamiento a cada una de las actividades, se analiz6 si el
estudiante los manejaba de forma natural (no formal) pero andloga a la
nociéon de conteo implicita en la solucion de los problemas que
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conformaron cada una de las actividades. Por ejemplo, en la Actividad
2, se iniciaba la construcciéon del significado del concepto de
permutacion (inmerso en el principio de la permutacion) y los
estudiantes, bajo el principio del producto, lograron construir el
principio, identificando las caracteristicas que distinguen este
concepto, a saber, arreglos con orden y sin repeticion.

En cuanto a P3 ;Cudles estrategias emplean los estudiantes en la
solucion de problemas de andlisis combinatorio y como se puede
caracterizar el pensamiento involucrado en ellas?

Se observo la utilizacion de diversas estrategias, entre ellas tenemos la
estrategia de listas, que fue implementada especialmente en las
primeras actividades, y ademas se observo que se dejaba como tltimo
recurso después de explorar e intentar hacer la solucion mediante
razonamientos basados en algun concepto combinatorio (formas de
entender combinatorias). El diagrama de arbol fue muy poco
implementado por el grupo de estudiantes, dado que en su mayoria
encontraron unas estrategias menos dispendiosas, como lo fueron los
simbolos o el diagrama de casillas. Los simbolos se entenderan como
la asignacion de una letra, un niimero u otro simbolo para representar
los elementos involucrados en la solucion, simplificando de esta forma
su escritura y facilitando un control en la elaboracion de las
configuraciones. Las casillas por su parte son espacios representados
por rectangulos o guiones, que representan las posiciones de cada uno
de los elementos dentro de una configuracion, esquema que permitio
visualizar las relaciones a considerar (analisis de las condiciones sobre
los elementos —formas de entender-).

Por otro lado, se analizd que otro grupo de estrategias empleadas por
los estudiantes en la solucion de los problemas propuestos fueron sus
formas de proceder, las cuales estaban directamente asociadas a una
estructura conceptual de formacion previa o en proceso de
construccion.

En primera instancia tenemos el conteo sistematico, basado en alguna
de las estrategias de representacion expuestas anteriormente,
representacion sobre la cual el estudiante hace el analisis
(identificacion de los atributos propios del concepto combinatorio
pertinente, basado en el andlisis realizado a partir de las condiciones
dadas sobre los elementos del conjunto inicial), logrando establecer
una relacion y conexioén conceptual, que le permite identificar un
concepto previo apropiado o adaptable, siendo esta accién una forma
de entender. Esta, mediante puentes cognitivos propios de la
cognicion del estudiante, se organiza y orienta en la construccion del
nuevo significado al concepto aplicado, accion que estara relacionada
a un proceder dado por una forma de pensar la cual esta asociada al
principio de conteo que concierne dicho concepto. Por otro lado, se
puede ver que la construccion de este nuevo significado puede ser la
formaciéon de un nuevo concepto, es decir de una nueva forma de
entender.

El proceder descrito anteriormente se considera por parte del
investigador como la evolucion de las estructuras el pensamiento
combinatorio, que traen consigo mismas la evolucion entre las formas
de entender combinatorias y las nuevas formas de entender (formas de
entender mas robustas), asociadas a una forma de pensar que permite
la transferencia o el cambio de la una a la otra. Por ejemplo, una forma
de entender asociada al concepto de la permutacion, influenciada por
el proceder del principio del producto, se transforma en una nueva
forma de entender combinatoria, formando el concepto de la
variacion.

En cuanto a la P4 ;Cdmo procede la consolidacion de un modo de

pensar que puede llamarse combinatorio y qué caracteristicas tiene?

Antes de continuar, es de aclarar lo que significa para este
investigador el “caracterizar el pensamiento combinatorio”. Entre las
cosas que se buscaron fue entender y describir como el estudiante

realiza las operaciones fundamentales de la actividad mental, entre
ellas la abstraccion, provocadas y orientadas a partir de las acciones
mentales generadas durante el proceso de interpretacion que él realiza
cuando se enfrenta o se reta a solucionar un problema significativo,
matematico (en este caso del analisis combinatorio) o de contexto. Se
aclara que la investigacion se enfoc6 en examinar el pensamiento que
utilizaron los estudiantes en la solucion de los problemas planteados
en las actividades disefiadas para tal fin y en consecuencia se podran
ver los resultados como un avance significativo en la caracterizacion
del pensamiento combinatorio, realizada sobre la base del marco
teorico y metodologico construido para tal proposito.

En este sentido los resultados experimentales de la investigacion
llevaron a concluir y proponer una caracterizacion del pensamiento
combinatorio suscitado por el analisis hecho por los estudiantes de las
situaciones y preguntas planteadas. Esta caracterizacion se presenta de
manera general en la Figura 6.

| CARACTERIZACION DEL PENSAMIENTO COMBINATORIO |

ESTRUCTURA DE GENERALIZACION COMBINATORIA
--- NUEVAS FORMAS DE ENTENDER -—

ESTRUCTURA COMBINATORIA
---FORMAS DE PENSAR ---

ESTRUCTURA CONCEPTUAL
---FORMAS DE ENTENDER -—

ESTRUCTURA DE RELACION
PRIMERAS FORMAS DE ENTENDER

ESTRUCTURA DE REPRESENTACION
PRIMERAS ACCIONES MENTALES

Figura 4. Estructura de la caracterizacién del pensamiento
combinatorio

En la estructura de representacion la caracteristica principal del
pensamiento  combinatorio es el reconocimiento de las
configuraciones (analisis de las condiciones dadas sobre los elementos
de un conjunto o los conjuntos iniciales), accion que se realiza
mediante el uso de las estrategias de representacion y la interaccion de
operaciones mentales como la clasificacion y organizacion.

En la estructura de relacion y conexion se da la evocacion de las
formas de entender combinatorias, asociadas a la aprehension que se
gener6 sobre la representacion y basadas en el analisis (realizacion de
procesos mentales como la observacion, comparacion, distincion,
entre otros) realizado a las condiciones dadas sobre los elementos. De
esta forma se permite la identificacion de la existencia, o no
existencia, de los atributos combinatorios propios de las condiciones
como: orden, repeticion, distincion y posicion de los elementos, las
cuales estan directamente inmersas en los conceptos combinatorios,
accion que permite la construccion de nuevos significados del
concepto o conceptos involucrados.

En la estructura conceptual se producen las formas de pensar
combinatorias, como consecuencia de la sintesis realizada al proceso
de la estructura anterior, sintesis en la que se activan procesos
mentales como la integracion y la orientacion del conocimiento, que
se materializa bajo un proceder asociado a alguno principio del
analisis combinatorio. Esta es la caracteristica del pensamiento
combinatorio en esta etapa, el paso de una forma de entender
combinatoria a una forma de pensar combinatoria.

En la estructura combinatoria, el pensamiento combinatorio se
caracteriza en su etapa de formal, basada en la abstraccion y la
conceptualizacion. Es decir, se considera que el estudiante que alcanza
esta estructura, ha construido e interiorizado un concepto
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combinatorio, acciéon que le permite realizar las dos primeras
estructuras internamente (forma mental y abstracta), para ser
exteriorizadas directamente en formas de pensar estructuradas y
formalizadas. Ademas, como otra caracteristica de esta estructura, esta
el razonamiento a la inversa que puede realizar el estudiante.

En la estructura de generalizacion combinatoria el pensamiento
combinatorio se caracteriza por alcanzar resultados generales a partir
de resultados particulares y producir nuevos modelos combinatorios
sobre la base de los modelos ya conocidos, siendo las caracteristicas
principales la transformacion y la generalizacion.

De igual manera se deja claridad que este grupo de caracteristicas se
evidenciaron y convalidaron durante el proceso dado en la solucion de
problemas del analisis combinatorio, por lo cual se consideran que
constituyen un tipo de pensamiento, ya que pone de manifiesto la
existencia y el uso de operaciones cognitivas generales del
pensamiento, que se lograron caracterizar desde el caso particular de
la combinatoria, consolidandose este tipo de pensamiento, que se ha
denominado pensamiento combinatorio y alcanzandose asi una
solucidn satisfactoria al problema de investigacion.

En cuanto a PS5 ;Como ayuda el pensamiento combinatorio a la
comprension y aprendizaje de otras ramas de la matemdtica?

De acuerdo a lo manifestado por los estudiantes, se observa que en su
mayoria estan fuertemente de acuerdo en los aspectos mas relevantes
de la investigacion como la metodologia, como el aprendizaje a través
de la solucion de problemas, como el espacio de trabajo colaborativo y
el aporte que el pensamiento combinatorio puede traer a ellos en
diferentes aspectos. Ademads, en el plano personal, se destacan algunas
de las opiniones dadas por los mismos estudiantes.

= “Conocer un tema que era desconocido y evaluarme en qué nivel
de comprension estoy en la solucion de problemas”,

= “Me dejé un nuevo método de analisis de solucion de problemas.
Ya no tengo el pensamiento arcaico de enumerar todo, por el
contrario, puedo desarrollar el problema y crear formas
generales”,

= “Interpretar diferentes situaciones con compromiso y disciplina”,

= “Cambié la manera en las que veia los problemas. Me siento
capacitado para implementar este tipo de pensamiento en mi vida
laboral, pues en mi empleo las relaciones de materiales se llevan a
cabo por conteo, uno a uno. Con los nuevos conocimientos se
pueden hacer planteamientos para generar un cambio
significativo”.

Por otro lado, esta el rol de estudiante y su vision de la naturaleza de
la matematica, ante lo cual opinaron:

= “Yano veo la matematica de manera operativa-repetitiva”,

= “Encontré mejores herramientas para la solucion de problemas
matematicos”,

= “Buenas metodologias que nos sacaron del area de confort y lo
reta, lo ensefa y a la vez amplios métodos, iniciativas y principios
de pensamiento”,

= “Nuevas formas de comprender el planteamiento de problemas y
sus posibles soluciones. No so6lo en las matematicas sino en la
ciencia que se aplique”,

= “Conocimientos nuevos para atender otros cursos”.

Lo anterior es una evidencia, mas que natural muy sincera, por parte
de los estudiantes quienes sintieron gratificacion con los resultados y
aportes dados por el curso, tanto en metodologias para solucionar
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problemas como en conocimientos y estrategias para implementar en
lo personal, lo laboral y lo académico.

CONCLUSIONES

Se pretende poner en perspectiva la anterior discusion de los
resultados. En cuanto al objetivo general, se aclara que la
investigacion no tenia el objetivo de hacer una caracterizacion
exhaustiva, sino hacer avances significativos en la caracterizacion del
pensamiento combinatorio, sobre la base de la solucion de problemas
significativos, de matematicas y de contexto, con la correspondiente
construccion de significado de conceptos del analisis combinatorio. Se
estima que este resultado se alcanzo satisfactoriamente, como se
puede evidenciar en la contestacion a las preguntas dos, tres y cuatro
dada en el Capitulo 5.

Frente al problema de investigacion: “;Cuales son las caracteristicas
del pensamiento combinatorio implicitas en la solucién de problemas
matematicos o de contexto y en su modelacién para construir
significado de los conceptos propios del analisis combinatorio?”, se
puede concluir que los resultados proporcionaron suficiente evidencia
que se consolidé de manera sistematica. Es decir, deja ver que en el
proceso de construccion y desarrollo del pensamiento matematico
durante la solucion de problemas del andlisis combinatorio, existen
unas estructuras que se implementan con el apoyo de operaciones
fundamentales de la actividad cognitiva. Estas estructuras reconocidas
corresponden a la representacion, a la de relacion y conexion, a la
conceptual, a la combinatoria y a la de generalizacion combinatoria.

Con este esquema de estructuras se caracterizo el tipo de pensamiento
matematico implicito en ellas, sobre la base de describir la formacion
de las formas de entender y las formas de pensar combinatorias y la
interrelacion entre ellas, la cual origina las nuevas formas de entender
combinatorias.

Este grupo de caracteristicas se convalidé y fundamento a partir del
analisis de los resultados obtenidos por los estudiantes en la solucion
de problemas del analisis combinatorio. De esta forma se logrd
consolidar en los estudiantes un tipo de pensamiento matematico, que
se le ha denominado pensamiento combinatorio. Este proceso que se
desarroll6 a través de la unidad didactica disefiada para tal fin; hecho
que permitid hacer un aporte satisfactorio a la solucion del problema
de investigacion. La descripcion detallada de cada una de las
estructuras identificadas se hizo en los resultados de la Pregunta 4 de
investigacion presentados en el Capitulo 5.

Al evaluar los resultados de la investigacion con respecto a los
objetivos de la educacion matematica «EM», se dio con el
cumplimiento de dos de ellos. Uno relativo a la caracterizacion del
pensamiento matematico, propésito que se ratificd con la contribucion
realizada a la caracterizacion y consolidacion del pensamiento
combinatorio, como un tipo de pensamiento propio de las
matematicas. Por otro lado, estd el modelo metodoldgico «I.C.O.R.»,
construido como herramienta de metodologia de investigacion, pero
que a su vez puede servir como modelo didéctico para la ensefianza y
aprendizaje de otras ramas de las matematicas.

En cuanto a lo tedrico, esta la fusion que se logrd con los fundamentos
del pensamiento de Harel y el andlisis de Gowers, que permitio
estructurar el marco teoérico sobre el cual se construyd el modelo
metodologico «I.C.O.R.», modelo que se presenta como un esquema
aplicable al estudio de los diferentes fendmenos y problematicas
subyacentes en la «kEM»y; permitiendo su comprensioén y analisis. En
este sentido, el modelo es un espacio conceptual y metodologico que
facilitara y organizara la comprension de la realidad compleja inmersa
en la «<EM», ya que permite seleccionar el conjunto de elementos
objeto de estudio, y descubre y caracteriza la relacion entre ellos;
ademads, profundiza en las implicaciones que emergen con la practica.
De este modo, aporta y deriva nuevos elementos para investigar,
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nuevos conocimientos, nuevas metodologias y nuevas experiencias.
Estas deben enriquecer la calidad de la dinamica del proceso de
ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

Por otro lado, se tiene la innovacion dada con la ampliacion del DNR
al DDNR, denominado asi dentro del modelo metodologico el
“DOBLE DNR” (DDNR), siendo ésta la base desarrollada en la
segunda etapa del modelo, la etapa de la Réplica. Ademas, se resalta
que en el modelo DNR se enuncia la existencia de las formas de
entender y las formas de pensar, sin describir en detalle las
caracteristicas que tienen cada una de ellas dentro del pensamiento
matematico ni precisar las formas en que interactian. Esta
particularidad se desarrolld en la caracterizacion del pensamiento
combinatorio llevada a cabo en esta investigacion.

En cuanto a la enseflanza y aprendizaje de la combinatoria la
estrategia de trabajo del modelo metodologico «I.C.O.R.» se considera
muy significativa; ya que, tanto para el autor como para los
estudiantes, la ensefianza a través de la solucion de problemas, fue una
experiencia novedosa.

En cuanto a su aporte practico, esta investigacion dejo como resultado
la construccion y consolidacion de la unidad didéactica basada en el
modelo, que podra ser implementada dentro del syllabus de los cursos
que desarrollen la unidad tematica de los principios fundamentales de
conteo. Esta incluye el disefio metodologico de clases y la elaboracion
de las actividades implementadas sobre la base tedrica de los
principios fundamentales de conteo, de la suma, del producto; de la
permutacion, variacion, combinacion, el trasfondo del conteo
contenido en el teorema de binomio y el principio de inclusion -
exclusion.

Finalmente, es claro que la investigacion arrojé unos resultados que
podran exponerse en ponencias y publicaciones cientificas.

RECOMENDACIONES

A continuacion se dejan algunas recomendaciones para futuras
investigaciones en educacion matematica, y en general para toda la
comunidad de educadores matematicos.

En cuanto al objetivo de la caracterizacion del pensamiento
combinatorio, por un lado, es necesario continuar con ello ya que la
presente investigacion pretendio lograr unos primeros avances. Esto
puede hacerse en especial frente a otros topicos de la combinatoria,
con el objetivo de ratificar, precisar y complementar la caracterizacion
lograda y enriquecer la descripcion alcanzada en las diferentes
estructuras propuestas, y, por otro lado, de consolidar de manera
general la caracterizacion del pensamiento combinatorio. Esta
consolidacion permitira darle la importancia y status al pensamiento
combinatorio dentro de los curriculos, igual que el status que tienen
otros tipos de pensamiento matematico como el algebraico o el
geométrico.

En cuanto a los objetivos de la educacion matematica, se debe
implementar el modelo metodologico «l.C.O.R.» en nuevas
investigaciones que impliquen la caracterizacion de otros tipos de
pensamiento matematico. En otras palabras, se debe repetir esta
experiencia con otras unidades tematicas, con el fin de refinar el
modelo y ponerlo a prueba, de tal forma que se pueda consolidar
como un enfoque teoérico de caracter universal.

En cuanto a los aportes practicos se sugiere al Departamento de
Matematicas de la Universidad Antonio Narifio incluir total o
parcialmente la unidad didactica construida para esta investigacion,
como parte del material didactico utilizado en el proceso de ensefianza
y aprendizaje de la unidad tematica desarrollada —combinatoria basica,
en particular los principios fundamentales de conteo-, implementacion
que se puede hacer en los diferentes cursos que en sus syllabus
incluyen esta tematica.

En cuanto al curso de Solucién de Problemas utilizado como contexto
para esta investigacion se propone que se elabore en su totalidad con
una metodologia similar a la implementada en este trabajo, teniendo
como objetivos desarrollar el pensamiento aritmético, el pensamiento
métrico, el pensamiento geométrico, el pensamiento algebraico y el
pensamiento combinatorio. Esta situacion deja dos sugerencias. Una
primera sugerencia es la ampliacion de la intensidad horaria del curso.
Esto porque la experiencia vivida durante el curso exigi6 la utilizacion
de dieciséis clases, por un lado, y, por otro lado, porque se requiere de
suficiente tiempo que permita hacer el debate y discusion sobre las
formas de entender y de pensar de los estudiantes, las cuales son la
base para la consolidacion y desarrollo de cada uno de los tipos de
pensamiento. La segunda sugerencia es la capacitacion al grupo de
docentes que dirigen estos cursos con el objetivo que se involucren y
actualicen en la transformacion de la ensefianza a través de la solucion
de problemas, y que efectivamente el curso en toda la poblacion
procure los mismos resultados.

En cuanto a la poblacion y muestra se recomienda replicar esta
experiencia en otros contextos que involucren estudiantes de
educacion basica primaria, media y media superior (con la salvedad
que para la educacion bésica primaria y media se deben proponer y
construir nuevos problemas acordes con el nivel de desarrollo
biolégico y cognitivo de los estudiantes involucrados), tanto de la
educacion publica como privada. Por un lado, con el objetivo de
ratificar los hallazgos obtenidos en esta investigacion, y por otro lado
para complementar y robustecer los resultados de tal forma que se
pueda seguir consolidando la caracterizacion del pensamiento
combinatorio, y asi reunir mas evidencias para hacer sugerencias de
fondo que ayuden a la transformacion del curriculo actual de la
educacién matematica en Colombia.
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