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Resumen

El presente estudio tuvo como objetivo analizar el impacto que
genera el método heuristico de Lakatos en la educacion matemdtica.
Concretamente, se obtuvieron resultados importantes al considerar
dicha heuristica junto con la resolucion de problemas retadores
como metodologia en un curso de matemdticas discretas para
estudiantes de ingenieria de sistemas y licenciatura en matemdticas.
Se lograron resultados en cuanto a la implicacion de la heuristica en
el desarrollo del pensamiento matemdtico, en la actitud del
estudiante, en la construccion de demostraciones matemdticas y
como herramienta eficaz para la resolucion de problemas.

Por otra parte, la investigacion permitio aportar, en el contexto de la
educacion matemdtica, al importante debate acerca de si las
matemdticas es resolver problemas o demostrar teoremas que

considera tanto la postura filosdfica de Celucci acerca de la
naturaleza de la matemdtica y la postura cientifica de Gowers acerca
de las dos culturas inmersas en matemdticas, la que prioriza la
resolucion de problemas y la que privilegia la construccion de teoria,
y con ello aclarar el papel que desempeiian y como se
interrelacionan el entendimiento de teoria, la construccion de
demostraciones matemdticas y la resolucion de problemas singulares
en el dmbito de la educacion matemdtica.

Abstract

This study had as objective analyzing the impact that causes the
Lakatos heuristic method in the math education. Specifically, it
offered important results when considering this heuristic with the
resolution of challenging problems as the methodology used in
discrete math for system engineering students and math degree.
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Results were achieved about the implication of the heuristic on the
development of mathematical thoughts, on the student’s attitude, on
the construction of mathematical demonstrations and as an effective
tool to solve problems.

On the other hand, the study provided, in the mathematical education
context, to the important debate about if math is solving problems or
demonstrating theorems that consider the philosophical posture of
Cellucci about the math nature and the scientific posture of Gowers
about the two engaged cultures in math, the one that prioritizes the
resolution of problems and the one that favors the theoretical
construction, and with that clarify the role that they play and how they
relate to the understanding of the theory, the construction of
mathematical demonstrations and the resolution of singular problems
in the field of mathematical education.

INTRODUCCION

En la presente investigacion se consideran centrales las teorias e
investigaciones que colocan la resolucién de problemas como factor
importante dentro del quehacer del matematico, asignando un papel
subordinado a aspectos mas memoristicos 0 mecanicos que
tradicionalmente han dominado en el salon de clase, considerando que
¢éstos se deben abordar y aprender en el contexto de la resolucion de
problemas y no como fines en si mismos. Por ejemplo, el algoritmo de
la adicion por si solo puede ser efectuado por una calculadora o
computador sin mayor esfuerzo del usuario, pero en el proceso de
soluciéon de problemas retadores e interesantes puede suceder que no
solo se ejercita el algoritmo, sino que se buscan y obtienen otros
beneficios como analizar, generar estrategias, motivar a pensar, y por
ende desarrollar el pensamiento matematico.

Por otra parte, se considera el papel de la demostracién en el
aprendizaje de la matematica. Se ha evidenciado la gran dificultad que
acarrea llevar un proceso de demostracion en los estudiantes que
aprenden matematicas; esta dificultad se debe no sélo a la complejidad
implicita del proceso sino también a la manera como esta constituido
el curriculo y como el docente aborda la situacion de ensefianza.
Balacheff afirma al respecto: “;Cémo se ensefia la demostracion?
Generalmente se hacen demostraciones delante de los estudiantes y
luego se les pide hacer lo mismo.”"

La presente investigacion relaciona estos dos aspectos, la resolucion
de problemas y la demostracion, relacion que se logra a través de la
teoria propuesta por Lakatos, el método heuristico descrito en su obra
Pruebas y refutaciones. Se resalta la manera en que Lakatos hace
notar la forma coémo se construye, se justifica y evoluciona la
matematica. Es evidente que su obra tiene implicaciones didacticas;
son estas implicaciones las que motivan al autor de esta tesis hacia una
investigacion que tiene como objetivo analizar la influencia que tiene
el método de pruebas y refutaciones sobre el desarrollo del
pensamiento matematico, la resolucion de problemas y la construccion
de demostraciones formales. La investigacion se llevara a cabo con
estudiantes de licenciatura en matematicas que se encuentran entre el
sexto y octavo semestre y otros estudiantes inscritos en un curso de
matematicas discretas, y para ello se desarrollard un curso completo
con un diseflo preciso.

Dos aspectos importantes a tener en cuenta en la investigacion son el
analisis de la relacion entre resolucion de problemas, el método de
pruebas y refutaciones, y el desarrollo del pensamiento matematico,
por una parte, y el analisis de la influencia del método de Lakatos en
la construccion de una demostracion.

19 Balacheff, N. (2000). Procesos de demostracion en los alumnos de
matematicas. Bogota: una empresa docente y Universidad de los
Andes.

La tesis esta estructurada de la siguiente manera: una introduccion, un
capitulo 1. Estado del arte, un capitulo 2. Marco tedrico, un capitulo 3.
Modelacion y diseflo de actividades, un capitulo 4. Analisis y
valoracion de los resultados, Conclusiones, Recomendaciones,
Bibliografia y referencias y Anexos

Justificacion

“Existe evidencia en la literatura de educacion matematica que el
método de pruebas y refutaciones de Lakatos puede ser util para
examinar la produccion de conjeturas de los estudiantes y los procesos
de construccion de la demostracion™. Atkins (1997) por otra parte
afirma que el método de pruebas y refutaciones proporciona una
estrategia motivadora para involucrar a los estudiantes en la solucion
de problemas creando un ambiente en el cual los estudiantes razonan
matematicamente, comunican matematicamente, y hacen conexiones
matematicas®'.

Godino (1997) afirma que “el interés por la ensefianza de la
demostracion parece justificado por el papel esencial de los procesos
de validacion en la propia matematica, y el bajo nivel que muestran
los estudiantes en la comprension y elaboracion de demostraciones”.
Desde la experiencia del autor de la presente tesis, tanto en la etapa de
estudiante como la de docente de matematicas, se considera que la
construccion de una demostracion es una de las tareas mas dificiles de
llevar a cabo y que esto se debe en buena parte a los procesos
cognitivos involucrados, como es el de generalizar y el de abstraer, los
cuales considera Tall (1991) pertenecen al pensamiento matematico
avanzado.

Varios autores declaran la importancia de vincular la demostracion
matematica en el curriculo, (Balacheff, 1987; Hanna, 2000; Godino,
1997), y el tema sigue siendo de actual importancia en la comunidad
de educacion matematica. Por ejemplo, se ha abordado en importantes
eventos y congresos, tal como en el reciente Estudio ICMI (2009)
cuya conferencia tuvo lugar en la ciudad de Taipen (Taiwéan) y cuyo
titulo es “Proof and Proving in Mathematics Education”. La
apreciacion del propdsito o funcion de la demostracion en el aula de
clase difiere entre distintos autores. Gila Hanna es enfatica en el rol
que desempefia la demostracion como un vehiculo que promueve la
comprension matematica en los estudiantes. Nicolads Balacheff por
otra parte se centra en la demostracion como un tema esencial y
especifico de la matematica y asegura que la mayoria de estudiantes
fracasa en la construccion de una demostracion. Por otro lado, el
National Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 2000) en su
publicacion Principles and Standards for School Mathematics
reconoce el razonamiento y la demostracion como aspectos
fundamentales de las matematicas, alli se afirma que desde muy
temprana edad los estudiantes deben entender la importancia de
justificar cualquier afirmaciéon matematica ademds de discernir qué
argumentos son adecuados y aceptados desde un punto de vista
cientifico.

Es importante resaltar algunos aspectos claves sobre la ensefianza de
la demostracion. El primero es que existe una preocupacion de la
comunidad cientifica en investigar mas profundamente el tema. Hanna
(2007) argumenta que el rol de la demostracion a nivel secundario esta
perdiendo su importancia y por consiguiente es necesario encontrar
diferentes maneras de ayudar a los estudiantes a mejorar sus
habilidades y la comprension que ellos necesitan. En via contraria a
Hanna, hay un acuerdo entre algunos educadores matematicos en
asegurar que la demostracion en la escuela aparece unicamente en el

20 Karakus, F., & Biitlin, M. (2013). Examining the method of proofs and
refutations in pre-service teacher’s education. Bolema: Boletim de
Educagdo Matemdtica, 27(45), 215-232.

21 Atkins, S. L.(1997). Lakatos’ Proofs and Refutations comes alive in an
elementary classroom. School Science and Mathematics, Corvallis, v.
97, n. 3, p. 150-154, Mar. 1997.
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estudio de la geometria euclidiana. Y, por otra parte, en ocasiones las
metodologias de ensefianza obstaculizan el avance hacia un adecuado
y correcto aprendizaje de la demostracion. Por ejemplo, como lo anota
Balacheff, son muchos los docentes que se han limitado a presentar
una demostraciéon formal en el tablero con el propdsito de que sus
estudiantes imiten el procedimiento. Esto no permite que el estudiante
explore, conjeture y descubra, sino es un modelo que se torna dificil
de comprender, que pretende tratar la demostraciéon como si fuera un
proceso sistematico, y que se aleja del objetivo de desarrollar el
pensamiento matematico del estudiante.

La presente investigacion tiene como uno de sus propositos analizar el
proceso de demostrar del estudiante, y una de las hipdtesis es que este
proceso se mejora ostensiblemente a través de la heuristica de Lakatos
expuesta en Pruebas y refutaciones, la cual contribuye a establecer
modelos para la ensefianza de la demostracion, el cual a su vez es,
como anteriormente se afirmd, un aspecto fundamental de interés para
la comunidad de educadores matematicos.

Ahora bien, otra hipétesis referente a la funcion de la heuristica de
Pruebas y refutaciones es que se puede ampliarla al campo de la
resolucion de problemas. La resolucion de problemas es una, sino es
la mas, importante actividad para el desarrollo del pensamiento
matematico. E1l NCTM (2000) afirma que “la resolucion de problemas
es una parte integral del aprendizaje de las matematicas”, y agrega que
la solucion de problemas tiene dos funciones en la educacion, el
primero es ser un vehiculo para el aprendizaje y la construccion de
conceptos mas robustos y el segundo funciona como una herramienta
para motivar y comprometer a los estudiantes en el estudio de la
matematica. Halmos (1980) escribié que la soluciéon de problemas es
el corazén de las matematicas.

Wong Khonn Yoong (2009) muestra como esta organizada y pensada
el aprendizaje de la matematica en Singapur, un pais con altos
estandares de calidad en educacion y particularmente con resultados
entre los mas altos en pruebas internacionales reconocidas como es el
Programa Internacional para la Evaluacion de Estudiantes (PISA). La
estructura general se muestra a través de un pentagono que organiza y
relaciona los aspectos considerados los mas importantes en el
aprendizaje de las matematicas como se muestra en la Figura 1. El
pentagono tiene en su centro la solucion de problemas matematicos
rodeada por cinco factores interrelacionados que contribuyen al éxito
en la solucion de problemas.
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Polya (1973) asevera que la resolucion de problemas es una
herramienta para llamar la atencion de los estudiantes hacia el estudio
de la matematica, y afirma que frente a “cualquier problema por

22Wong, K. Y., Lee, P. Y., Kaur, B, Foong, P. Y., & Ng, S. F. (2009).
Mathematics education: The Singapore journey (Vol. 2). Singapore:
World Scientific Publishing

modesto que parezca, si desafia tu intelecto e ingenio y lo logras
solucionar, experimentaras la tension y disfrutaras la victoria del
descubrimiento”. Schoenfeld (1985) atraido por el libro de Polya How
to solve it, emprende una investigacion que pretende responder a dos
cuestiones principales: “;qué significa pensar matematicamente? y
(,como podemos ayudar a los estudiantes a hacerlo? La investigacion
fue publicada en el libro Mathematical problem solving en el que
analiza y describe el comportamiento intelectual en la solucion de
problemas. Se resalta el hecho de la importancia dada por Schoenfeld
a la resolucion de problemas, la cual lo dirigié a investigar sobre la
actividad intelectual implicada en la resolucion de problemas
complementando las ideas de Polya.

La presente investigacion tiene como uno de sus propositos analizar la
incidencia de la heuristica de Lakatos en la resolucion de problemas
para responder a la pregunta ;cuales son el aporte, las fortalezas y las
debilidades de dicha heuristica?

El ultimo punto a tener en cuenta en este aparte es el rol que
desempefia la matematica discreta en la presente investigacion. En
primera instancia, el contenido de la asignatura como tal es de
aplicacion en diferentes ramas del conocimiento como la biologia,
quimica, economia, ingenieria de transporte, sistemas e informatica,
entre otras muchas. Ademas diferentes autores indican la importancia
de investigar acerca de la ensefianza-aprendizaje de la matematica
discreta (Hart, 2008; Ian Anderson (2004); Debellis Valerie,
Rosentein, (2004); Rivera Marrero, (2007)), la cual cubre una tematica
que proporciona problemas con dos principales caracteristicas: por
una parte, son retadores, interesantes y motivan al estudiante a
comprometerse intelectualmente con la matematica; y por otra parte
muchos de estos problemas, aunque conserven la caracteristica
retadora, no necesitan conocimientos sofisticados para abordarlos.
Ahora bien, los problemas de la matematica discreta son apropiados
para que el estudiante explore, analice, conjeture y demuestre, tal
como lo muestran Denise Grenier y Charles Payan (1999) a través del
planteamiento de cuatro problemas de la matematica discreta. En el
Capitulo 2 del presente escrito se muestra el desarrollo de dos de los
problemas con el fin de visualizar mejor la cualidad anteriormente
nombrada.

Problema de investigacion

La mayoria de las veces en las matematicas el producto final de una
construccion social e historica se resume en una demostracion.
Lakatos muestra y analiza el proceso que estd detrds de una
demostracion formal, a saber, una construccion que implica en
ocasiones décadas o siglos para llegar al producto final, hecho que el
estudiante ignora ya que la misma presentacion de los textos pretende
centrarse en un resultado decantado.

Este proceso heuristico que Lakatos llama “pruebas y refutaciones” en
el aula se desconoce casi totalmente, y quizas sea por medio de éste
que se propicie situaciones que pueden aportar al pensamiento
matematico del estudiante y conducirlo a experimentar procesos de
construccion de conocimiento analogos a los de los investigadores
matematicos.

Es importante resaltar que en las demostraciones no se sigue
sistematicamente un camino; al contrario, se trata de una total
exploracion del estudiante de una determinada conjetura. Con ello es
posible, dentro de las hipdtesis de la presente investigacion, que se
conduzca al estudiante al desarrollo del pensamiento matematico y le
permita una mejor comprension de los conceptos inmersos en la
conjetura.

No se desea presentar un cuadro formal de demostraciones pues lo que
se desea es dejar de lado la ensefianza tradicional. El proposito es
crear un ambiente de debate social entre estudiantes con una prudente
participacion del docente, debate cuyo desenlace sera la
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responsabilidad de los estudiantes: la conjetura, el contracjemplo, la
demostraciéon, asi como el idear lo que Lakatos denomina
contragjemplos globales. Estos son algunos de los ingredientes
necesarios en dicho debate.

Por otra parte, las apreciaciones de autores reconocidos acerca de la
demostracion justifican el porqué del rumbo de la presente
investigacion. Balacheff (1987) considera que la demostracion debe
ocupar un lugar importante en los curriculos de Francia.
Analogamente Juan Godino (1997) asevera que este interés por la
ensefianza de la demostracion parece justificado por el papel esencial
de las situaciones y procesos de validacion en la propia matematica y
el bajo nivel que muestran los estudiantes en la comprensiéon y
elaboracion de ella. Por otra parte, Gila Hanna (1995) afirma que la
demostracion merece un lugar importante en el curriculo de
matematicas. Todo lo anterior lleva a la formulacion del siguiente
problema de investigacion:

(Como aporta el método heuristico de “pruebas y refutaciones” de
Lakatos al desarrollo del pensamiento matematico, a la solucion de
problemas y a la construccion de demostraciones por parte de los
estudiantes en la disciplina matematica discreta?

Preguntas de investigacion

e ;Coémo aporta el método heuristico de “Pruebas y refutaciones” de
Lakatos al desarrollo del pensamiento matematico y a la
construccién de demostraciones por parte de los estudiantes?

e ;Cuadl es la percepcion emocional y actitudinal de los estudiantes
con respecto a la clase desarrollada a través de los planteamientos
de Lakatos?

e Cudl es el aporte del método heuristico de Lakatos en la
resolucion de problemas?

Objeto de investigacion
El proceso de ensefianza y aprendizaje de la matematica discreta.
Objetivo general

Explorar, a través de un curso completo de matematica discreta a nivel
superior, la repercusion del método heuristico descrito por Lakatos en
Pruebas y refutaciones en el desarrollo del pensamiento matematico,
en la solucidén de problemas y en la construcciéon de demostraciones
por parte de los estudiantes, lo cual se condensa en la construccion de
un modelo didactico para la ensefianza de la matematica discreta.

Este objetivo direcciona la atencion al siguiente:
Campo de accion

El proceso de ensefianza y aprendizaje de la matematica discreta en la
universidad en relacion con el desarrollo del pensamiento matematico,
la solucion de problemas y la construccion de demostraciones.

Objetivos especificos

e Analizar el impacto que genera el método heuristico de Lakatos
cuando se utiliza para abordar la demostracion de una conjetura o
la justificacion de una solucién a un problema significativo.

e Explorar la actitud del estudiante cuando las clases se desarrollan
bajo esta perspectiva.

e Analizar profundamente como la heuristica de Lakatos funciona
como una herramienta practica para la resoluciéon de problemas de
matematica discreta.

e [Examinar como la heuristica de Lakatos se convierte en un
vehiculo eficaz para el entendimiento significativo de una
demostracion en la matematica discreta.

e Observar de qué manera la heuristica de Lakatos fomenta el
trabajo autéonomo y el compromiso de los estudiantes hacia la
actividad matematica

Aporte practico de la investigacion

Disefio de un curso completo de matematica discreta para estudiantes
universitarios.

Aporte teorico de la investigacion

Anédlisis de las posiciones de Timothy Gowers y Carlo Cellucci, que
enfrentan dos vertientes de la actividad matematica y de la naturaleza
de la misma, la de resolver problemas y la de construir teoria
(demostrar teoremas) desde la perspectiva de la educacion
matematica.

Tareas de investigacion

Para cumplir los objetivos de la tesis se identificaron y cumplieron las
siguientes tareas.

1. Se profundizaron y complementaron los fundamentos tedricos que
forman la base de la presente investigacion.

2. Se efectud la busqueda y analisis de diversas publicaciones e
investigaciones que aborden algin aspecto de la presente
investigacion.

3. Se disefi6 e implementd un modelo didactico; asi como, un primer
curso de matematicas discreta dirigido a estudiantes universitarios.

4. Se realizo el disefio de una primera encuesta dirigida a estudiantes
de la licenciatura en matematicas y de ingenieria.

5. Se recogieron datos a través de la grabacion en video y un diario
de campo del curso de matematica discreta.

6. Se disefio y realizd una segunda encuesta a estudiantes con el
proposito de recolectar datos para analizar la metodologia empleada
en el curso.

7. Se disefid, aplicoé y analizd los resultados de una segunda
entrevista a los estudiantes con el proposito de recolectar datos para
analizar la metodologia empleada en el curso.

8. Se replanted, redisefid e implementd el curso de matematica
discreta de acuerdo al modelo didactico planteado.

9. Se analizo los resultados obtenidos durante toda la investigacion.
Resultados esperados

Como en varias ocasiones se ha comentado existen problematicas con
respecto al aprendizaje y enseflanza de la demostracion, a la
motivaciéon de los estudiantes y al desconocimiento de las
caracteristicas particulares de los contenidos y los problemas de la
matematica discreta. Por lo anterior se espera:

e Obtener informacion de como la heuristica de Lakatos mejora el
proceso de la construccion de demostraciones matematicas.

e Contribuir un modelo didactico que mejore el proceso ensefianza-
aprendizaje de la matematica discreta en la educacion superior.

e Mejorar el aspecto actitudinal de los estudiantes hacia la
matematica por medio de la resolucion de problemas retadores.

e Aportar al desarrollo del pensamiento matematico del estudiante
especificamente como un mejor resolutor de problemas.

e Obtener informacion de la heuristica de Lakatos como herramienta
eficaz en la resolucion de problemas.
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En el CAPITULO 1. ESTADO DEL ARTE se describen
investigaciones realizadas en tres diferentes areas de la educacion
matematica: La enseflanza de la demostraciéon, ensefianza y
aprendizaje de la matematica discreta y la heuristica de Lakatos
llevada al aula de clase. Con respecto a la ensefianza de la
demostracion se analizan cuatro articulos. Un primer articulo
denominado The Use of Logic in Teaching Proof>, Este articulo, en
términos generales, desarrolla ideas y da sugerencias especificas de
como llevar al aula de clase la ensefianza de la demostracion. El
articulo se divide en tres subtemas, a saber: la importancia de los
principios logicos en la enseflanza de la demostracion; escribir y re-
escribir demostraciones y la importancia de ser cuidadoso al
escribirlas; sugerencias para inducir al estudiante a demostrar; es
decir, que sienta la necesidad de hacerlo. EI segundo articulo: The
Need for Proof and Proving: Mathematical and Pedagogical
Perspectives®, esta publicacion se enfoca hacia tres cuestiones: ¢por
qué enseflar la demostracion?, ;cuales son los aspectos que el
estudiante considera importantes por los cuales se debe llevar a cabo
una demostracion? y ;jcomo puede el docente promover que el
estudiante sienta la necesidad de llevar a cabo una demostracion? El
tercer articulo, Challenges to the importance of proof *°, Hanna debate
las siguientes cuestiones: ;Donde ubicamos la demostracion en el
curriculo de matematicas? ;Qué papel debe desempefar la
demostracion en el curriculo? (Como se debe presentar la
demostracion a los estudiantes?, ;de manera formal, informal, visual,
etc.? {Qué rol debe desempefiar el docente en la enseflanza de la
demostracion? El ultimo articulo de este grupo: Mathematicians’
perspectives on the teaching and learning of proof®, se reporta los
puntos de vista de cinco matematicos que han tenido a cargo el curso
“Introduction to mathematical reasoning” que se ofrece en diferentes
universidades en los Estados Unidos y que es prerrequisito para que
los estudiantes puedan acceder a cursos de alto nivel como analisis
matematico y algebra abstracta.

Con respecto a la ensefianza y aprendizaje de la matematica discreta se
analizaron seis articulos, Discrete mathematics in relation to learning
and teaching proof and modeling”, Los autores muestran en primer
lugar que la matematica discreta estd ausente en el curriculo, en la
practica del docente y en los textos escolares de Francia, y por otra
parte aseveran que los problemas la matematica discreta son bien
importantes ya que se consideran como una herramienta significativa
para la enseflanza de la modelacion y de la demostracion, a través de
validar y explorar afirmaciones matematicas. The Place of Discrete
Mathematics in the School Curriculum: An Analysis of Preservice
Teachers’ Perceptions of the Integration of Discrete Mathematics into
Secondary Level Courses™, La investigacion analiza la percepcién de

23 Epp, S. S. (2009). The use of logic in teaching proof. Resources for
Teaching Discrete Mathematics: Classroom Projects, History Modules,
and Articles, (74), 313.

24 Zaslavsky, O., Nickerson, S., Stylianides, A., Kidron, 1., & Winicki, G. (in
press). The need for proof and Proving: Mathematical and pedagogical
perspectives. In G. Hanna & M. de Villiers (Eds.), Proof and proving in
mathematics education. New York, NY: Springer.

25 Hanna, G. (1995). Challenges to the importance of proof. For the
Learning of Mathematics, 15(3), pp. 42-49

26 Alcock, L. (2010). Mathematicians’ perspectives on the teaching and
learning of proof. Research in collegiate mathematics education VII, 63-
91.

27 Grenier, D., & Payan, C. (1999). Discrete mathematics in relation to
learning and teaching proof and modelling. In 1. Schwank (Ed.),
Proceedings of CERME 1, vol. 1 (pp. 143-155). Osnabruck

28 Marrero, O. R. (2007). The place of discrete mathematics in the school
curriculum: An analysis of preservice teachers’ perceptions of the
integration of discrete mathematics into secondary level courses

los profesores de matematicas en formacion acerca de dos importantes
cuestiones: ;Como perciben los profesores en formacion la
matematica discreta? y (Como los profesores en formacion reaccionan
ante la integracion de la matematica discreta en el curriculo escolar?
Discrete mathematics in primary and secondary schools in the United
States®, Los autores del articulo presentan una vision de la situacién
de la ensefianza-aprendizaje de la matematica discreta en Estados
Unidos. Problem solving with discrete mathematics™, Friedler explora
la resolucion de problemas a través de los topicos de la matematica
discreta a nivel elemental, concretamente en estudiantes de grado 5 del
sistema educativo de Estados Unidos, nifios cuyas edades oscilan entre
los 10 y 11 afios. Teaching Combinatorics through Guided
Discovery®!, Bogart propone una nueva manera de enseflar la
combinatoria teniendo en cuenta el guided discovery model. En esta
publicacion Jane Korey describe la experiencia que se tuvo en dos
instituciones en las cuales se ensefié combinatoria a través del método
nombrado anteriormente y el método tradicional. Problem Solving
Heuristics, Affect, and Discrete Mathematics32, Gerald Goldin discute
en este articulo acerca de las posibilidades que ofrece las matematicas
discretas en el desarrollo del pensamiento matematico y en la parte
emocional del estudiante.

Para culminar el capitulo del estado del arte se presentan una serie de
publicaciones acerca de las implicaciones de llevar la heuristica de
Lakatos al aula de clase. Lakatos’ heuristic rules as a framework for
proofs and  refutations in  mathematical learning: local
counterexample and modification of proof, En esta publicacion el
autor analiza la ensefianza de la demostracion a través de las reglas
heuristicas de Lakatos; concretamente, estudiantes japoneses entre las
edades de 14 y 15 afios intentan demostrar el teorema del angulo
inscrito en un arco. Proofs and refutations in the undergraduate
mathematics classroom™, Sean Larsen y Michelle Zandieh presentan
un episodio de una clase de teoria de grupos para estudiantes
universitarios ilustrando el método de la invencion guiada con
procesos analogos a los que describe Lakatos en su obra Pruebas y
refutaciones. Examining the Method of Proofs and Refutations in Pre-
Service Teachers Education® En este estudio Fatih Karakus y Mesut
Butun tienen como propdsito principal analizar la discusion que tienen
profesores en formacién entorno a una conjetura, en un ambiente que
es estructurado sobre la base del método de Lakatos. Proofs and
Refutations as a Model for Defining Limit*®, en este articulo e muestra
como estudiantes universitarios intentaron matematizar su

(Doctoral dissertation, Doctoral dissertation, Virginia Polytechnic
Institute and State University).

29 Debellis, V. A, & Rosenstein, J. G. (2004). Discrete mathematics in
primary and secondary schools in the United States. ZDM, 36(2), 46-
55.

30 Friedler, L. (1996). Problem Solving With Discrete Mathematics. National
Council of teachers of mathematics

31 Bogart, K. (2004). Combinatorics through Guided Discovery. National
Science Foundation Grant Number DUE-0087466

32 Goldin, G. A. (2004). Problem solving heuristics, affect, and discrete
mathematics. ZDM, 36(2), 56-60.

33 Komatsu, K. (2012) Lakatos’ heuristic rules as a framework for proofs
and refutations in Mathematical learning: local-counterexample and
modification of proof. En 12th International Congress on
Mathematical Education Topic Study Group 14.

34 Larsen, S., & Zandieh, M. (2008). Proofs and refutations in the
undergraduate mathematics classroom. Educational Studies in
Mathematics, 67(3), 205-216.

35 Karakus, F., & Biitiin, M. (2013). Examining the method of proofs and
refutations in pre service teacher’s education. Bolema: Boletim de
Educagdo Matemdtica, 27(45), 215-232.

36 Swinyard, C.; Larsen, S (2010). Proofs and refutations as a model for
defining limit. In: annual conference on research in undergraduate
mathematics education, 13th, 2010, Raleigh, NC. Proceedings...
Raleigh, North Carolina: RUME, 2010. p. 1-12. Available at:
<http://sigmaa.maa.org/rume/crume2010/>. Accessed at: Nov. 2015.
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comprension informal de limite siguiendo muy de cerca las etapas
descritas por Lakatos.

En el CAPITULO 2. MARCO TEORICO, se describen las teorias
centrales que se tuvieron en cuenta en el desarrollo de la
investigacion. El capitulo se divide en cinco partes, la demostracion
matematica en el aula de clase, el método heuristico de Lakatos, la
matematica discreta, la resolucion de problemas y dos posturas acerca
de lo que son las matematicas. En la primera parte se discute acerca
de la nocion de demostracion en matemdtica teniendo en cuenta las
posturas de diversos autores. En la segunda parte se describe y resume
la postura epistemologica de Lakatos desarrollada en su libro “pruebas
y refutaciones”. En la tercera parte se muestra un plano general de la
matematica discreta, sus topicos, sus aplicaciones y la importancia que
tiene dentro del curriculo de matematicas. En la cuarta parte se
discuten algunas cuestiones que se consideran alrededor y a partir de
la resolucion de problemas: ;qué es un problema?, ;cual es su
importancia en la educacion matematica?, ;cual es el rol del docente
bajo esta perspectiva?, ;qué caracteristicas debe tener un buen
resolutor de problemas? Para intentar responder a estas preguntas, se
remite a dos autores que han contribuido de manera trascendental a la
teoria: George Polya y Miguel de Guzméan, En particular se centra la
atencion en tres referencias teoricas: How to solve it y Mathematics
and plausible reasoning de Polya y Para pensar mejor de Miguel de
Guzman. En la Gltima seccion se analizan las posturas del matematico
Timothy Gowers y del filésofo Carlo Celucci relacionadas con la
cuestion de si el hacer matematicas y el método fundamental de las
matematicas es resolver problemas o construir teoria (demostrar
teoremas). Gowers en su articulo “The Two Cultures of Mathematics”
realiza una distincion entre aquellos matematicos cuyo principal
objetivo es resolver problemas y aquellos cuya preocupacion
primordial es la comprension y la construccion de teorias. Celucci por
otra parte en su articulo “Is Mathematics Problem Solving or Theorem
Proving?” discute desde un punto filoséfico la naturaleza de las
matematicas. En su concepto, decir que la esencia de la matematica es
solucionar problemas estd fuertemente ligado con (o quizas
equivalente a) decir que el método de las matematicas es el analitico,
mientras que asegurar que la matematica es esencialmente demostrar
teoremas expresa el punto de vista que el método de las matematicas
es el método axiomatico.

En el CAPITULO 3. METODOLOGIA DE INVESTIGACION se
muestra el escenario de investigacion el cual consta de un grupo de
estudio estudiantes de la licenciatura en matematicas y de ingenieria
de sistemas de la Universidad Antonio Narifio en la ciudad de Bogota,
Colombia, matriculados en el curso de Matematica Discreta ofertado
por la Facultad de Ciencias y el programa de Licenciatura en
Matematicas. El curso tiene una duracion de un semestre académico
con seis horas semanales de clase. Los participantes en el estudio
correspondiente fueron en total seis, de los cuales cinco pertenecian al
programa de licenciatura en matematicas y uno al de ingenieria de
sistemas. En relacion con el enfoque metodoldgico, la investigacion se
ajusta a un enfoque cualitativo. E método de investigacion es el
estudio de casos. Para la recoleccion de datos re realizaron dos
encuestas, una entrevista, diario de campo y todas las clases fueron
registradas en video. Se disefié un curso de matematicas discretas para
ser aplicado en estudiantes universitarios de ingenieria y licenciatura
en matematicas.

El CAPITULO 4. ANALISIS DE LOS RESULTADOS. La
presentacion y andlisis de los resultados incluyen tres partes
principales: la primera estd relacionada con las etapas de la heuristica
de Lakatos, la segunda es el andlisis de la encuesta numero 2 (ver
Capitulo 3) aplicada al grupo, y la tercera versa sobre los objetivos
general y especificos propuestos en el trabajo de investigacion.

Se concluyd puntualmente en este capitulo que la heuristica de
Lakatos y la resolucion de problemas fue un método adecuado para

llevar el curso de matematica discretas. Tuvieron un impacto en los
estudiantes en cuanto a su actitud, el pensamiento autéonomo, la
exploracion de estrategias y la investigacion en matematicas. Respecto
a la demostracion, el método de Lakatos fue una herramienta que
aportd en cuanto a la funcion explicativa que ésta debe tener. Por otra
parte, los resultados mostraron que el curso de matematicas discretas
llevado a cabo a través del método heuristico de Lakatos y la
resolucion de problemas también fortalece el pensamiento
matematico, la actitud y el compromiso de los estudiantes hacia la
matematica, un trabajo autonomo que lo conduce hacia la
investigacion matematica.

CONCLUSIONES

La posicion de Gowers concluye, frente a la naturaleza de “el hacer
matematicas”, que en contraposicion al dominio de la generacion de
teorias en el siglo XX, a las dos culturas (priorizar el resolver
problemas o el construir teoria) se les debe atribuir la misma
importancia. Celucci concluye, desde un punto de vista filosofico
frente a la naturaleza de la matematica, que el método de las
matematicas es el analitico y por ende la matematica en esencia es
resolucion de problemas, aunque tanto el método analitico como el
axiomatico juegan un papel en ella.

Ahora bien, ;qué se puede decir desde la perspectiva de la educacion
matematica? Para responder a ello, es includible tener en cuenta la
naturaleza de la matematica, de “el aprender matematicas” y de los
objetivos de la educacion matematica (la naturaleza de “el conocer
matematicas”). Tanto la primera pregunta como la tercera (ésta ultima
en parte) han sido respondidas a satisfaccion del autor de la presente
tesis. Celucci ha argumentado convincentemente que el método de la
matematica es el analitico. Lakatos ha desarrollado una teoria
falibilista y cuasiempirica acerca de la naturaleza del conocimiento
matematico lo que implica que el conocer matematicas involucra un
proceso falibilista y cuasiempirica. De este modo queda por avanzar
en la respuesta a la pregunta que concierne la naturaleza de “el
aprender matematicas”.

Se consideraran algunas cuestiones que son importantes para poder
dar una respuesta. ;Qué es lo prioritario (sin la exclusion del otro) en
la educacion matematica: el aprendizaje de teoria o la resolucion de
problemas?, y (Como trabaja el estudiante a partir de la resolucion de
problemas y como a través de la demostracion rigurosa de teoremas
matematicos?

Para abordar estas preguntas, en primer lugar, se tendra en cuenta las
posiciones de Polya y Schoenfeld. Como ya se ha sefialado, Polya en
su obra “How to solve it” *’ asegura que, si el profesor desafia la
curiosidad de sus estudiantes proponiendo problemas proporcionales a
su conocimiento, y les proporciona una guia a solucionarlos por medio
de preguntas estimulantes, entonces ellos pueden experimentar el
pensamiento matematico independiente. Esta postura, y asi lo muestra
Polya en toda su obra, prioriza la resolucion de problemas antes que el
entendimiento de teoria, se enfatiza en motivar y desafiar al estudiante
con problemas que él pueda abordar. Polya también afirma que la
matematica tiene dos caras: la matematica presentada de manera
sistematica como ciencia deductiva y la matematica experimental, una
ciencia inductiva. En su libro, muestra como en la educacion
matematica se puede abordar esa matematica experimental a través de
la descripcion de una heuristica en la resolucion de problemas. En
concordancia con lo anterior Polya escribe “permitame expresar lo
que pienso cerca de lo que es la ensefianza. Quizds, el primer punto,
el cual es ampliamente aceptado, es que la ensefianza debe ser activa,
o mejor, el aprendizaje debe ser activo...el principal objetivo en la
ensefianza de la matemdtica es el desarrollo de estrategias para la

37 Polya, G. (2014). How to solve it: A new aspect of mathematical method.
Princeton University Press.
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solucion de problemas™® . Ahora bien, jpor qué el énfasis de Polya

en mostrar una heuristica para el descubrimiento matematico? Quizas
es debido a que para él la dificultad de entender la matematica no
estuvo en la seguir los procesos deductivos de una demostracion, sin
en pensar como esos resultados fueron descubiertos. Puntualmente
Polya, refiriéndose a si mismo escribe “yo llegué a las matemdticas
muy tarde...cuando me acerqué y comencé a aprender, yo pensé:
bien, es cierto, la demostracion parece concluyente. ;Pero como es
que la gente encuentra esos resultados? Mi dificultad en comprender
las matemadticas estuvo en pensar como ella fue descubierta”™.

Schoenfeld, siguiendo las ideas de Polya, en su libro “Mathematical
Problem Solving” escribe acerca de la comprension y ensefianza de las
habilidades para la solucion de problemas. En el texto presenta
diferentes problemas desafiantes que requieren un conocimiento
basico de la educacion secundaria y algunos otros que requieren un
conocimiento mas sofisticado. No obstante, como ¢l mismo afirma,
los problemas si requieren de un substancial aporte de razonamiento y
pensamiento matematico.

Tanto Polya como Schoenfeld enfatizan en el desarrollo del
pensamiento matematico, logrado a través de resolucion de problemas,
mas que en el entendimiento de teoria, sin desconocer que éste es un
resultado natural de aquél y que se alimentan mutuamente. En este
orden de ideas y a través de los resultados obtenidos en la presente
investigacion, se corrobora la postura de estos dos autores concretando
que, en la educacion matematica, en el aprender matematicas, la
comprension de teoria debe jugar el papel de antecedente para el
objetivo prioritario que es “hacer matematicas” o sea, ser un mejor
resolutor de problemas y por ende desarrollar el pensamiento
matematico.

Un aspecto adicional a considerar es la posicion de Gila Hanna en su
articulo “Challenges to the importance of proof’ en cuanto a la
resolucion de problemas y al entendimiento de teoria. La autora
asegura que la resolucion de problemas refuerza el entendimiento de
conceptos y la teorla matematica. Aunque Hanna escribe
puntualmente sobre el papel de la demostracion, es claro que no es
aquella demostracion que el docente presenta como un producto
acabado a través de la deduccion de reglas basicas, sino aquella que es
una construccion propia del estudiante y que tiene la caracteristica de
ser explicativa. Asi, la demostracion de un teorema se puede ver como
la resolucion a un problema y como tal refuerza el entendimiento.

Los resultados de la presente investigacion permitieron corroborar la
priorizacion de la resolucion de problemas en términos de varios
parametros. En primer lugar, frente a la actitud del estudiante bajo este
enfoque y bajo el enfoque de la matematica como ciencia deductiva,
los estudiantes 3, 5 y 1 comentaron con claridad que un aspecto que
diferencia la metodologia del curso de matematica discreta realizado
fue el enfatizar en la resolucion de problemas lo cual motiva mas que
la metodologia de muchos otros cursos que se basan en aplicacion de
reglas, algoritmos, definiciones, teoremas y propiedades.

En segundo lugar frente al entendimiento de teorias como se mostrd
en el analisis de resultados, particularmente en la seccion 4.5.2

Por otra parte, respecto al aporte practico de la presente investigacion,
el aprendizaje centrado en la resolucion de problemas que constituyen
un reto para el estudiante fue un aspecto de la metodologia llevada a
cabo durante el curso que aportd para que el estudiante se
comprometiera hacia la actividad matematica. En particular, el
proponer un problema para ser desarrollado durante todo el semestre
académico (conjetura principal), propicié un escenario optimo y de
total concordancia con el método heuristico de Lakatos. Los

38 Polya, G. (2014). How to solve it: A new aspect of mathematical method.
Princeton University Press.
39 Ibidem.
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estudiantes exploraron, indagaron, propusieron y socializaron a
medida que, de manera independiente, trabajaron motivados en la
solucion del problema. Esta estrategia innovadora junto con la
metodologia del curso permitié involucrar al estudiante en una
genuina investigacion en matematicas.

El disefio del curso contempld problemas categorizados en diferentes
niveles de dificultad, lo cual implicé que, aunque los sujetos de
estudio fuesen heterogéneos, en términos de las capacidades y
dificultades manifestadas en matemadticas, a cada estudiante se le
llevara, y €l o ella se esforzara, a lograr su mejor nivel posible,
desarrollando de esta forma el pensamiento matematico.

A través de la metodologia propuesta para el curso los estudiantes
resolvieron 25 de los 31 problemas propuestos y trabajados. De ahi se
puede concluir que el método de Lakatos es una muy buena
herramienta para abordar problemas de la matematica discreta, los
cuales, como se observd, tienen una caracteristica intrinseca de ser
motivadores en concordancia con los resultados de diferentes autores
que han investigado en este campo de la educacion matematica. El
método de la heuristica de Lakatos es una buena herramienta para que
los estudiantes construyan sus propias demostraciones que a su vez
permite que el estudiante entienda por qué un teorema se cumple, tal y
como lo aconseja Gila Hanna y como siempre buscaba el inigualable
matematico Paul Erdés.

La presente investigacion también permitié observar como el curso de
matematicas discretas para estudiantes universitarios puede llevarse a
cabo con resultados favorables a través del método de la heuristica de
Lakatos. El topico de matematicas discretas en los Ultimos afios ha
ocupado un lugar importante en el curriculo de matematicas en paises
como los Estados Unidos, tal como lo expresan autores como Gerald
A Goldin, Joseph Rosenstein, Valerie DeBellis entre otros. El NCTM
en “Principles and standards for school mathematics (2000)” sostiene
la posicién que la matematica discreta debe ser parte integral del
curriculo de matematicas.

La matematica discreta es una rama de la matematica considerada
especialmente apta para desarrollar el pensamiento matematico del
estudiante por el tipo de problemas que se pueden proponer para
motivar y comprometerlo hacia la actividad matematica. Si bien en los
ultimos afios ha ido cobrando importancia en paises como los Estados
Unidos, no obstante, en Colombia existen pocas investigaciones sobre
la ensefianza de esta rama a nivel primario, secundario o superior.
Adicional a esto, los estandares basicos de competencias en
matematicas de Colombia (2009) no contemplan estos topicos para la
enseflanza en las escuelas de nivel primario y secundario. Aunado a lo
anterior, son pocos los planes de estudio de licenciatura en
matematicas y matematicas de las universidades colombianas que
contemplan esta asignatura, lo cual influye directamente en el poco
conocimiento de dichos topicos al nivel de la educacion basica y
media.

Ahora bien, los resultados de la presente investigacion mostraron que
desde la perspectiva de la educacion matematica se prioriza la
resolucion de problemas antes que el entendimiento de teorias y la
demostracion de teoremas para aprender matematicas, por lo tanto, es
necesario que este enfoque se abarque en los cursos de formacion
matematica en todos los niveles.

RECOMENDACIONES

e Se recomienda que los cursos de matematicas discretas a nivel
superior re lleven a cabo bajo una metodologia andloga a la que se
describe en este estudio.

e Se recomienda que la comunidad de educacion matematica en
Colombia realice nuevas investigaciones aportando, analizando y
obteniendo resultados que evalian el valor de la matematica
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discreta en el curriculo escolar, ademas de investigaciones que
muestren la importancia de esta rama para el desarrollo del
pensamiento matematico y la formacion de actitudes positivas de
los estudiantes hacia la matematica.

e Se requieren investigaciones que muestren resultados acerca de la
manera en que se puede ensefiar este topico a nivel primario y
secundario.

e Es necesario adelantar investigaciones adicionales que analizan la
manera de utilizar la heuristica de Lakatos como método para la
ensefianza-aprendizaje de otros topicos de la matematica que
suelan considerarse mas abstractos y formales, tales como el
analisis real o el algebra abstracta, de manera similar pero mas a
fondo de lo que reportaron Larsen y Swinyard en los articulos que
se revisaron en el Capitulo 1

e Se requieren investigaciones que evaliian o valoran la repercusion
de la heuristica de Lakatos en la ensefianza de la matematica en la
educacion primaria, secundaria y media.

e Se requieren estudios que muestren con detalles la relacion del
método heuristico de Lakatos con el pensamiento matematico
divergente y con el convergente.

ARTICULOS DEL AUTOR EN ELABORACION

La heuristica de Lakatos en una clase de Teoria de Grafos.
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Resumen

El proposito de esta investigacion es diseflar y valorar un modelo
didactico para el aprendizaje de las ecuaciones diferenciales, basado
en la concepcidn cuasi empirica de las matematicas, con un enfoque
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