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Resumen

La ensefianza aprendizaje de los nimeros complejos, en su mayoria,
se trabaja desde enfoques puramente deductivos, partiendo en muchos
casos de su definicion o presentado su contenido como un
conocimiento ya acabado, sin permitir al estudiante la construccion y
aplicacion de los conceptos subyacentes al de funcion de variable
compleja. Dicha situacion no es ajena al programa de Licenciatura en
Matematicas y Fisica de la Universidad de los Llanos.

Esta investigacion presenta un modelo didactico para la ensefianza-
aprendizaje del concepto de funcion de variable compleja mediante la
resolucion de problemas, que imbrica dichas teorias con base en tres
categorias fundamentales del proceso de enseflanza-aprendizaje,
determinadas por Leontiev en su teoria de la actividad: Fase de
Orientacion, Fase de Ejecucion y Fase de Control. Cada una de ellas
posee diferentes momentos que constituyen una metodologia de
caracter dindmico que sigue 4 pasos a saber: motivacion, adquisicion,
elaboracion y fijacion-aplicacion. Cada una de estas etapas contiene
problemas que permiten el acercamiento a los conceptos por
aproximaciones sucesivas.

En el mismo sentido la metodologia propuesta establece el uso de
diferentes tipos de software que facilita la visualizacion de puntos,
rectas y subconjuntos, situaciones usadas por los estudiantes
participantes. La implementacion de la metodologia sustentada en el
modelo didactico propicia darle herramientas a los futuros docentes
para ejercer su labor, pues pueden poner en juego ideas abstractas y
resolver problemas, ademas de poder caracterizar representaciones,
operaciones, con el fin de mejorar sus formas de pensamiento y
actuacion profesional.

Abstract

Most complex numbers teaching learning is done from purely
deductive approaches, in many cases starting with definitions or
presenting its content as finished knowledge, withholding from the
student the opportunity to build-on and apply the underlying concepts
to the complex variable function. This situation is not foreign to the
Mathematics and Physics Bachelor’s degree at Universidad de los
Llanos.

This research presents an innovative model for teaching learning of
the complex variable complex through problem solving, which
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interlays these theories using three fundamental categories of the
teaching-learning process, as proposed by Leontiev in his Activity
Theory: Orientation Phase, Execution Phase, and Control Phase. Each
one has different moments that constitute a dynamic methodology that
follows four steps to know: motivation, acquisition, elaboration, and
fixation-application. Each of these stages has different problems that
allow the approach to the concepts through successive
approximations.

In the same sense, the proposed methodology establishes the use of
different types of software that facilitates the visualization of points,
lines and subsets, situations used by the participating students. The
implementation of the methodology based on the didactic model
provides the tools for future teachers to carry out their work, since
they can put into play abstract ideas and solve problems, besides being
able to characterize representations and operations, in order to
improve their thinking and professional performance.

INTRODUCCION

Aprender a conocer, a hacer, a convivir y a ser, constituyen pilares
basicos del aprendizaje que la educacion debe crear y desarrollar
(Delors, et. al, 1997). Son multiples los factores que dificultan el
proceso de enseflanza-aprendizaje de la matematica, entre ellos: la
falta de estrategias didacticas, metodologias, curriculos no retadores,
modelos educativos poco practicos, politicas sociales con escasa
efectividad, concepciones y creencias erroneas, entre otras.

Las investigaciones en educacion matematica, hace mas de 50 afos,
han centrado sus esfuerzos en determinar como debe desarrollarse el
proceso de enseflanza-aprendizaje de la matematica, en funcion de
lograr la aprehension y asimilacion de los conceptos matematicos y
favorecer el proceso de resolucion de problemas matematicos.

Investigaciones como las de Vinner y Hershkowitz (1980), Tall y
Vinner (1981), Grenier (1985), Sfard (1991), Balacheff (1997), Duval
(1999), entre otros, han sentado las bases para una teoria de los
conceptos matemdticos, basados en la relacion entre la definicion de
concepto y su imagen. En esa misma direccion, Duval (1999) y Hitt
(2001), establecen que para la construccion de conceptos matematicos
no solo se deben presentar actividades con un uUnico sistema de
representacion, sino que ademas, se debe plantear el paso contrario
entre los distintos sistemas, reiterando que es de esta manera se
favorece la construccion de los conceptos matematicos.

En relacion a la resolucion de problemas, Polya (1965), Falk (1980),
Kilpatrick (1985), Schoenfeld (1985, 1987, 1994), Mayer (1986),
Krulik, S. y Rudnik, J. (1987), Vergnaud (1990), Fridman (1991), De
Guzman (1991, 2001), Garret (1995), Puig (1996), Campistrous y
Rizo (1996), Lester y Kehle (2003), Cruz (2006), Sigarreta (2006),
Lesh y de Zawojewski (2007), Sriraman y English (2010), Pochulu y
Rodriguez (2012), entre otros, enriquecen la investigacion, ya que
establecen que el uso iterativo de tecnicismos, como algoritmos,
palabras claves, procedimientos, definiciones y memoria del
estudiante, predomina sobre el tratamiento de los conceptos, hecho
que impide el planteamiento, analisis y solucion de problemas.

Adicional a ello, en dichas investigaciones, se declaran las dificultades
que presentan los estudiantes a la hora de enfrentar un determinado
problema y se proponen estrategias, fases y modelos para favorecer el
proceso de resolucién de problemas matematicos; sin embargo, las
dificultades dentro del proceso de ensefianza-aprendizaje de la
matematica persisten. Colombia, no es ajena a esta problematica,
situacion que se refleja en los resultados de las pruebas externas
(LLECE, PISA, TIMMS, ver Anexo A) ¢ internas (Saber 3°,5°9°,
Saber 11°y Saber Pro, ver Anexo A).

Dichos resultados se deben a distintos factores entre ellos, la poca
habilidad de los estudiantes para analizar y solucionar problemas
(ICFES, 2014). Situaciéon que pone de manifiesto la necesidad de

asumir e involucrar la resolucioén de problemas como método integral
en la enseflanza-aprendizaje de la matematica; es decir, la resolucion
de problemas debe ser considerada como transversal a todo el disefio
curricular.

Adicional a ello se debe generar un contexto, en el cual los conceptos
y las actitudes hacia la matematica puedan ser favorecidos; de modo
que los estudiantes sean activos en la asimilacion de los
conocimientos y el desarrollo de habilidades y capacidades, en
palabras de Ernest (1989) "... la resolucion de problemas es la vision
de las matemdticas como un campo en continua expansion dindmica
de la creacion y la invencion humana, un producto cultural... En esta
misma medida la resolucion de problemas para la ensefianza de las
matemdticas, mejora las actitudes, comprension y flexibilidad de
pensamiento”™"”.

Fischbein (1990) establece algunas lineas generales que se pueden
desarrollar en torno a la formacion de conceptos, en particular, expone
un conjunto de indicaciones para el tratamiento de problemas
relacionados con conceptos matematicos, tales como: el infinito actual
y potencial, Teoria de numeros especificando los irracionales y
complejos, entre otros. Se coincide con Falk (2015), cuando asevera:
“...en lo concerniente a un concepto matemdtico el aprendizaje es un
proceso de construccion de significado del concepto. El proceso de
construccion pasa por etapas donde el significado es construido.... El
proceso de construccion de significado se desarrolla en la actividad
de la solucion de problemas, cada problema nuevo contribuye a mirar
el concepto en un nuevo contexto que enriquece su significado...
permite establecer las relaciones que cumple el concepto con otros

21

conceptos...”®,

En particular, el porqué del tratamiento del concepto de funcién de
variable compleja, se fundamenta en las siguientes razones:

e El tratamiento de los nimeros complejos, determina la continuidad
natural de los dominios numéricos; después de los reales, (Kline,
1972; Sigarreta, 2000).

e Crea las bases sobre el tratamiento de conceptos integradores para la
compresion de la matematica, como los hiperreales e
hipercomplejos.

e Las funciones de variable compleja estan presentes en las bases
teoricas de toda la matematica superior y en sus aplicaciones
practicas.

De lo antes expuesto se infiere la importancia y necesidad de formar
nuevos maestros, que conozcan los fundamentos tedricos que
permitan relacionar, de manera exitosa, la resolucion de problemas
matematicos y la formacion de conceptos y, en particular, aquellos
especificos asociados con el concepto de funcion de variable
compleja. La importancia tedrico- practica del tema tratado, se
corrobora ya que estas tematicas han sido abordadas en eventos
cientificos tales como: International Congress on Mathematical
Education (ICME), en el Congress of the European Society for
Research in Mathematics Education (CERME), en la Conference of
the International Group for the Psychology of Mathematics Education
(PME), en las reuniones latinoamericanas de matematica educativa
(RELME), las Conferencias Interamericanas de Educacion
Matematica (CIAEM), en Encuentros Colombianos de Matematica
Educativa (ECME), entre otros.

Especificamente, en el ICME (1990), Vergnaud, definié los campos
conceptuales como conjuntos de situaciones cuyo analisis y

17 Ernest, P. (1989). The impact of beliefs on the teaching of mathematics.
Mathematics teaching: The state of the art, p. 249

18 Falk, M. (2015). Mathematics and Cognition. Seminario Pensamiento
Matematica y Educacién Matemdtica. Universidad Antonio Narifio. 28 de
marzo de 2015, p. 6
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tratamiento requieren de varios tipos de conceptos, procedimientos y
representaciones simbolicas; concluye que los maestros requieren de
una mejor comprension de la interconexion entre los conceptos, las
competencias, los simbolos y situaciones para el desarrollo del
conocimiento matematico a largo plazo.

En el CERME 2013, los trabajos de Fernandez, Rico y Ruiz, indagan
sobre los significados del concepto de limite finito de una funcion en
un punto. Mota, Rada y Estarada (2013), resaltan la ensefianza del
concepto de linea tangente. Hausberger, trabaja sobre el concepto de
Homomorfismo. Por ultimo, Schlarmann, se refiere a la comprension
conceptual. Se considera que el aporte de estos trabajos cientificos, se
dirige a caracterizar diferentes conceptos matematicos, desde la
practica en el aula, sin establecer una metodologia o modelo didactico
especifico para el tratamiento de estos topicos.

Buehler (2014) presenta como Girolamo Cardano, adquiere el
concepto de numeros complejos, haciendo una fuerte critica a la teoria
del desarrollo conceptual de Christopher Peacocke, estableciendo la
necesidad de enfrentar contraejemplos, tomando la construccion social
del conocimiento, como un marco para la comprensiéon en la
adquisicion de conceptos.

Pardo y Gomez (2007) presentan un estudio sobre la problematica de
la ensefianza-aprendizaje de los numeros complejos, tomando como
modelo el de Filloy (1999), denominado Modelos Teoricos Locales
(MTL). Sus resultados establecen que los estudiantes universitarios
presentan dificultades e inconsistencias al responder a diferentes
tareas planteadas, mostrando que es aconsejable el uso de la historia
como un elemento para el aprendizaje del nimero complejo.

De Vleeschouwer, Gueudet y Lebaud (2013) realizan una
investigacion acerca de la enseflanza-aprendizaje de los numeros
complejos en los primeros cursos universitarios. Presentan diferentes
tareas haciendo uso de diferentes representaciones; concluyen, que
existen dificultades en el transito por estos sistemas y en particular
con la representacion geométrica, sugieren que esta ultima requiere de
una enseflanza especifica. En el articulo no se ofrece ningun modelo
didactico para solventar o enfrentar las dificultades encontradas.

Gray y Tall (2001) determinan tres formas de construir conceptos
matematicos que han sido utilizadas en teorias axiomaticas formales:
desde la percepcion de objetos y sus propiedades; desde las acciones
que se simbolizan y sus propiedades; y desde esquemas de actividades
y sus propiedades. Sin embargo, estas tres diferentes formas de
construccion del concepto, tienen en comun su tratamiento,
esencialmente, inductivo. Se considera que dichas formas pueden ser
integradas, desde el punto de vista metodologico, a través de un
tratamiento dentro del proceso de resolucion de problemas.

En la literatura revisada, se carece de un modelo didactico para la
formaciéon de conceptos de la teoria de funciones de variable
compleja, a través de la resolucion de problemas matematicos.
Igualmente en las investigaciones desarrolladas sobre la ensefianza-
aprendizaje de los nlimeros complejos, en su mayoria, se trabaja desde
enfoques puramente deductivos, partiendo en muchos casos de su
definicion o presentado su contenido como un conocimiento ya
acabado, sin permitir al estudiante la construccion y aplicacion de los
conceptos subyacentes al de funcion de variable compleja.

Dicha situacion no es ajena al programa de Licenciatura en
Matematicas y Fisica de la Universidad de los Llanos; por lo tanto, en
ésta investigacion, se realiza un estudio para la elaboracion y
aplicacion de un modelo didactico que favorezca el proceso de
formacion del concepto de funcion de variable compleja, a través de la
resolucion de problemas, con estudiantes de quinto semestre de dicha
licenciatura. El modelo, estd sustentado en los aportes que desde el
punto de vista teorico ha desarrollado la concepcion dialéctica y que

en la practica ha potencializado el Enfoque Histérico Cultural de
Vygotsky (1988).

En la literatura cientifica, son limitados los antecedentes; sin embargo,
se han ubicado estudios acerca de la formacion de conceptos, la
resolucion de problemas y la ensefianza-aprendizaje del numero
complejo y de las funciones de variable compleja. A través de la
aplicacion de métodos empiricos como la observacion en clase,
encuestas a los estudiantes y profesores y la experiencia de la
investigadora, se pudo constatar como insuficiencias las siguientes:

e Son limitados los conocimientos previos que poseen los estudiantes
acerca del numero complejo y por ende de la funcion de variable
compleja.

Son escasos los sistemas de representacion, para la construccion del
concepto de numero complejo y en consecuencia de la funcion de
variable compleja.

Es limitado, en general, el empleo de métodos que induzcan a la
actuacion productiva de los estudiantes para el dominio de
conceptos matematicos.

Las actividades asignadas en el aula no propician la
experimentacion, busqueda y exploracion en el estudio del niimero
complejo y el de funciéon de variable compleja, donde se logren
procesos metacognitivos.

La construccion del concepto de funcion de variable compleja, no se
introduce a partir de los conocimientos existentes y de las
experiencias en la vida, relacionada con la tematica.

Se carece de una adecuada integracion, entre la resolucion de
problemas y la formacién de conceptos para el tratamiento del
concepto de funcién de variable compleja.

Las valoraciones anteriores y el estudio tedrico inicialmente realizado,
permiten determinar la contradiccion en su manifestacion externa,
entre las practicas de aula para la formacion del concepto de funcion
de variable compleja y la aplicacion de un modelo didactico que
integre la resolucion de problemas y la formacion de conceptos en el
tratamiento de dicho concepto. La contradiccion conduce al siguiente
problema cientifico de la investigacion: ;Como utilizar las
potencialidades de la resoluciéon de problemas para favorecer el
proceso de formacion del concepto de funcion de variable compleja?

El objeto de estudio de la investigacion es el siguiente: el proceso de
ensefianza-aprendizaje del concepto de funcién de variable compleja
en el nivel universitario. En funcion de resolver el problema planteado
se propone como objetivo general: elaborar un modelo didactico para
favorecer la formacion del concepto de funcién de variable compleja,
a través de la resolucion de problemas. Se precisa como campo de
accion: el proceso de formacion del concepto de funcion de variable
compleja a través de la resolucion de problemas en el nivel
universitario. Para el cumplimiento del objetivo, se formulan las
siguientes preguntas cientificas:

e /Qué fundamentos tedricos son necesarios para elaborar una
metodologia para favorecer la formacion del concepto de funcion de
variable compleja, a través de la resolucion de problemas?

e /Qué elementos matematicos y metodologicos de la resolucion de
problemas y el tratamiento de conceptos matematicos, son
necesarios para elaborar un modelo didactico para favorecer la
formacion del concepto de funcion de variable compleja a través de
la resolucion de problemas?

e ;Qué modelo didactico favorece el proceso de formacion del
concepto de funcidon de variable compleja a través del proceso de
resolucion de problemas?
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e ;Como analizar la viabilidad de dicho modelo didactico en la
practica docente?

En aras de dar cumplimiento al objetivo y, en particular, a las
preguntas planteadas fueron propuestas las siguientes tareas de
investigacion:

1. Determinar el estado del arte asociado al proceso de enseflanza y
aprendizaje de la funcion de variable compleja.

2. Determinar el mapa conceptual asociado al concepto de funcion
de variable compleja, que seran tratados a través del modelo
didactico.

3. Fundamentar epistemologicamente y matematicamente los
procesos de evolucion y de ensefianza-aprendizaje de la funcion
de variable compleja.

4. Determinar elementos metodologicos asociados a la imbricacion
entre la resolucion de problemas y el tratamiento de los conceptos
matematicos.

5. Elaborar un modelo didactico para la ensefianza-aprendizaje del
concepto de funcién de variable compleja, a través de la
resolucion de problemas.

6. Determinar la viabilidad de un modelo didactico por medio de una
metodologia sustentada a través de un sistema de actividades, que
permita la formaciéon del concepto de funcion de variable
compleja, a través de la resolucion de problemas.

El aporte practico radica en una metodologia sustentada en el modelo
didactico, que permite la formacion del concepto de funcion de
variable compleja, a través de la resolucion de problemas
matematicos. La constitucion de herramientas y estrategias para la
recoleccion de informacion y validacion de la propuesta. Adicional a
ello, se aporta un sistema de actividades dirigido a la formacion del
concepto de funcién de variable compleja a través de la resolucion de
problemas.

El aporte teérico consiste en un modelo didactico de caracter
holistico para la ensefianza-aprendizaje del concepto de funcion de
variable compleja mediante la resolucion de problemas matematicos.
Es de destacar el caracter integrador del modelo propuesto, debido a
que desde el punto de vista tedrico ofrece los fundamentos basicos
para el desarrollo de futuras investigaciones enfocadas a la formacion
de conceptos matematicos a través de la resolucion de problemas y
viceversa.

La tesis consta de introduccion, cinco capitulos, conclusiones,
recomendaciones y anexos. En el primer capitulo se realiza un anélisis
del estado del arte. En el segundo, se explicitan los fundamentos
teoricos. En el tercer capitulo, se expone la metodologia de la
investigacion. En el cuarto capitulo se presenta y explica el modelo
didactico y una metodologia a partir de un sistema de actividades. En
el quinto capitulo se valida el modelo didactico generado y se realiza
una valoracion de la implementacion del sistema de actividades en la
practica.

En el CAPITULO 1. ESTADO DEL ARTE se abordan temas
relacionados con las relaciones entre: formacion de conceptos y la
resolucion de problemas. En las investigaciones consultadas se
encuentra amplia bibliografia sobre la resolucion de problemas, la
formacion de conceptos, teoria de la actividad, procesos de ensefianza-
aprendizaje de los numeros complejos, variable compleja y funciones
de variable compleja. Estas investigaciones establecen un marco de
referencia en el desarrollo de la investigacion; dichas investigaciones
se centran en primera instancia a la formacion de conceptos; entre ellos
Rubinstein (1967) da importancia a los sistemas de representacion y el
uso de ejemplos y los no ejemplos, situacion a la que D” Amore (2001)
establece que no solo a través de multiples representaciones se logra el
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aprendizaje de un concepto, sino que ademas se necesita de la 16gica;
de igual manera Falk (2015), determina la importancia del proceso de
construccion del significado del concepto y de los problemas retadores.

Otros se centran en la formacion de conceptos de diferentes topicos
matematicos entre ellos, Velazquez, y otros (2004), Gonzalez (2005);
de otra parte investigaciones como las de Schoenfeld (1992),
Rodriguez, Sigarreta y Ruesga (2006), permiten determinar la
importancia de la resolucion de problemas como eje fundamental de
las matematicas. En esa misma direccion Morales, y otros (2014),
exponen que la actividad matematica se centra en la resolucion de
problemas, tomando los aportes del enfoque histdrico-cultural,
desarrollados dentro de la teoria de la actividad

En adicion, autores como Angel, Polola, Fernandez y Bortolotto
(2004), Mena, Rojas y Vindas (2011), Bueno, Mora, Alvarez y Nardin
(2012) y otros establecen métodos de trabajo en el aula, a través de
unidades didacticas o sistemas de actividades que segun exponen,
permiten facilitar el proceso de ensefianza-aprendizaje haciendo uso
de la resolucion de problemas para la formacion de conceptos. Para
ellos la resolucion de problemas es un proceso transversal que
proporciona de contexto a los conceptos, con el fin de favorecer el
aprendizaje significativo de estos.

De otra parte investigaciones relacionadas con la ensefianza-
aprendizaje del concepto de funcion de variable compleja, realizadas
por Pochulu (2012), Duke, y otros (2008) y Yan, y otros (2011), entre
otros, se enfocan en el significado de los conceptos, sus dificultades,
solucién de problemas y representaciones.

Cabe destacar que en la revision de la literatura cientifica realizada, se
carece de un modelo didactico que permita la formacion de conceptos
de la funcion de variable compleja mediante la resolucion de
problemas; pero aportan en gran medida al planteamiento y puesta en
marcha del modelo didactico propuesto.

En el CAPITULO 2. MARCO TEORICO estén dado por los
fundamentos filosoficos que la concepcion dialéctica ofrece, el
enfoque historico-cultural de Vygotsky (1995) en sus fundamentos
psicopedagogicos. Metodologicamente por la teoria de la actividad de
Leontiev (1983) y la formacion de conceptos de Galperin (1995); las
cuales permiten enriquecer y determinar la estructura y puesta en
escena del modelo en la practica. Cabe destacar, que en cuanto a la
resolucion de problemas, se toma como base el trabajo realizado por
Polya (1965) y De Guzman (2001), con quienes la autora concuerda
en la definicion de problema, categorizacion y resolucion. Los
fundamentos matematicos tienen en cuenta no solo el concepto y
definicion de funcién de variable compleja sino ademas, los conceptos
subordinados, colaterales y superiores, subyacentes a este.

En el CAPITULO 3. METODOLOGIA DE INVESTIGACION, se
asume el paradigma de investigacion que sustenta la tesis, ademas es
donde se precisa la poblacion y la muestra. También se valoran los
diferentes métodos a nivel tedrico y empirico (Instrumentos y técnicas
aplicadas), asi como los métodos estadisticos, utilizados en el analisis
de los resultados.

La presente investigacion se ubica en el paradigma de investigacion
cualitativo interpretativo, mediante un estudio de caso unico
descriptivo teniendo en cuenta que se describe la situacion observada
dentro de un grupo de estudiantes de quinto semestre de la
Licenciatura en Matematicas y Fisica de la Universidad de los Llanos
perteneciente, al curso electivo variable compleja del periodo II del
afio 2016.

Dentro de los métodos y técnicas de investigacion se tienen las
siguientes: a nivel teorico; el historico-l6gico, analisis-sintesis, la
modelacion y el método sistémico-estructural. A nivel empirico; la
observacion participante, encuestas, entrevistas y los métodos
matematicos estadisticos.
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Estos instrumentos y métodos propios de la investigacion, permiten
establecer el modelo, 1a metodologia y el sistema de actividades.

El CAPITULO 4. ANALISIS DE LOS RESULTADOS; en la
consecucion del modelo didactico se tiene en cuenta en primera
instancia, los fundamentos filosoficos, psicologicos y matematicos
descritos en el Capitulo 2, ademas de los referentes tedricos que se
tienen acerca de los modelos didacticos y se plantea como modelo
didactico, “la estructuracion sistémico-prdctica del proceso de
ensefianza-aprendizaje, para incidir en la formacion integral del
estudiante”. En la elaboracion de este modelo se tuvo en cuenta: como
basamento tedrico la concepcion dialéctica, los fundamentos
psicopedagdgicos y matematicos, que constituyen elementos valiosos,
donde se sustenta el modelo. En segundo lugar, la estructuracion del
proceso de ensefianza-aprendizaje de la funcion de variable compleja
hacia la busqueda activa y dinamica del conocimiento en el estudiante,
a través de un sistema de actividades, desde posiciones reflexivas que
estimulan el desarrollo del pensamiento y la independencia
cognoscitiva. En tercer lugar, la metodologia sustentada en el modelo
didactico favorece la formacion de conceptos sobre funcion de
variable compleja, a través de la resolucion de problemas y propicia el
desarrollo de los procesos 16gicos del pensamiento y el dominio de los
contenidos teoricos necesarios, en la medida en que se produce el
aprendizaje de los conocimientos matematicos. En cuarto lugar el
transito del nivel actual o inicial que poseen los estudiantes, hasta el
nivel que se aspira; asi como la estimulacion de la necesidad de
aprender funcion de variable compleja, teniendo en cuenta los
intereses. Ademas, el vinculo del contenido funciéon de variable
compleja con la practica social. De igual forma, el elemento
dinamizador del modelo se desarrolla en la etapa de ejecucion, al
interactuar las cuatro categorias presentes en la metodologia propicia
la construcciéon de un robusto concepto de funcién de variable
compleja, contribuyendo a la solucion del problema cientifico
planteado.

La propuesta de modelo didactico que se presenta, considera las tres
categorias fundamentales del proceso de enseflanza-aprendizaje,
determinadas por Leontiev en su teoria de la actividad, a saber: Fase
de Orientacion, Fase de Ejecucion y Fase de Control. Cada una de
ellas posee diferentes momentos que constituyen parte de la
metodologia y por ende del modelo a desarrollar.

Desde este punto de vista la aproximacion a un concepto superior, se
hace de manera paulatina y permanente en forma de “espiral”, donde
cada concepto subordinado, colateral y superior, alcanza grados de
complejidad cada vez mas avanzados.

En la Figura 1, se puede observar los diferentes niveles de
comprension de un concepto y como a través de aproximaciones
sucesivas y cada vez mas complejas el estudiante va acercandose al
concepto de variable compleja.

Cada uno de estos niveles deja observar el paso de las diferentes ZDP,
ademas del uso del diagnéstico como parte del proceso metodologico;
el sistema de actividades como un eje que traspasa de manera
ascendente a la metodologia; el sistema de evaluacion y control que
brinda informacién para el mejoramiento y seguimiento de los
conceptos. De igual forma esta metodologia posee como eje central el
modelo didactico disefiado, al cual pertenece también la metodologia
(ver Figura 1).

ra

SISTEMA DE EVALUACION Y CONTROL
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Figura 1. Relacion metodolégica para la construccion de
conceptos por aproximaciones sucesivas.

DIAGNOSTICO,

Las actividades desarrolladas se encuentran directamente relacionadas
con la metodologia, es decir, dichas actividades se formulan de la
siguiente manera: titulo de la actividad, objetivo, sugerencia
metodologica, motivaciéon, adquisicion, elaboracion, fijacion-
aplicacion y unas conclusiones de la actividad. La actividad 1 1lamada
Unidad imaginaria, la actividad 2. Representaciones, la actividad 3.
Operaciones, la actividad 4. Potencias, la actividad 5. Raices la
actividad 6. Conjunto de puntos en el plano C y la actividad 7.
Funciones de variable compleja.
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Figura 2. Modelo didactico para la formacién del concepto de variable compleja.

En el CAPITULO 5. ANALISIS Y DISCUSION DE LOS
RESULTADOS se presentan los resultados de las actividades
realizadas a la luz del modelo didactico y su metodologia; para
estructurar la informacion proveniente del analisis se procedio a
enumerar a los estudiantes participantes de (E1, E2, E3,..., E10) y se
crearon escalas de valoracion cualitativas basadas en la clasificacion
que realizan Ballester y otros (1992), sobre los niveles de desarrollo
de los conceptos, haciendo un aporte sobre las caracteristicas de éste
frente a la resolucion de problemas como se muestra a continuacion en
la tabla 1.

De igual forma se nombraron los problemas como P.M.n, donde M
corresponde a la motivacion, P.A.n a problemas de adquisicion, P.E.n
a los de elaboracion y P.F.n a los problemas que corresponden a la
etapa de fijacion-aplicacion, la n es el nimero del problema en cada
etapa de la actividad.

Tabla 1. Escalas de valoracion cualitativas basadas la caracterizacion
de los niveles de desarrollo de los conceptos mediante la resolucion de

problemas.
NIVEL DE CARACTERIZACION
SOLUCION
Analisis- El estudiante analiza los grupos o conjuntos de objetos en
Abstraccién funcion de sus propiedades comunes; luego determina cuales
de esas caracteristicas son esenciales, forma conjuntos mas
(A-A). complejos y elaborados, basandose en las propiedades.

La caracterizacion permite que el estudiante determine la
presencia o no del concepto superior y las relaciones
existentes con otros conceptos (colaterales y subordinados) en
los problemas propuestos.

Discriminacién- El estudiante determina qué propiedades del nivel anterior,

Identificaciéon pueden extenderse al resto de los elementos de un conjunto, se
deducen e inducen las propiedades fundamentales a la

(D-D). totalidad de los elementos del conjunto.
Identifica el concepto como parte de la solucion de un
problema, donde se puede apreciar caracteristicas necesarias y
suficientes o aquellas en donde algunas caracteristicas sean
modificadas de tal manera que el estudiante compara y
establece similitudes en cuanto a cada problema y la relacion
con el concepto.

Sintesis- El estudiante determina las caracteristicas esenciales, la

Concrecion estructura o el sistema de la totalidad de los elementos se

5-0) sintetiza el proceso y puede construir una definicion.

Aplica el concepto frente a problemas en nuevos contextos,
donde el uso de diferentes sistemas de representacion permite
que el estudiante establezca las relaciones entre los conceptos
superiores con los subordinados o colaterales, conduciendo a
nuevos problemas en donde se pone a prueba el concepto.

Como se puede observar, en cada actividad hubo una serie de
problemas que llevaron al estudiante bajo un hilo conductor a la
comprension de diferentes conceptos asociados al de funcion de
variable compleja como es: unidad imaginaria, representaciones de los
nameros complejos, operaciones con nimeros complejos, potencias,
raices, lugares geométricos y funcion de variable compleja; todas ellas
introducidas desde el punto de vista geométrico y en algunos casos,
haciendo uso de videos y diferentes software que permitieron la
visualizacion de la situacion.

Durante el desarrollo de las actividades se logré establecer que los
estudiantes a medida que resolvian los problemas en cada actividad,
mejoraban la comprension de dos conceptos indispensables, el de
numero complejo y funcion de variable compleja, es asi, que en el
desarrollo de las actividades se preguntaba al final como control, qué
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concepto tiene sobre numero complejo y cudl es el concepto que tiene
sobre funcion de variable compleja. Se pudo observar que el 70% de
los estudiantes tuvo una mejoria frente a los conceptos, a partir no
s6lo de sus escritos sino de sus expresiones verbales y no verbales en
el desarrollo de los problemas, solo 3 estudiantes no lograron pasar del
nivel de analisis abstraccion al de sintesis- concrecion, esto debido al
bajo compromiso que tenian y a los niveles basicos de matematicas
con los que cuentan. Un analisis de las encuestas realizadas en la etapa
de diagnostico, muestra que estos 3 estudiantes expresaron no dedicar
mucho tiempo a la resolucion de un problema y ser poco responsables;
situaciones que no ayudan al desarrollo de las actividades.

Por otra parte, al analizar las actividades con la aplicacion de la
estrategia, se identifico que se alcanza a comprender mejor el
concepto, pues en cada etapa del proceso de asimilacion se trabajaron
actividades especificas. Algunos resultados son los siguientes: En la
etapa de motivacion: aunque los estudiantes mostraron gran
dinamismo en el desarrollo de las actividades, es en esta etapa donde
la mayoria de los estudiantes obtuvieron un nivel de analisis —
abstraccion, esto debido a que era la primera aproximacion al
concepto a tratar.

En la etapa de adquisicion: en esta etapa se oriento el trabajo hacia
temas conocidos para la resolucion de problemas, que permitieron la
discusion sobre las caracteristicas esenciales del conjunto de los
numeros complejos, en esta etapa se logra alcanzar niveles de sintesis
— concrecion, debido a que permiten hacer aseveraciones y
conclusiones sobre algunos conceptos.

En la etapa de elaboracion: los 10 estudiantes logran identificar las
soluciones a los problemas propuestos, debido a que muchos de ellos
permitian establecer comparaciones entre los numeros complejos y los
reales, sin embargo, para algunos es tan arraigado el tema de las
funciones en variable real que 3 de ellos en un primer instante no
logran comprender el mapeo de muchas funciones, dificultandoseles
las actividades.

En la etapa de fijacion-aplicacion: en esta etapa la mayoria de los
estudiantes tuvieron éxito en la solucion y justificacion de los
problemas propuestos, como situaciones dentro de la misma
matematica y con problemas que relacionaban los nimeros complejos
y la fisica.

De acuerdo a lo establecido, podemos afirmar, que hacer el
tratamiento mediante la puesta en practica de la estrategia, se arrojan
elementos que garantizan favorecer los procesos de asimilacion,
ademas, las etapas comprendidas en dicho proceso, permiten la
evaluacion durante el proceso y en caso de ser necesario, reorientar la
actividad. De esta manera, podemos afirmar que al llevar acabo el
modelo didactico, mediante la metodologia propuesta, se han
encontrado elementos que permiten concluir que la estrategia
metodologica, favorece los procesos de asimilacion de los conceptos,
en especifico aquellos asociados a las funciones de variable compleja.

CONCLUSIONES

El proceso investigativo sobre la formacion del concepto de funcion
de variable compleja mediante la resolucion de problemas, en
estudiantes del quinto semestre de la Licenciatura en Matematicas y
Fisica de la Universidad de los Llanos, corrobora la hipdtesis
planteada en la tesis y ofrece una respuesta al problema objeto de
investigacion. Los resultados obtenidos propician destacar algunos
elementos que resultan esenciales en éste trabajo, ellos son: que el
proceso de ensefianza- aprendizaje del concepto de funcion de variable
compleja, ha sido abordado por diferentes autores desde tres
perspectivas:

1. Tedrica: la formacion de conceptos.

2. Resolutiva—procedimental: la resolucion de problemas.

3. Analitico funcional; el estudio de la funcion de variable
compleja desde la Variable Compleja.

Adicional a ello en la literatura revisada se pudo constatar las
siguientes regularidades: que el aprendizaje de un concepto se logra a
través de multiples representaciones y de la légica; se brindan
importancia al proceso de construccion del significado del concepto y
de los problemas retadores, ademas de ello se proponen actividades
que favorecen la formacion de conceptos mediante la resolucion de
problemas y se centran su atencion en el significado de los conceptos,
sus dificultades, solucion de problemas y representaciones.

Las investigaciones valoradas en el estado del arte sirvieron como
base y referentes, pues se toman elementos que imbrican las tres
aristas para la presente tesis. También se concluye que son escasos los
trabajos que tienen en cuenta las relaciones existentes entre resolucion
de problemas y formacion de conceptos, y se carece desde la teoria de
un modelo didactico para la formacion del concepto de funcion de
variable compleja a través de la resolucion de problemas.

La tesis se sustenta desde el punto de vista filoséfico en la concepcion
dialéctica, pues esta ofrece la teoria, que a través del dialogo y la
discusion, permite descubrir el contenido matematico mediante la
exposicion y confrontacion de razonamientos y argumentaciones. Los
sustentos psicopedagogicos estan dados por el enfoque Historico-
Cultural de Vygotsky y sus seguidores, asumiéndose de este la zona
de desarrollo proximo, la ley de la doble formacion de las funciones
psicologicas y la teoria de la actividad. Ambos fundamentos son
basicos en la construccion del modelo didéctico y le brindan robustez.

El trabajo con la formacion de conceptos matematicos es importante
para lograr un proceso de enseflanza - aprendizaje robusto de la
matematica, en particular de las funciones de variable compleja, pues
éste le propicia tratar los conceptos de objeto, de relacion y de
operaciones, asociados esencialmente al pensamiento abstracto, el cual
esta basado en conceptos, juicios y razonamientos. Los conceptos en
el estudiante no se forman de manera inmediata, son el resultado de un
proceso que puede estructurarse, en tres niveles: Analisis-Abstraccion,
Discriminacion-Identificacion y Sintesis-Concrecion.

La teoria de la resolucion de problemas, en particular los problemas
retadores constituyen uno de los pilares basicos para el trabajo con la
formacion del concepto de funcién de wvariable compleja. La
implementacion de la estrategia de Polya (1965) en el momento de
resolucion de cada uno de los problemas: orientacion hacia el
problema, trabajo en el problema, solucion del problema, y la
evaluacion de la solucion y de la via; centrada en el apoyo de la
heuristica, propicia la construccion robusta de dicho concepto.

La investigacion se sustenta en el paradigma cualitativo interpretativo.
Los instrumentos y métodos utilizados durante el desarrollo de la
investigacion, permiten establecer el modelo didactico, elaborar la
metodologia sustentada en el modelo y elaborar e implementar un
sistema de actividades, para favorecer la formacion del concepto de
funcion de variable compleja.

El modelo didactico propuesto se ha estructurado en funcién del
aprendizaje del alumno, es decir, en ella se prioriza el proceso de
asimilacion por etapas de los conceptos asociados al de funcion de
variable compleja y se concibe que ¢l mismo, ha asimilado los
conceptos si logra establecer una solucion a los diferentes problemas
propuestos en las etapas de: motivacion, adquisicion, elaboracion y
fijacion- aplicacion. Cada una de las propuestas de solucion se
analizaron segin tres niveles de formacion del concepto: Analisis-
Abstraccion, Discriminacion — Identificacion o Sintesis- Concrecion.

El modelo permite estructurar la formacion del concepto de funcién de
variable compleja hacia la Dbusqueda activa, dinamica y
transformadora del conocimiento en el estudiante, mediante un
sistema de actividades, donde fundamentalmente se utiliza la
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tecnologia, la historia de las matematicas como recurso didactico, la
representacion geométrica y procedimientos heuristicos, desde
posiciones reflexivas que propician el desarrollo del pensamiento
matematico y de la independencia cognoscitiva.

El principal resultado alcanzado en esta investigacion es la
elaboracion de un modelo didactico, para tal fin se disefidé una
metodologia que permite dinamizar el modelo y un sistema de
actividades estructurado en 4 etapas: motivacion, adquisicion,
elaboracion y fijacion-aplicaciéon, que conjuntamente con la
metodologia posibilitaron la concrecion del modelo en la practica, a
través de la resolucion de problemas para la formacion de conceptos.

La realizacion de cada una de las etapas permite favorecer los
procesos de internalizacion del conocimiento sobre los conceptos
asociados al de funcion de variable compleja. Por esta razén en cada
etapa se propusieron actividades que a la vez se corresponden con la
elaboracion por etapas de las acciones mentales, y para su desarrollo
se utilizé una estrategia integradora de resolucion de problemas que se
apoya en los postulados de la formacion de conceptos mediante tres
niveles.

La estrategia metodoldgica acierta frente al diagnostico realizado, el
cual permiti6é establecer el tipo de problemas frente al contenido
matematico del concepto, en ¢l se propone una nueva estructura para
el tratamiento del concepto de funcion de variable compleja, desde el
punto de vista geométrico, atendiendo a las relaciones conceptuales de
los conceptos asociados (colaterales, subyacentes y superiores) al de
funcion de variable compleja

Las actividades estan estructuradas en cuatro etapas, que establecen un
orden para la puesta en practica, de manera que el proceso se hace mas
estructurado, situacion que es necesaria para un buen aprendizaje;
ademas de ello incluye herramientas tecnologicas para la puesta en
escena de las representaciones visuales de los problemas, situaciones
problema que ponen en juego conocimientos anteriores para la
construccion de nuevos conceptos, aplicaciones para facilitar la
fijacion y la generalizacion de conceptos y una serie de preguntas que
permiten llevar un hilo conductor.

Por otra parte, es necesaria una formacion solida sobre el contenido
matematico del concepto, lo que permite entender el sentido de cada
una de las actividades que se han propuesto e identificar qué se logra
con cada una de ellas, y como la resolucion de problemas finalmente
permite al alumno la formacion de conceptos por aproximaciones
sucesivas.

Luego de llevar a cabo el desarrollo de las actividades, se arrojaron
elementos que permiten determinar situaciones sobre los procesos de
asimilacion del concepto de funciéon de variable compleja a través de
la puesta en escena de la estrategia metodologica, donde se identificd
en los alumnos los siguientes resultados: los procesos de motivacion
son esenciales cuando se abarcan temas relacionados con la
matematica, la incorporacion de una via mixta permite al docente
tener diferentes perspectivas frente a como abarcar el contenido, el uso
de situaciones problema ayuda a los estudiantes a una mejor
comprension de los conceptos, aproximadamente un 70% alcanzé un
nivel 6ptimo frente a la comprension no solo del concepto de funcion
de variable compleja, sino de los conceptos asociados a este, la
evaluacion frente al concepto de niimero complejo, representacion y
funcién de variable compleja se puede apreciar a medida que las
actividades abarcan problemas de mayor complejidad.

El empleo de las TICs en la formacion de conceptos y en especial en
los procesos de enseflanza-aprendizaje en el nivel universitario, ofrece
multiples ventajas en el mejoramiento de los deferentes procesos de
asimilacion de conceptos, procedimientos que se tratan en el proceso
de ensefianza aprendizaje de la Matematica, debido a que permiten la

visualizacion y por ende la asimilacion de conceptos abstractos sobre
la base de imagenes o representaciones que las TICs proporcionan.

El aprendizaje de propiedades geométricas de las funciones en
variable compleja, conlleva serias dificultades en la ensefanza
tradicional, por lo cual, el uso de diferentes software facilita la
visualizacion de puntos, rectas y subconjuntos, situaciones usadas por
los estudiantes participantes. En el aprendizaje de la matematica
universitaria, la tecnologia juega un papel importante y mas aun en
programas de licenciatura, porque permiten darle herramientas a los
futuros docentes para ejercer su labor, pues pueden poner en juego
ideas abstractas y resolver problemas, ademas de poder caracterizar
representaciones, operaciones, con el fin de mejorar sus formas de
pensamiento.

El uso de un modelo didactico y una metodologia acorde a esta, como
la propuesta en esta tesis, mejora los procesos de ensefianza-
aprendizaje de conceptos mediante la resolucion de problemas, no
s6lo de temas relacionados con las funciones de variable compleja,
sino otros temas de las matematicas, se deja al lector, la posibilidad de
aplicar dichas actividades y poner en practica el modelo propuesto
mediante su metodologia.

RECOMENDACIONES

La implementacion de la metodologia y del sistema de actividades
sustentado en el modelo didactico para fortalecer la formacion del
concepto de funcion de variable compleja mediante la resolucion de
problemas, en estudiantes del quinto semestre de la Licenciatura en
Matematicas y Fisica de la Universidad de los Llanos, requiere
considerar y poner en practica las siguientes recomendaciones: se debe
favorecer el proceso de enseflanza-aprendizaje del concepto de
funcion de variable compleja, como por ejemplo el tratamiento que se
le da en los textos, requiere tener en cuenta la relaciéon entre los
objetos matematicos y sus aplicaciones utilizando, esencialmente, una
determinada definicion.

Para lograr mayor éxito al llevar a la practica la metodologia, es
necesario un cambio casi total de los paradigmas que prevalecen en
los profesores de Matematicas y mas aun de las licenciaturas, pues la
metodologia tiene varios componentes y elementos que van
fundamentalmente, dirigidos al profesor, los cuales deben ser
asimilados como requisito fundamental.

El Integrar las TIC en los procesos de enseflanza aprendizaje de las
matematicas al nivel de educacion superior, pues coadyuvan en la
comprension y formacion de conceptos, también favorece el proceso
de la visualizacion en la resolucion de problema, que en el caso del
trabajo con variable compleja es necesario debido a su caracter un
poco abstracto.

El desarrollo de trabajos conjuntos y el uso de la dialéctica como eje
fundamental de los procesos de ensefianza-aprendizaje permiten la
formacion integral del estudiante y el mejoramiento de aspectos
esenciales en la personalidad, tanto del maestro como del alumno, es
asi, que la responsabilidad, el comunicarse con el otro, el respeto por
las opiniones y el conocimiento matematico, se hacen presentes en el
desarrollo de las actividades que proponga el maestro.

De igual forma quedan abiertos temas relacionados con la teoria de
funciones en variable compleja, el uso de modelos didacticos en los
procesos de ensefianza aprendizaje en el nivel universitario, el disefio
de modelos de formacion docente que permitan a los futuros docentes
tener herramientas no s6lo matematicas, sino pedagogicas y didacticas
que les permitan desenvolverse como maestros del area.
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Resumen

El presente estudio tuvo como objetivo analizar el impacto que
genera el método heuristico de Lakatos en la educacion matemdtica.
Concretamente, se obtuvieron resultados importantes al considerar
dicha heuristica junto con la resolucion de problemas retadores
como metodologia en un curso de matemdticas discretas para
estudiantes de ingenieria de sistemas y licenciatura en matemdticas.
Se lograron resultados en cuanto a la implicacion de la heuristica en
el desarrollo del pensamiento matemdtico, en la actitud del
estudiante, en la construccion de demostraciones matemdticas y
como herramienta eficaz para la resolucion de problemas.

Por otra parte, la investigacion permitio aportar, en el contexto de la
educacion matemdtica, al importante debate acerca de si las
matemdticas es resolver problemas o demostrar teoremas que

considera tanto la postura filosdfica de Celucci acerca de la
naturaleza de la matemdtica y la postura cientifica de Gowers acerca
de las dos culturas inmersas en matemdticas, la que prioriza la
resolucion de problemas y la que privilegia la construccion de teoria,
y con ello aclarar el papel que desempeiian y como se
interrelacionan el entendimiento de teoria, la construccion de
demostraciones matemdticas y la resolucion de problemas singulares
en el dmbito de la educacion matemdtica.

Abstract

This study had as objective analyzing the impact that causes the
Lakatos heuristic method in the math education. Specifically, it
offered important results when considering this heuristic with the
resolution of challenging problems as the methodology used in
discrete math for system engineering students and math degree.
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