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Proponemos una dualidad entre musica y geometria en la cual contrastamos a las
piezas musicales, entendidas como variaciones de patrones geométricos, con las
geometrias, entendidas como colecciones de propiedades invariantes respecto a
grupos de transformaciones (con posible significado musical). Bajo esta dualidad,
presentamos varios ejemplos, en armonia, contrapunto e interpretacion musical,
donde superficies geométricas basicas ganan cierto movimiento y dan cuerpo y
estructura a las piezas musicales.

INTRODUCCION

Una de las unificaciones mas importantes en la historia de las matematicas es la definicién de una
geometria dada por Klein (1893) en su Programa de Erlangen. Para Klein, una geometria es el
estudio de las propiedades invariantes respecto a un grupo' de transformaciones de un espacio.
En la geometria euclidiana distancias, areas y angulos son invariantes respecto a rotaciones y
traslaciones en el plano. En la geometria afin, la cual generaliza la geometria euclidiana, el
paralelismo entre rectas es preservado bajo transformaciones afines, las cuales son
transformaciones lineales invertibles del plano combinadas con traslaciones (véase la Figura 1).

Figura 1. Preservacion de distancias, areas y angulos bajo una transformacion euclidiana
(izquierda) y preservacion del paralelismo bajo una transformacion afin (derecha).

Informalmente, los axiomas de grupo son los requerimientos minimos que se le deben colocar a un conjunto G con
una operacion binaria * de tal manera que las ecuaciones lineales de la forma a * x = b (lineales) tengan solucion.
Estos requerimientos son: 1. Existencia de un elemento neutro; 2. Asociatividad de la operacion, 3. Existencia de
inversos.
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Por otro lado, en la musica occidental, los grupos de transformaciones se manifiestan de una
manera opuesta. En primer lugar, el uso de simetrias en musica se origina probablemente por la
necesidad prdctica de componer una partitura de manera efectiva en corto tiempo.> No es
extrafio, entonces, que las construcciones bdasicas del contrapunto y la armonia (inversion,
retrogrado, transposicion, aumentacion) correspondan a simetrias basicas de la geometria afin.
Sin embargo, en musica no estudiamos los invariantes respecto a simetrias, sino que por el
contrario, en las piezas musicales, a partir de esas simetrias variamos los objetos musicales
(notas, acordes, melodias, escalas, duraciones) para plasmarlos en una obra.

De acuerdo a lo anterior, esquematizamos® la relacién entre musica y geometria mediante el
diagrama de la Figura 2. En la izquierda del diagrama tenemos una correspondencia (invariantes)
de grupos a geometrias que asocia a cada grupo de transformaciones de un espacio su geometria
segun Klein. En la derecha, tenemos una correspondencia (variaciones) que produce variaciones
de material musical bajo la accion de un grupo de simetrias dado. Estas correspondencias poseen
correspondencias que van justamente en las direcciones contrarias. Por un lado, a cada geometria
le podemos asociar el grupo de todas las transformaciones que preservan cada una de las
propiedades de la geometria. Por otro lado, el proceso que a una pieza musical le asocia el grupo
de simetrias en juego es el andlisis musical. De esta manera, tenemos un movimiento de vaivén
conceptual que oscila entre las piezas musicales y las geometrias.

grupos

Invariantes variaciones

analisis
geometrias musica

Figura 2. Diagrama de relaciones entre geometria y musica

En este escrito mostramos dos ejemplos de como pasar de la geometria a la musica y dos
ejemplos de como pasar de la musica a la geometria, en el &mbito de la armonia y el contrapunto
occidentales. Veremos que los vaivenes asociados con esos movimientos pueden generar
procesos creativos tanto en musica como en matemadticas. Para finalizar, observamos como
gracias a la gestualidad (a medio camino entre musica y geometria) es posible recobrar el
movimiento corporal intrinseco que existe en las transformaciones y en las piezas musicales, lo
cual permite la interpretacion corporal e instrumental de estas tltimas. De alli nuestra vision de la

2 Véase Mazzola, Mannone y Pang (2016, p. 11).
3 Este esquema no pretende ser estrictamente formal, sino presentar una orientaciéon conceptual para el articulo.
Probablemente, una formalizacion pueda lograrse usando adjunciones categoricas.
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musica como una danza geométrica, en la cual figuras geométricas sencillas ganan movimiento y
se desenvuelven en el tiempo.

ESPACIOS MUSICALES Y CONSTRUCCIONES BASICAS

Antes de abordar los ejemplos centrales de este escrito, necesitamos algunos modelos
matematicos basicos que ocurren en musica.

La partitura tradicional de la musica occidental puede situarse en el plano R?, donde cada pareja
(t,a) representa un evento sonoro con altura o tono a que ocurre en un instante de tiempo t
(véase la Figura 3). Las unidades que se toman para las alturas y el tiempo se escogen a
conveniencia. Usualmente, las alturas pueden estar dadas por frecuencias o nombres de notas y
los tiempos pueden estar en segundos o unidades de pulso.

altura a

R2
ANV
e

tiempo t

Figura 3. El espacio de la partitura

El espacio de tonos de la escala equitemperada* es el anillo Z, ,, en el cual identificamos niimeros
con tonos como sigue:

0=c, 1=do#t=re b , 2=re, 3=reI=mi b , 4=mi, 5=fa, 6=faft=sol b
7=sol, 8=solg=la b , 9=la, 10=lagi=si b , 11=si.
De la misma manera, la escala diatonica

Do, Re, Mi, Fa, Sol, La, Si,

4 La escala equitemperada es aquella donde las notas estan distribuidas en 12 intervalos iguales a lo largo de una
octava.

13



la cual corresponde a las teclas blancas del piano, suele identificarse con el anillo Z,. Esto
permite simplificar toda la gama de tonos representada por R (eje vertical en la Figura 3) usando
los anillos Z4, y Z-, utilizando el mas conveniente en cada situacion.

Por su caracter ciclico, el espacio de tonos y la escala diatonica suelen representarse sumergidos
en el circulo unitario como se muestra en la Figura 4.

Figura 4. El espacio de tonos (izquierda) y la escala diatonica (derecha)

Ahora, necesitamos construir las simetrias del espacio de la partitura (Figura 3) y de los espacios
de tonos (Figura 4), las cuales estan inspiradas en las transformaciones euclidianas y afines del
plano.

Dado un R-médulo® M sobre un anillo conmutativo® con unidad R, una simetria (afin) de M es
aquella de la forma T* o f, donde f es un R-automorfismo’ de M, x € M y

T**M —- M:a— a+ x.

La coleccion de todas las simetrias de M forman un grupo respecto a la composicion de
funciones.

En el caso del R-mddulo R?, es decir, cuando consideramos a R? como un espacio vectorial
sobre los reales, una simetria tiene la forma T®*¥) o f, donde f: R? — R? es una transformacion

lineal correspondiente a una matriz invertible (determinante no nulo) de tamafio 2 X 2. Estas

5 Véase la definicion en Atiyah y Macdonald (1969, p. 17).

6 Véase la definicion en Atiyah y Macdonald (1969, p. 1)

7 Véase la definicion en Atiyah y Macdonald (1969, p. 18). Un automorfismo es un isomorfismo de un médulo en si
mismo.
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simetrias son precisamente las simetrias del espacio de la partitura. Al considerar todas las
simetrias de la forma T®Y) o f, donde f estd asociada a una matriz de rotaciéon (es decir,
ortogonal con determinante igual a uno), obtenemos el grupo de transformaciones euclidianas del
plano.

Por otro lado, si al anillo Z,, lo consideramos como un Z,-mddulo, entonces una simetria tipica
de Z,, suele denotarse T*b para x € Z, y b invertible en Z,, donde T*b se define por T*b(a) =
ba + x. En efecto, se puede probar que un R-automorfismo de un anillo R conmutativo
corresponde a multiplicar a izquierda por un elemento invertible del anillo. Las simetrias de Z,,
son una herramienta imprescindible en teoria matemdatica de la musica y constituyen una
simplificacion de las simetrias del espacio de la partitura.

Finalmente, un acorde triada es un subconjunto de Z;, con exactamente tres elementos. Los
acordes suelen dibujarse como triangulos cuyos vértices son los elementos del acorde, en el
espacio de tonos. En la Figura 5, observamos dos acordes basicos: Do mayor y La menor. Los
demas acordes mayores y menores pueden ser obtenidos por transposicion, es decir, aplicando
una simetria de Z;, de la forma T*.

Figura 5. Acorde de do mayor (izquierda) y acorde de la menor (derecha)

J. S. BACH: DE LA GEOMETRIA AFIN EN EL PLANO AL CONTRAPUNTO

Las transformaciones basicas del contrapunto, usadas por Bach, estan dadas por transformaciones
del plano en si mismo definidas como en la Figura 6.
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a retrogrado
transposicién R(t,'clz) = (—t,a)« (t,a)
A | TOY) (¢, a)=
—{(t,a + y) ﬁu & (t,0)
D 7 1
[J) | i
I ! t ( ’ a) . I(t, a) =
inversién * T (t,—a
retrograda -~ : ( )
IR(t,a) = (—t, ~a) inversion
0— | a a
f) — f)
¢ G ——
después ANV
(t,a) = T (t a) = (t + x,a) = e i
’ ’ ’ (t,a) — (2t,a) aumentacion
Figura 6. Las transformaciones basicas del contrapunto usadas por Bach

Todas las transformaciones en la Figura 6 son simetrias afines, tal como las definimos en la
seccion anterior. Podemos destacar que las simetrias de la derecha de la Figura 6, con excepcion
de la inversion retrograda, no son transformaciones euclidianas pues ellas involucran matrices

con determinante distinto de 1.

Un ejemplo de como podemos hacer musica a partir de estas simetrias es el No. 7 de los Catorce
Canones BWV 1087 de Bach. Todos los canones de esta obra estdn basados en las primeras ocho
notas del bajo del Aria de las Variaciones Goldberg del mismo autor.
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Figura 7. Canon 7: Canon simple sobre el sujeto. A tres voces.

En la Figura 7, encontramos el canon como fue escrito por Bach. En el pentagrama inferior,
encontramos el bajo fundamental (sujefo S) y, en el pentagrama superior, un contrapunto (C)
escrito por Bach. El canon debe resolverse a tres voces, donde la tercera voz (C') es obtenida por
inversion del contrapunto con respecto a la nota si en la escala {sol, la, si, do, re, mi, faft} de sol
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mayor.® Si identificamos la escala de sol mayor con el anillo Z,, de tal manera que la nota si
corresponda al niimero 2, entonces esta inversion estd dada por la simetria T*(—1) de Z,. En la
Figura 8 apreciamos esta inversion.

;
:

T

-
—

Figura 8. Inversion del contrapunto C con respecto a si (una octava arriba para facilitar la
visualizacion)

Una vez la tercera voz es obtenida (C’ en la Figura 8), ella debe comenzar justo donde esta puesto
el signo sobre la nota so/ del primer compas en la Figura 7. Esto implica el uso de una simetria
del tipo después (Figura 6).

El contrapunto C tiene la particularidad de que esta escrito por disminucion e inversion del sujeto
S. Como se muestra en la Figura 9, las primeras ocho notas del contrapunto corresponden a la
disminucion del sujeto (un cuarto de la duracion original) y su posterior inversion. A partir de
esta construccion, se pueden obtener las ocho notas a partir del si en el tercer compés, por
transposicion en la escala de sol mayor, aplicando la simetria T2 de Z,.

-
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Figura 9. Diagrama conmutativo del Canon 7, relacion entre las voces

Podemos apreciar el canon resultante en la Figura 10.

8 La alteracion do# en el segundo compés se trata como do para efectos de la inversion.
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Figura 10. Realizacion del canon 7

Aun no hemos mencionado la simetria retrogrado. Aunque Bach no especifica su uso para este
canon, podemos aplicar esta simetria al canon perpetuo que se forma entre los compases 2 y 5. El
resultado es perfectamente licito: los intervalos entre voces se preservan (R es una isometria) y
los paralelismos entre voces son evitados,” de la misma manera que en el canon original.
Ademas, en los canones Nos. 1-4, Bach ya habia demostrado la viabilidad del retrogrado del
sujeto. Para obtener la pieza resultante, 1€éase la Figura 10 de derecha a izquierda, siguiendo las
barras de repeticion.

MAZZOLA: DEL SISTEMA TONAL A LA CINTA DE MOBIUS

La armonia basica del sistema tonal se obtiene construyendo una triada a partir de cada nota de la
escala do mayor, como se muestra a continuacion:

A I 11 117 1V V VI VII

~N

N > (@]

{do,mi,sol}{re,fa,la} {mi,sol,si}{fa,la,doHsol sire} {lado,mi}{sirefa}

Figura 11. Triadas de la escala do mayor

Formalmente, la tonalidad do mayor (denotada por CM) es el conjunto formado por las triadas
111,111, ...,VII, las cuales llamamos grados de la tonalidad. Las demas tonalidades pueden ser
obtenidas transponiendo la situacion.

En armonia (Schoenberg, 2010, p. 39) es importante saber qué notas comparten dos grados de la
tonalidad y, especialmente, qué notas comparte un grado dado con los grados distinguidos /
(tonica), 1V (subdominante) y V (dominante). Estos tres acordes estdn relacionados con

% En efecto, los paralelismos son evitados en el contrapunto y la armonia clésicos. Una nueva oposicién respecto a la
geometria afin: lo que en ella se preserva, se evita en la musica.
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sensaciones de reposo, preparacion y tension, respectivamente, y constituyen la base del sistema
tonal.

Consideremos entonces la coleccion N(CM) de subconjuntos de CM con interseccion no vacia.
Podemos dibujar a N(CM) como un grafo cuyos vértices son los grados de CM, con una arista
por cada dos grados diferentes con interseccion no vacia y una cara triangular por cada tres
grados diferentes con interseccion no vacia, como en la Figura 12 (derecha). Al identificar las
lineas que unen V' y VII en este dibujo, obtenemos una cinta de Mobius (Figura 12, izquierda).

]

4
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VI 17

I viI

Figura 12. La banda armoénica de Mazzola (Agustin y Lluis, 2011)

La obtencién de la banda armonica no es una mera curiosidad. En efecto, la no orientabilidad de
la cinta de Mobius (superficie de una cara) implica que no se pueda definir una funcién que a
cada grado de la tonalidad le asigne un valor de tonica, subdominante o dominante, segin la
teoria de Hugo Riemann (véase Mazzola et al., 2016, pp. 130-131).

EULER: LA RED DE TONOS

Mas allé de si una lista finita de acordes mayores y menores (progresion armonica) ocurre dentro
del ambito de la teoria tonal, podemos estudiarla mediante las notas que comparten acordes
sucesivos. La razon es que, entre mas notas compartan dos acordes, existe una tendencia a una
mayor sensacion de suavidad en los enlaces armoénicos (conduccion de voces).
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La red de tonos (Tonnetz) fue inventada por Euler' y puede construirse como sigue.!!
Consideremos el grafo cuyos vértices son los doce tonos, con una arista por cada intervalo de
tercera mayor, tercera menor o quinta justa entre tonos (diferencia de 3, 4 o 7 en Z,,
respectivamente), y una cara triangular por cada triada mayor o triada menor (recuérdense las
construcciones de la Figura 5). Estrictamente, la superficie obtenida es un toro, aunque suele
representarse proyectada sobre el plano (véase la Figura 13).

Figura 13. La red de tonos y sus tres operaciones fundamentales

Sobre los acordes (tridngulos) de la red de tonos podemos realizar tres operaciones
fundamentales, las cuales corresponden a las posibles maneras de enlazar dos triadas distintas
preservando dos notas. La operacion P asigna a todo acorde mayor el acorde menor que tiene la
misma nota fundamental'* y viceversa. La operacion R asigna a todo acorde mayor el acorde
menor obtenido al sumar un tono (2 en Z;,) a la quinta'® del acorde original, y asigna a todo
acorde menor el acorde mayor obtenido al restar un tono a la fundamental del acorde original.
Finalmente, la operacion L asigna a todo acorde mayor el acorde menor obtenido al restar un
semitono (1 en Z;,) a la nota fundamental del acorde original, y asigna a todo acorde menor el
acorde mayor obtenido al sumar un semitono a la quinta del acorde original. En la Figura 13 se
observan estas operaciones aplicadas al acorde do mayor.

10 Véanse Mazzola et al. (2016, p. 18) y Andreatta (2014).

' Existen varias versiones de la red de tonos. Aqui, usaremos aquella en Andreatta (2014).
12 La nota fundamental del acorde do mayor (menor) es Do.

13 La quinta del acorde do mayor es sol (intervalo de quinta entre do y sol).
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La red de tonos es especialmente 1til para explicar progresiones armoénicas del romanticismo, en
las cuales la experimentacion armoénica se aparta de la tonalidad y se aprecian ciertos ciclos
formados con las operaciones fundamentales. A continuacidon veremos dos ejemplos musicales de
ciclos.

MUSICA DE LA RED DE TONOS

Como senala Cohn (1997), en el segundo movimiento de la Novena Sinfonia de Beethoven,
compases 143-176, podemos encontrar la progresion de 19 acordes obtenida a partir del acorde
Do mayor, aplicando las transformaciones R y L sucesivamente (véase la Figura 14). El ciclo
total recorre los 24 acordes de la red de tonos.

Figura 14. Fragmento del ciclo del segundo movimiento en la Novena Sinfonia de Beethoven

Por otro lado, la cancion “Shake The Disease”, de la banda Depeche Mode, es un ejemplo
sencillo e interesante de la utilidad de las operaciones P, L y R para explicar la unidad de algunas
progresiones armoénicas en la musica pop. El coro de esta cancion estd formado por la progresion
de acordes

Re menor, Fa menor, Re b mayor, Si b mayor.

Esta progresion, como sefiala Capuzzo (2004), no se puede explicar bajo una logica tonal. Sin
embargo, ella tiene dos caracteristicas fundamentales: la nota fa pertenece a todas las triadas y
hay un movimiento del bajo por terceras. Esto sugiere un buen comportamiento en la conduccion
de voces y, por lo tanto, en la red de tonos. En efecto, como se muestra en la Figura 15, esta
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progresion es una abreviacion (elision) de un ciclo obtenido al aplicar las operaciones R, P y L,
sucesivamente, partiendo de la triada Re menor.

Figura 15. La progresion del coro de “Shake The Disease” como un ciclo abreviado

FINAL: PERSPECTIVAS GESTUALES Y CONCLUSIONES

En toda la discusion anterior, hemos obviado lo que quiza es el aspecto fundamental de la
musica: su realizacion en términos corporales. Sin embargo, las interpretaciones geométricas que
hemos hecho en contrapunto y armonia apuntan hacia la gestualidad. Todas las simetrias del
contrapunto de la Figura 6 pueden interpretarse en términos de gestos: transposicion y después
son gestos de trasladar con las manos; la inversion y el retrogrado corresponden a gestos de
rotacion espacial de 180 grados; y la aumentacion/disminucion es un gesto de
estiramiento/contraccion. En armonia, la banda armoénica y la red de tonos fueron obtenidas
encarnando 'y configurando simplices abstractos en el espacio R3. Mas aun, los
acompafiamientos armoénicos fueron obtenidos mediante caminos en la red de tonos, los cuales
también corresponden a gestos humanos. Estas perspectivas gestuales son de ayuda en la
interpretacion musical para explicar a la audiencia conceptos abstractos subyacentes a las
composiciones musicales, que pueden ser dificilmente identificables al oido, para facilitar su
apreciacion. Por otro lado, el intérprete puede traducir esta gestualidad en su propio movimiento
corporal al ejecutar una pieza.

Los gestos, a su vez, tienen un modelo geométrico (balance interesante entre geometria y musica)
basado en la topologia y la teoria de categorias. Este modelo fue inicialmente formulado por
Mazzola y Andreatta (2007). Luego fue generalizado y unificado por Arias (2018), gracias a la
teoria de productos cotensoriales de funtores, dual de la teoria de productos cotensoriales de
funtores, los cudles son una base importante en la teoria de topos de Grothendieck.
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Finalmente, es importante resaltar las implicaciones para la creatividad musical y matematica de
nuestra dialéctica inicial geometrias/musica, en la cual, como ya observamos, se encuentran los
gestos y los grupos como mediadores. Por un lado, gracias a las simetrias podemos variar los
objetos musicales para crear nuevos, como en el retrogrado del Canon No. 7 de Bach o en los
ciclos de la red de tonos. Por otro lado, los hechos musicales, como la tonalidad, la conducciéon
de voces y la gestualidad son inspiracioén para crear o recrear nociones matematicas como la
geometria afin, la cinta de Mobius, el toro y la teoria de productos cotensoriales de funtores.
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