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El presente documento describe una experiencia de indagacion matematica a partir
del desarrollo de una monografia en la asignatura de Matematicas en el Gimnasio
Vermont de Bogotd. En esta se investigaron relaciones entre el perimetro del
triangulo ortico y el perimetro del tridngulo en el que estd contenido. Para ello, se
desarrolld6 un método de caracterizacion de tridngulos acutangulos en el plano,
utilizando algebra vectorial. Lo anterior se hizo con apoyo de un programa de
elaboracién propia en Python 3 y GeoGebra 5, para representar graficamente las

relaciones entre los triangulos descritos.

INTRODUCCION

El estudio que se describe en esta ponencia surge del desarrollo de una monografia en la
asignatura de Matemadticas en el Gimnasio Vermont de Bogot4d. En esta se quiso contestar la
pregunta /cuales son las relaciones entre el perimetro del tridngulo ortico y el tridngulo que lo
contiene? Para ello, primero se desarrollé un método basado en algebra vectorial para caracterizar
triangulos acutangulos en el plano; el estudio se restringi6 a estos triangulos debido a que con
geometria analitica hay que considerar la orientacion en la que abren lo angulos, sea a favor o en
contra de las manecillas del reloj, lo que dificulta generalizar para todos los triangulos.
Posteriormente, se usé la geometria analitica para encontrar relaciones geométricas en triangulos
equilateros, particularmente en el tridngulo Ortico. Finalmente, se escribid un programa para
verificar los resultados sobre las relaciones entre sus perimetros, utilizando el lenguaje de

programacion Python 3 y se propusieron conjeturas sobre otros tipos de triangulos.
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EL TRIANGULO ORTICO
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Figura 1. AABC y su tridngulo ortico AH;H,H;

El triangulo 6rtico de un triangulo ABC es el que tiene por vértices los pies** Hy, H, y Hy de las
alturas de AABC (Guirnalda Matematica, 2012). Para que los pies de las alturas pertenezcan a los
respectivos lados de AABC, es necesario que este sea un tridngulo acutangulo, por lo que se tuvo
que encontrar un método para determinar cualquier tridngulo acutangulo en el espacio

bidimensional.

El triangulo acutiangulo en el plano cartesiano

Para verificar que AABC es acutangulo se hizo uso del algebra vectorial para encontrar los

angulos de este.

El AABC (Figura 1) puede representarse en términos de vectores tales que:

AB =u
AC =v
BC=v—u

La representacion grafica se muestra en la Figura 2.

24 Entiéndase pie de la altura del tridngulo como el punto de interseccion entre la altura y el segmento del tridngulo.
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Figura 2. AABC en el plano representado en vectores

Si se quiere determinar que AABC es un triangulo acutangulo, el producto punto entre todos los

vectores debe ser positivo, por lo que se tiene que cumplir que:
uv>0
—-(v—u)-—v>0
—u-(v—u)>0

EL TRIANGULO ORTICO EN EL PLANO CARTESIANO

Las coordenadas del AABC y su tridngulo ortico pueden hallarse en términos de los puntos de
interseccion de las rectas que contienen a los segmentos de los tridngulos. De esta forma, para

hallar sus respectivos perimetros, se tiene que:

Prase =+ (1 —x2)% + (71 — ¥2)2 + /(1 — x3)2 + (31 — ¥2)% + y/ (x2 — x3)% + (V2 — ¥3)?

Y:

2
Pru byH, = \/(Hlx — Hax)? + (Hyy, — Hpy)? + \/(Hlx — H3,)? + (Hly - HSy)

+ \/(HZx — H3,)? + (Hyy — H3y)?
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El perimetro del triangulo értico en un triangulo equilitero

VAVAN

Figura 3. AABC equilatero y su triangulo ortico AH;H,H;

Las anteriores ecuaciones se pueden simplificar por ser AABC equilatero de tal modo que:

Ppapc =3 (\/(x1 —x3)% + (y1 — 3’3)2)

Ademas, los pies de las alturas de un triangulo equilatero corresponden al punto medio de cada
uno de los segmentos ya que la altura corresponde a la bisectriz del triangulo (Torres, 2018). Por

esta razon, las coordenadas para H; cuando AABC es equilatero pueden hallarse de la siguiente

manecra.
x1 + xz
x=—>=
2
_n + V2
Y 2

Al encontrar las distancias entre H; y H, se obtiene que:

X1+ X Xy +x3\2 i+ Y, Yot y3)
d(Hl,H2)=\/(12 2 22 3) +<12 2 22 3)

Que se puede simplificar a:
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1
d(Hy, Hy) = E(\/(Jﬁ —x3)%+ (y, — Y3)2)

Y como estas distancias son iguales para todos los segmentos, se puede concluir que:

3
Pru HyHy = > (\/(X1 —x3)2+ (y1 — }’3)2)
Asi, finalmente:

PAH1H2H3: Prppc = 1:2

USO DE LA TECNOLOGIA PARA ENCONTRAR CONJETURAS

Lo encontrado anteriormente se pudo plasmar en un programa de elaboracion propia, en Python
3. Al ingresar las coordenadas de cualquier tridngulo acutangulo, este permite calcular las
coordenadas de su triangulo ortico y la relacion entre los perimetros de los dos triangulos. El
programa, ademds, permite generar tridngulos aleatorios para analizar sus comportamientos. Este

se muestra a continuacion:
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1 from math import sqrt
2 from random import randint
3
4
5 def ortico(x_1, y_1, x_2, y_2, x_3, y_3):
6
7 angl = (x_2-x_1)*(x_3-x_1) + (y_2-y_1)*(y_3-y_1)
8 ang2 = (=x_3+x_2)*(-x_3+x_1) + (-y_3+y_2)*(-y_3+y_1)
9 ang3 = (-x_2+x_1)*(x_3-x_2) + (-y_2+y_1)*(y_3-y_2)
10 if angl > @ and ang2 > @ and ang3 > 0:
11
12 hlx = (y_Lkk2xx_2 - y_Lky_2%x_1 - y_Lky_2kx_2 + y_lsx_1lxy_3 -
13 y_Lkx_2%y_3 + y_2%k2%x_1 — y_2%x_1ky_3 + y_2%x_2%y 3 +
14 X_THok2kx_3 — 2%x_L1#x_2%Xx_3 + x_2%k2%kx_3)/((y_1-y_2)#+2+(x_1-x_2)
15 *k 2)
16 hly = (y_Lkk2xy_3 — 2ky_Lky_2%y 3 — y_DLkx_Lkx_2 + y_1kx_1%x_3 +
17 y_Lkx_2%k2 = y_1kX_2%kX_3 + y_2%k2%y_3 + y_2kx_1kk2 - y_2%x_1kx_2
18 — y_2kx_1kx_3 + y_2%x_2%x_3)/((y_1-y_2)#x2+(x_1-x_2)%%2)
19
20 h2x = (y_Lky_2%x_2 — y_1ky_2%x_3 — y_1kx_2%y_3 + y_Lky_3%x_3 +
21 y_2%k2%X_3 = y_2%X_2%y_3 = y_2ky_3*kx_3 + X_1kx_2%*2 -
22 24X_1HX_2kX_3 + X_DTkX_3%%2 + x_2ky_3%k2)/((y_2-y_3)%k2+(x_2-x_3)
23 *k 2)
24 h2y = (y_lxy_2%k2 — 2ky_Lky_2xy_3 + y_Lky_3%k2 + y_2%kx_1%x_2 —
25 y_2kX_L1kx_3 = y_2kX_2%kX_3 + y_2%X_3%k2 — X_1kx_2%y_3 +
26 Xx_1xy_3kx_3 + x_24k2ky_3 - x_2ky_3%x_3)/((y_2-y_3)#k2+(x_2-x_3)
27 *k 2)
28
29 h3x = (y_Lkk2%x_3 + y_Lky_2%x_1 - y_Lky_2%x_3 - y_lsx_1lxy_3 -
30 y_Lky 3kx_3 — y_2kx_Lky_3 + y_2%y_3%x_3 + Xx_Llkk2¥x_2 —
31 2%x_1#x_2%x_3 + x_1ky_3%x2 + x_24x_3%k2)/((y_1-y_3)*x2+(x_1-x_3)
32 *k 2)
33 h3y = (y_lsk2xy_2 — 2ky_1ky_2%y_3 + y_lkx_1kx_2 - y_Lkx_1%x_3 -
34 y_1kx_2%x_3 + y_Lkx_3%k2 + y_2ky_3%k2 + x_lkk2ky_3 - x_1kx_2%y_3
35 — X_Lxy_3%x_3 + x_2%y_3%x_3)/((y_1-y_3)%k2+(x_1-x_3)%*2)
36
37 perimetro_original = sqrt((x_1-x_2)*x2 + (y_1-y_2)%k2) + sqrt((x_1-x_3)
38 *k 2
39 +
40 (y_1-y_3)
41 dk 2) + \
42 sqrt((x_2-x_3)xkx2 + (y_2-y_3)%k2)
43
44 perimetro_ortico = sqrt((hlx-h2x)#«2 + (hly-h2y)#*%2) + sqrt((hlx-h3x)
45 *k 2
46 + (hly-h3y)
47 *k 2) + \
48 sqrt((h2x-h3x)*x2 + (h2y-h3y)**2)
49
50 print("Relacion entre perimetros = " + str(perimetro_original /
51 perimetro_ortico) +
52 "+ ostr((x_1, y_1)) + str((x_2, y_2)) + str((x_3, y_3)))
53
54
55x1 =0
56yl = @
57 x2 =0
58y2 = 0
59x3 =10
60y3 =0
61 for i in range(500):
62 x1 = randint(-1000, 1000)
63 yl = randint(-1000, 1000)
64 x2 = randint(-1000, 1000)
65 y2 = randint(-1000, 1000)
66 x3 = randint(-1000, 1000)
Figura 4. Programa en Python 3 para tridngulos orticos

Por el nimero de variables utilizadas para tridngulos isosceles, se hizo uso de este programa y de

GeoGebra 5 y se conjeturd que cuando:
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AI_T)E}OPAHleHs; =2b

Donde h es la altura del AABC isosceles, b la base de AABC 'y Pay, p,n, €l perimetro del triangulo

ortico de AABC. Un ejemplo se muestra en la Figura 5.
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Figura 5. Medida de la base de un triangulo is6sceles (14) y perimetro de su tridngulo

ortico (28)

Ademas, se conjeturd que en un tridngulo que no es equilatero, la proporcion entre los perimetros
de AH ;H,H; y AABC ya no era de 1:2, como se demostrd para tridngulos equilateros, sino que

disminuye a medida que la altura de AABC crece, con base fija.

CONCLUSIONES

Fue posible, a través del algebra vectorial, caracterizar tridngulos acutdngulos en el espacio.
Usando la geometria analitica, se pudo demostrar que, para todo tridngulo equilatero, el perimetro
de su triangulo ortico es la mitad del perimetro del tridngulo dado. Finalmente, para triangulos
isosceles especificamente, se obtuvo que, al mantener la base del tridngulo fija y aumentar su
altura, el perimetro de su tridngulo ortico tiende a tener 2 veces la medida de la base del tridngulo

1sosceles.
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En suma, el uso de herramientas computacionales facilito la conjetura de relaciones entre el
perimetro del tridngulo ortico y el tridngulo que lo contiene a partir de la geometria analitica. El
lenguaje de programacion Python 3 y el software matematico GeoGebra 5 permitieron conjeturar
resultados de manera agil y practica, dando solucion a la pregunta de investigacion desarrollada

durante la monografia.

Finalmente, quedaron abiertas inquietudes tales como ;qué pasara con los tridngulos escalenos? y
[cuales son las relaciones entre el area del tridngulo ortico y el tridngulo que lo contiene? Estas

pueden ser abordadas en futuras investigaciones.
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