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5QUIENes Somos?

Departamento de Diddctica de -
la Matemdatica
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= Sede de Granada en la Facultad de Ciencias de la Educacion (9
departamentos)

m 32 profesores

® Grados de Educacion Primaria, Educacion Primaria Bilinglie y Educacion
Infantil

m Master en Didactica de la Matematica-Doctorado en Ciencias de la
Eduacion

® Master de Formacion de Profesorado de Secundaria

= 2 grupos de investigacion-"Didactica de la Matematica. Pensamiento
Numérico”

Diddctica de la Matemdtica:
Pensamiento Numérico

= https://fgm193.ugr.es/
= 21 miembros (13 de la UGR)

= Pensamiento numérico y pensamiento algebraico




Los proyectos

= 2 proyectos I+D

» Pensamiento funcional en estudiantes de educacion primaria como
aproximacion al pensamiento algebraico (2014-2017) EDU2013-
41632-P

= Pensamiento funcional en educacién Primaria: relaciones funcionales,
representaciones y generalizacion (2017-2020) EDU2016-75771-P

= El equipo:
m IPs: Maria C. Cafiadas y Marta Molina

m Profesores de la UGR: Aurora del Rio, Esperanza Lépez, Jesus
Montejo, Antonio Moreno y Rafael Ramirez

m Profesores externos: Rebeca Ambrose, Alfredo Bautista, Barbara
Brizuela, Pedro Gomez

» Estudiantes de doctorado o master: Cristina Ayala, Diana Hidalgo,
Esperanza Lépez, Rodolfo Morales, Eder Pinto, Ricardo Poveda, M.
Dolores Torres, Jason Urena.

sDonde
estadbamos?
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El contexto

Investigaciones
pensamiento
algebraico

Consecuencias
para aprendizaje
de las
matematicas

Ensenanza y
Aprendizaje del
Algebra

Desarrollo del
Pensamiento Ansiedad
Algebraico

Problemas para
fransformaciones
bdsicas

Obstdaculos para el
desarrollo del P.A.

Conocimiento del Incapacidad de
profesor Usos en contextos

Algunas propuestas curriculares

= Trabajar la generalizacién
® Trabajar en edades tempranas

= Romper con la idea pedagdgica de...de lo
simple a lo abstracto, del sencillo a lo complejo,
de lo particular a lo general.

m | legar al pensamiento algebraico a través de la
modelizacion y las funciones
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Pensamiento funcional en
Educacion Primaria
Marco conceptual

= Afios 80 en Estados Unidos

= Integrar el pensamiento algebraico en Educacién Primaria e incluso
Infantil

® Su propdsito es profundizar la comprension de los nifios sobre la forma
estructural y la generalidad de las matematicas y no solo proporcionar
experiencias aisladas en calculo.

= Camino para superar dificultades encontradas en Educacion Secundaria

algebraico

= No es facil y no existe acuerdo para la definicion
= Contextualizamos en pensamiento algebraico temprano-algebra escolar

= Procesos psicoldgicos involucrados en la resolucion de problemas que
los matematicos los expresarian facilmente usando notacion algebraica
(Carraher y Schliemann, 2007)

= Diferentes enfoques:

= Algebra como el estudio de estructuras y sistemas abstraidos de calculos y
relaciones (por ejemplo, algebra como aritmética generalizada)

L] i\lgebra como el estudio de funciones, relaciones y variacion
conjunta;

= Algebra como la aplicacion de un grupo de lenguajes de modelado para
expresar y apoyar el razonamiento sobre situaciones que se estan modelando
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= Componente del pensamiento algebraico basado enla
construccion, descripcién, representaciéon y razonamiento con 'y
sobre las funciones y los elementos que las constituyen (Canadas
y Molina, 2016)

® Beneficioso para los estudiantes por su conexidon con:
= ofros contenidos matemdticos (funciones-patrones-generalizacién)
= otfras dreas de conocimiento
= cursos educativos superiores

= No fiene que implicar cambios curriculares

= “de describir y analizar situaciones de cambio, encontrar patrones,
regularidades y leyes matematicas en contextos numeéricos, geomeé
fricos y funcionales, valorando su utilidad para hacer predicciones”
(BOE, 2014, p. 193879).

= Involucra el andlisis e identificacion de patrones numéricos y
geométricos, establecer una conexién entre valores que va mas alla de
lo que se representa en una tabla o en un grafico y que recogen valores
dados o calculados en una situacion

= Incluye la identificacion y generalizacion de relaciones entre cantidades
co-variantes, la representacion de esas relaciones de diferentes formas
utilizando el lenguaje natural, las expresiones simbdlicas, tablas,
graficos y razonar de manera fluida con esas representaciones para
interpretar y predecir el comportamiento de las funciones
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Tebulr

Simbdlico J—— [ Sistemasde | ("manipulativo
representacion

/

[ PENSAMIENTO FUNCIONAL )‘ m

Razonamiento (Funciones polinémicas lineales]
inductivo
Relaciones
entre variables
Patrones Generalizacion

AN

(Recursividad] [Correlacién ] Covariacion

|Early algebra | = Pensamiento |m Pensamiento funcional |

algebraico
Razonamiento ‘Funciones‘ ‘ Variables ‘
inductivo
—— Relaciones
S Sistemas de
dificultades -
representacion

Estrategias de

Mediacion
Resolucion de resolucion de

‘ Disefio de tareas ‘ problemas problemas
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Resultados del
proyecto

Pensamiento funcional en

Educaciéon Primaria
Objetivos de investigacion

mOG1. Contribuir a la descripcién del constructo pensamiento
funcional en estudiantes de Educacion Primaria

sOG2. Mostrar evidencias y describir el pensamiento funcional de
estudiantes de Educacion Primaria en Espana

mOG3. Producir materiales que puedan ser Utiles para la
infroduccién del pensamiento funcional en Educacién Primaria

sOG2. Desarrollar materiales, tareas y estrategias que favorezcan el
desarrollo de pensamiento funcional y la superacion de los
obstdculos que lo limitan
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= Tareas
= Problemas contextualizados

® Preguntas empezando por casos particulares y llegando a la generalizacion
(modelo de razonamiento inductivo de Cafhadas y Castro, 2007)

= NUmeros con los que los estudiantes no tuvieran dificultades

= Uso de materiales manipulativos

® Trabajo individual, grupos pequefios y gran grupo

= Tareas analogas en diferentes cursos (posibilidad de comparacién)
= Técnicas recogida informacién

= QObservacion participante

= Pruebas escritas

= Entrevistas semiestructuradas

= Adaptaciones segln edad de los estudiantes

= 2 CEIP de Granada
= Centro privado-cooperativa. Nivel alto
m Centro concertado. Nivel medio-bajo

= Implementacién en los centros
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10



Contexto

Ejemplos de
preguntas

Tipo de pregunta

1° Una cuidadora de  Sialacuidadora  Caso particular
animales debe llegan dos perros, cercano-funcion
comprar platos de  ;cuantos platos en  directa
comida y agua para total se necesitan?
los perros, de modo Si a la cuidadora  Caso particular
que cada perrito llegan treinta lejano-funcion
debe tener su plato  perros, ;cuantos directa
de comida, y cinco platos en total se
platos con agua necesitan?
que comparten (De qué manera ti  Caso general-
entre todos, en un  puedes calcular la  funcion directa
sitio donde los cantidad de platos
perros que tengan  totales?
sed puedan ir y Si hay 6 platos, Caso particular
beber agua. ,cuantos platos cercano-funcion
hay? inversa
Curso |Contexto Ejemplos de preguntas 1D Gl
pregunta
3° y5° Un colegio quiere 5Cudntas baldosas grises Caso

reformar el suelo de
todos sus pasillos. Van
a enlosar los pasillos
con baldosas blancas
y con baldosas grises.
Todas las baldosas son
cuadradas y fienen el
mismo tamano. Las
baldosas se van a
colocar en cada
pasillo de la manera
que ves en la siguiente
imagen.

5Cudntas baldosas
grises necesitan para el
suelo de un pasillo en

necesitan para el suelo
de un paisillo en el que
colocan 5 baldosas
blancas?

5Cudntas baldosas grises Caso

necesitan para el suelo
de un paisillo en el que
colocan 100 baldosas
blancas?

5Coémo explicarias el
numero de baldosas
grises que necesitas
segun el nUmero de
baldosas blancas que
haya?

Si colocan primero las

particular
cercano-
funciéon
directa

particular
lejano-funcién
directa

Caso general-

funcion
directa

Caso

grises, scudntas baldosas particular

el que colocan 5 blancas habrd sihay 16  cercano-
baldosas blancas? baldosas grises? funcién
inversa

11/12/19
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El problema de las baldosas

Un colegio quiere reformar el suelo de todos sus pasillos porque estd ya muy
estropeado. El equipo directivo decide enlosar los pasillos con baldosas
blancas y con baldosas grises. Todas las baldosas son cuadradas y tienen el
mismo tamanfo. Las baldosas se van a colocar en cada pasillo de la manera que
ves en la siguiente imagen.

El colegio contrata a una empresa para que reforme los pasillos de las tres
plantas del colegio. Te pedimos que ayudes a los albaiiles a contestar algunas
preguntas que necesitan responder para hacer este trabajo.

VEAMOS LAS RESPUESTAS DE
LOS ESTUDIANTES

1. ;Cuéntas baldosas grises necesitan para el suelo de un pasillo en el que colocan 5 baldosas blancas?

A

,Como lo sabes?

Porfe.  4uy.0=9¢

2. Unos pasillos son mas Jargos que otros. Por ¢so, 10s albaniles necesitan diferente nimero de baldosas
para cada pasillo. ;Cuéntas baldosas grises necesitan para el suelo de un pasillo en el que colocan 8
baldosas blancas?

77

¢ Como lo sabes?

Pordut 10471447 = 5

El problema de las baldosas

11/12/19
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El problema de las baldosas

2%

,C6mo lo sabes?

3. ;Cuéntas baldosas grises necesitan para el suelo de un pasillo en el que colocan 10 baldosas blancas?

Porue 17172 42=26

5. Los albafiiles de la empresa siempre colocan primero las baldosas blancas y después las baldosas|
grises. ;Como puedes saber cudntas baldosas grises si ya han colocado las baldosas blancas?

cumdddole 6 mad.

]

1,Como lo sabes?

6. En uno de los pasillos, por error los albafiiles han colocado las baldosas grises antes que las blancas|
Han colocado 20 baldosas grises ;cudntas baldosas blancas necesitan?

1’ ] .
14 54(&!57:\1,

El problema de las baldosas

I ;Cuntas baldosas grises necesitan para el suclo de un pasillo en el que colocan 5 baldosas blancas?

0s son mas largos que otros. Por eso, los albaniles necesitan diferente nimero de baldosas|

para cada pasillo. ;Cudntas baldosas grises necesitan para ¢l suelo de un pasillo en el que colocan 8

baldosas blancas?

3. ;Cuintas baldosas grises necesitan para el suelo de un pasillo en el que colocan 10 baldosas blancas'

4. ;Cuantas baldosas grises necesitan para el suclo de un pasillo en el que colocan 100 baldosas blancas?

16 Yeu 2
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El problema de las baldosas

5. Los albaniles de la empresa siempre colocan primero las baldosas blancas y después las baldosas|
grises. ;Como puedes saber cuntas baldosas grises si ya han colocado las baldosas blancas?

Ml nel €

cole ¢

6. En uno de los pasillos, por error los albailes han colocado las baldosas grises antes que las blancas.
Han colocado 20 baldosas grises ;cudntas baldosas blancas necesitan?

7

Resultados del
proyecto
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Pensamiento funcional en

Educacion Primaria
Resultados

= Generalizacion

= Sistemas de representacion
m Estrategias

m Estructuras

® Relaciones funcionales

® Alumnos particulares

I = T W
SISTEMAS DE REPRESENTACION

Estudiantes de primero. Problema piruletas (y=3x)
(Canadas y Fuentes, 2015)

1 0 3797
P;,P;a,;q::pyi "
200 |6Liovr 5
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= ¥
Estudiantes de primero. Problema de perros y collares (y=x)

(Molina, Ambrose R. y del Rio A., 2018)

Number of

Coding Examples of students’ responses
students Student’s explanation Sentence
Letter Related | 6 They are the same letters We need Z collars for
Z dogs
They are different letters If we have N dogs
we need Z collars
Value 5 Z is zero and there is no collar and no dog We need Z collars for

Z has 28 as value, since it is the last letter in
the alphabet

Z dogs

N is the first letter of none, and Z is the first
of zero

The value of N is 14, because it is his position
in the alphabet, and the value of Z is 27

If we have N dogs
we need Z collars

Rejects the
use of letters

7 is not a number

We need Z collars for
Z dogs

This doesn’t exist

If we have N dogs
we need Z collars

11/12/19
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22 |
ESTRUCTURAS
Estudiantes de tercero. Problema de las baldosas (y=2x+6)
(Pinto, Canadas, Moreno y Castro, 2016)
- eIt
Aditivas Multiplicativas Aditivas y
multiplicativas
x+x+3+3 f(5)-2 2x+6
xtx+6 fi5)-3 2(x+2)+2
(x+2)Hx+2)+2 f(5)-5 2x+3+3
(x+3 )+ (x+3)H+H(x+3) f(5)-100 3(x+2)-x
Xt 2:2x 3x+1
x+6 (2x)-3-3 X2
(xt+3)-2
(x+6)+2x

3

Estudiantes de quinto. Problema de las baldosas (y=2x+6;
y=(x-6)/2)
(Pinto y Canadas, 2018)

Questions Students’ Underlying
responses structures

Q2 (8 white tiles)  (2-8)+3+3 2x+3+3
Q3 (10 white tiles)  (2-10)+3+3 2x+3+3
Q4 (100 white tiles) (2-100)+3+3  2x+3+3
Q6 (20 grey tiles)  (20-6)/2 (x-6)/2
Q7 (56 grey tiles)  (56-6)/2 (x-6)/2

11/12/19
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I - 1
ESTRATEGIAS

Estudiantes de primero. Estrategias-relaciones funcionales.
Problema de los perros y los platos (y=x+5)

(Morales, Canadas, Brizuela y Godmez, 2018)

Estrategias
Relacién funcional . E.2 E.3 .
. . E.l E.4
identificada E.2.1 E.2.2 E.3.1 E3.2 | E3.3
Correspondencia X X X X X
Covariacién X X

Nota: E.1 = Respuesta directa; E.2 = Conteo; E.2.1 = Conteo total; E.2.2 = Contar desde el mayor sumando;
E.3 = Operatoria; E.3.1 = Hechos numéricos recordados; E.3.2 = Descomposicién de nimeros; E.3.3 = Modifica-

cién de los datos iniciales y compensando E.4 = Generaliza.

GENERALIZACION
(Moreno, Pinto, Molina, 2017), (Pinto y
Canadas, 2018)

Representacid
Relaci n matemdtica
elaciones Tipo de

funcionales I
X wunTo

sQué, como y cudndo generalizan los estudiantes de
tercero a sexto de primaria cuando responden a
problemas que involucran funciones lineales?

) 2
“"Consideramos que generalizar, desde un enfoque
funcional al dlgebra escolar, implica atender, percibir y
expresar (mediante diferentes representaciones) como
una cantidad varia con respecto a la otra en general”

11/12/19
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|
GENERALIZACION
Estudiantes de quinto. Problema de baldosas (y=2x+6)

(Pinto y Canadas, 2018)

Table 3
Evidence of Students’ Generalization

Generalization

Non generalization
Only prompted Only spontaneous

Both

S15, S16,S18,S19,  S1,S2, S3, S4, S7,
and S20 S9, S10, S11, S12,

S13, S14, S17, S21,

S22, S23, and S24

S5, S6, and S8

Concepcion y representaciéon de cantidades
indeterminadas (Ayala-Altamirano, Molina,
2018)

5Como evolucionan las
concepciones de los estudiantes
de primaria sobre las cantidades
indeterminadas?

5CoOmo los estudiantes
representan lo indeterminado al
resolver problemas que —
involucran relaciones

funcionales?

11/12/19
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RELACIONES FUNCIONALES
Estudiantes de primero. Perros y platos (y=x+5)

(Canadas y Morales, 2016)

=[] Sin evidencia de relacién funcional: S1-S4-S12-515-517-S23
=[] Recurrencia: -

m[] Correspondencia:S2-52(*)-S3(*)-55-S6-S6(*)-S7-57(*)-S9-S10-512
*)-
mS13-S13(*)-S15(*)-S16-517-517(*)-S18-519-520-521-521(*)-526-526
*)-

mS28-S28(*)-S29-529(*)-S30-S30(*)

=[] Covariacion: S7-512-512(*)-S13(*)-517-521-525-528

a0

ERRORES Y DIFICULTADES L. L
Estudiantes de sexto. Tarea puntos y tiempo ¢ . .
(y=4x+1) LTt
(Hidalgo y Canadas, en elaboracién) omin  1min 2 min

* Error de conteo: se realiza un conteo de forma errénea.
* Error de cdlculo: se realiza una operacidon matemdtica errénea

e Respuesta de un caso distinto al que se pide: se responde por
otro caso al que se estd preguntando (principalmente dibujando)
* Error numérico: se da como resultado un nimero y este es
erroneo. No se sabe como procedid

* Patréon erréneo: se utiliza o se expresa un patrén no adecuado en
el desarrollo de la respuesta

* No hay avance: se identifica cuando hay confusion,
mencionando variadas estrategias; no enfiende pregunta; no sabe
como proceder

11/12/19

20



MEDIACION-INTERVENCION oLt
Estudiantes de sexto. Tarea puntos y tiempo L. Lo
(y=4x+1) . .
(Hidalgo y Cafiadas, en elaboracion) Omin 1 min 2 min

Que requieren accion del estudiante

e Volver al caso particular inicial: se sugiere volver a revisar el proceso
desde el inicio.

e Volver al caso particular anterior: se sugiere volver al caso particular
anterior trabajado, siendo este distinto del inicial.

« Volver a un caso particular cualquiera: se sugiere volver a un caso
particular cualquiera, pero distinto del anterior y del inicial.

« Volver sobre el mismo caso particular : se sugiere al estudiante pensar
nuevamente el caso por el cual se esta preguntando

Que requieren accion del entrevistador

e Verbalizar el argumento o reflexion del estudiante: se repite verbalmente
un argumento o una reflexion realizada anteriormente por el estudiante

e Repetir la pregunta: se repite la pregunta realizada, ya sea que ve al
estudiante confundido o porque ha incurrido en un error

e Reformular la pregunta: se plantea una pregunta ya realizada de otra
manera

e Calmar: se calma al estudiante (por ejemplo, diciéndole que tiene
tiempo para responder o que no hay prisa)

e Repetir respuesta y pedir argumento: se repite la respuesta erronea del
estudiante, sin mencionar que su respuesta no ha sido correcta y se
realiza una pregunta de indagacién de procedimiento. Por ejemplo se
pregunta, “¢por qué?” o “écomo obtuviste ese resultado?”

11/12/19
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COMPARACION DE FUNCIONES ﬂ

Estudiantes de quinto. (y=2x; y=3x-7)
(Moreno, Canadas, Jaldo & Bautista, 2016)

m/deas clave:
m Concepto de variable
= Dominio y co-dominio
= Pynto de corte
= Comportamiento de las funciones con niUmeros grandes

~
4 : i Trato 1
%X\, s 4 S MATe doblo el dinero que
&
- %
4 \
P | }‘ ¢
f %
| Trato 2 2
Te doy el triple
dinero y tu me /

m Concepto de variable
® Variable como cantidad desconocida
“Hay que hacerse una hipdtesis de cudnto tendria”
= Variable como una cantidad que varia
“Hay infinitos nuUmeros, puede ser cualquiera

Algunos identifican el punto de corte

11/12/19
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