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Resumen

En el presente trabajo se exhibira el redisefio e implementacién de una propuesta didactica, con
el fin de acercar a estudiantes de grado 11 de la Institucidn Instituto Técnico de Santander de
Quilichao Cauca a la propiedad de densidad de los nimeros reales mediante la representacién
intervalar. Este redisefio se apoya de la revisidn de algunos referentes tedricos relacionados
con algunos estudios histdricos, aproximaciones epistemoldgicas, diddcticas y curriculares;
concernientes a la construccidn de los reales y sus propiedades, asi como algunas de sus
representaciones. Posteriormente, se busca realizar un analisis de los resultados obtenidos
después de la implementacién de la propuesta didactica, el cual estard apoyado de los
planteamientos tedricos y metodoldgicos; finalmente se determinard algunas conclusiones y
observaciones relacionadas a la ensefianza y aprendizaje de los numeros reales a través de la
teoria intervalar. Se espera que las conclusiones y observaciones de este trabajo sirvan como
base a futuras investigaciones, orientado a la reflexién de la manera en la que habitualmente
es presentado el nimero real, cuya atencidn se centraliza en la estructura algebraica, dejando
de lado la topoldgica. La metodologia es de tipo cualitativo, pues se implementara el redisefio
de una propuesta didactica, que identifica y caracteriza algunas actividades para la
aproximacion del ndmero real desde una manera distinta de representar, a las que
generalmente son presentadas en el salén de clases para su ensefianza y aprendizaje.

Palabras clave: Numeros reales, densidad, teoria intervalar, representacidn, ingenieria didactica,
intuicién.

Abstract

In the present work the redesign and implementation of a didactic proposal will be exhibited,
with the purpose of bringing to students of degree 11 of the Institution Technical Institute of
Santander de Quilichao Cauca to the density property of real numbers by means of interval
representation. This redesign is supported by the revision of some theoretical references
related to some historical studies, epistemological, didactic and curricular approaches;
concerning the construction of the reales and their properties, as well as some of their
representations. Later, an analysis of the results obtained after the implementation of the
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didactic proposal will be carried out, which will be supported by the theoretical and
methodological approaches; Finally, some conclusions and observations related to the
teaching and learning of real numbers will be determined through the intervalar theory. It is
expected that the conclusions and observations of this work serve as a basis for future
research, oriented to the reflection of the way in which the real number is usually presented,
whose attention is centralized in the algebraic structure, leaving aside the topological one. The
methodology is of a qualitative nature, since the redesign of a didactic proposal will be
implemented, which identifies and characterizes some activities for the approximation of the
real number from a different way of representing, to those that are usually presented in the
classroom for teaching. and learning.

Keywords: Real numbers, density, intervalar theory, representation, didactic engineering, intuition.
1. INTRODUCCION

A partir de revisiones histdricas, el presente trabajo estd enmarcado en algunas
construcciones que dieron lugar a la consolidacién del nimero real como objeto matematico hace
aproximadamente XXII siglos, encontrando también que su construcciéon formal generd
importantes dificultades a los matematicos de esos siglos.

Tomando como base algunas investigaciones se da cuenta que generalmente la manera en
la que se ensefian los numeros reales y como se expresan en los libros de texto es mediante la
adjuncidn de los conjuntos numéricos, sefialando algunas propiedades que tienen que ver con la
estructura algebraica y reglas para sus operaciones. Esta manera de presentar los nimeros reales,
va en direccién opuesta a la que propone el Ministerio de Educacién Nacional (MEN), pues para
grado Once se hace necesario la introduccion de las propiedades que tienen que ver con su
comprension, esenciales para un correcto entendimiento de otros conceptos que dependen de
este; sobre esta base se discuten posteriormente los conceptos cruciales del Calculo: Limite,
Continuidad y Derivada.

Sumado a lo anterior, generalmente para las representaciones y operaciones de los
ndmeros reales se recurre a la aproximacion, olvidando algunas décimas que son importantes,
limitando o condicionando asf la exactitud de una operacién y mas audn la comprensién del infinito
potencial que se encuentra en algunos nimeros, como los irracionales.

El desarrollo de este trabajo esta inscrito dentro de la linea de historia y epistemologia de
las matematicas, y enriquecido por la linea de didactica de las matemédticas, tratando de generar
algunas alternativas que puedan dar solucién al problema de representacién y aproximacion a la
propiedad de densidad de los nimeros reales en la educacién media. Para ello se abordaran algunos
referentes tedricos desde el punto de vista histérico y matematico, que posibiliten la toma de
decisiones importantes en la reelaboracién de la propuesta didactica para ser efectuada en un aula
de clase, esto con el fin de acercar a los estudiantes a la construccion de un conocimiento mas eficaz
de los nimeros reales y su propiedad. El aprendizaje de los nimeros reales, se considera un asunto
de notable interés para el campo de la Educacidn Matematica; a partir de esta necesidad es cémo
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surge la idea de que el trabajo sea desarrollado en estas lineas, dirigido hacia la educacién media,
concretamente para estudiantes de grado Once de la Instituciéon Educativa Instituto Técnico.

2. MARCO DE LA INVESTIGACION

2.1 Dimensioén histérica y matematica

Para lograr un acercamiento a las diferentes concepciones de nimero real (R) desde el
siglo V a.C hasta el siglo XX, se tendrd en cuenta las dos crisis de los fundamentos de las
matematicas (magnitudes inconmensurables y la fundamentacion del andlisis). Para ello, se tomard
como referente investigaciones realizadas por algunos autores (Anacona, Guacaneme, Ferreirds,
Euclides, Eudoxo, Platén, Arquimedes, Recalde et al, Bachaman y Moore, Weiis, Garcia A, Garcia G,
Calderdn, Puerto), donde describen cdmo a través de la historia se hicieron grandes contribuciones
a la consolidacién de este y a la aproximacién de algunas de sus propiedades fundamentales como
la densidad.

Se conoce que la construccién y aceptacion del nimero real como un objeto matematico
tardd alrededor de XXll siglos, donde en todo este tiempo se dieron a conocer problemas los cuales
marcaron diferentes épocas. Segun Recalde (2011) la formacidn histdrica de los nimeros reales
hasta consolidarse como un objeto matemadtico, parten de las actividades de contar, medir y
ordenar. Sin embargo, existen dos hechos de gran importancia que fueron determinantes en la
historia de las matematicas, estos dos hechos son conocidos como las crisis de sus fundamentos.
Una de las primeras crisis se da en la época de los pitagdricos, siglo V a.C. y esta aparece con las
magnitudes conmensurables e inconmensurables; la segunda crisis aparece en el siglo XIX d.C. con
la fundamentacidn del andlisis, se empiezan a hacer construcciones del nimero real por parte de
Cantor, Dedekind,

Para el interés del desarrollo de este trabajo este capitulo se conformara de la siguiente
manera:
1. Las magnitudes conmensurables e inconmensurables:
2. El método de Exhaucidn y las aproximaciones al cdlculo del ndmero Irracional &
una propuesta hecha por Barcenas y Porras (2002).
3. Lacrisis de los fundamentos del siglo XIX.
4. Inicios y consolidacidn de la teoria intervalar.

2.2 Dimensién curricular.

En este capitulo se determinan las instrucciones de tipo curricular, esenciales para la
eleccion y redisefio de cada una de las actividades que componen la propuesta didactica;
Orientaciones tedricas y metodoldgicas de los Lineamientos Curriculares (MEN, 1998), Estandares
Bdsicos de Competencias (MEN, 1998) y Los Derechos Basicos de Aprendizaje (DBA) (MEN, 2015).
En los Lineamientos Curriculares, se explicita la importancia del tener en cuenta tres aspectos
fundamentales para el disefio y andlisis de situaciones o actividades, que apuntan a la ensefianza 'y
aprendizaje de las matematicas antes de introducirlas al salén de clases, los cuales son : procesos
generales de pensamiento, conocimientos basicos y contexto; vale aclarar que, la naturaleza de las
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matematicas, los motivos de su ensefianza y aprendizaje, su trabajo en la escuela, sus relaciones
con la sociedad y la cultura, y los procesos cognitivos que los estudiantes tienen al comprenderlas
son elementos que al resumirlos componen los tres aspectos importantes anteriormente
mencionados.

2.2 Dimensioén didactica.

En este apartado se toma como referente la Ingenieria didactica, ya que, en el disefio y
eleccion de tareas pararealizacion de una propuesta didactica es importante tener en cuenta como
se construye y comunica el conocimiento matemdtico, segin Godino et al, (2014), este
conocimiento hace referencia a un enfoque tedrico que sirve de base en las distintas fases del
proceso metodoldgico. De acuerdo con Artigue (1995) “la ingenieria didactica se caracteriza en
primer lugar por un esquema experimental basado en las “realizaciones didacticas” en clase, es
decir, sobre la concepcidn, realizacién, observacién y andlisis de secuencias de ensefianza.”(p.36).
Siendo la ingenieria didactica un ente importante para pensarse una clase de matematicas,
tomandose como modelo de apoyo su estructura metodoldgica de implementacidn.

Ahora bien, en la teorfa de las situaciones didacticas (TSD), Brousseau (2007) menciona que
para ensefiar un determinado conocimiento es necesario recurrir a ciertos MEDIOS (materiales,
textos, entre otros), estos medios generan en el estudiante un mayor acercamiento a las nociones
matematicas, de hecho la ingenieria didactica es la que se encarga de estudiar y producir dichos
medios, convirtiéndose en un recurso importante al momento de desarrollar o implementar
actividades en clases, permitiendo en el estudiante una interaccién, adquisicién e integracion de
nuevos conocimientos matematicos, que le permitiran reforzar sus conocimientos previos.

En la metodologia de la ingenieria didactica se encuentran cuatro fases fundamentales a
tener en cuenta para el redisefio o disefio de tareas: en una primera instancia se encuentra la Fase
1 de andlisis preliminar, La Fase 2 de concepcién y analisis a priori de las situaciones didacticas de la
ingenieria, La Fase 3 de experimentacion y finalmente la fase 4 de andlisis a posterioriy evaluacion.

3. METODOLOGIA

La metodologia empleada para el desarrollo de este trabajo, estara enfocada en el método
cualitativo, pues se centrara en la descripcidn, la interpretacion y analisis de las experiencias de los
estudiantes luego de hacer la implementacién de una propuesta didactica (Herndndez, Fernandez
& Baptista, M. (2014)).

El presente trabajo es un estudio de caso y en consecuencia, esta orientado por la Ingenieria
didactica, que segln Godino, et al. (2014), “busca crear conocimiento sobre cémo se construye y
se comunica el conocimiento matematico. Este conocimiento diddctico se refiere necesariamente
a un enfoque tedrico, que sirve de base en las distintas fases del proceso metodoldgico” (p. 1). La
metodologia de la Ingenieria didactica, comprende por lo general dos niveles: el de micro-ingenieria
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y el de la macro-ingenieria, en este caso se utiliza la microingenieria, puesto que hay un enfoque de
tipo local en cuanto a la complejidad de los fendmenos de la clase.

Este trabajo se enmarca en las cuatro fases que sugiere este marco metodoldgico de la
siguiente manera:

* Fase 1 Andlisis preliminar: En esta primera fase se hard una revisién de los referentes tedricos.
Primero se hace una exploracidn histdrica de los componentes mas notables en la construccion
de los nimeros reales; que comprende la crisis de los fundamentos de las matematicas, en los
pitagoricos siglo V a.C. y en el siglo XIX con la fundamentacién del analisis, para reconocer los
elementos didacticos que posibiliten su aplicacién en el salén de clases. Luego se hace un
estudio de los referentes matematicos mas relevantes en la construccién de los nimeros reales
en el marco de una propuesta intervalar expuestos por Cantor, Bachman y Weiss para el
redisefo una propuesta didactica. Finalmente, se hace un andlisis de los referentes didacticos
y curriculares con el objetivo de identificar las orientaciones tedricas y metodolégicas que
propone el MEN para la ensefianza de la densidad de los ndimeros reales.

* Fase 2 Andlisis a priori: De acuerdo a los referentes tedricos se identifican los elementos
conceptuales mas relevantes que permiten hacer un analisis a priori de las tareas que
componen la propuesta didactica, esta fase permitird anticiparse a los posibles
comportamientos y acciones de los estudiantes, ademas de una visidn clara de cada tarea
propuesta, con relacién al propdsito, contenidos matematicos y los desempefios esperados de
los estudiantes. Al mismo tiempo que permite hacer el redisefio de la propuesta didactica.

* Fase 3 Experimentacidn: Seimplementa la propuesta didactica que se haredisefiado a un grupo
de estudiantes de grado 11 de la Institucidon Educativa Instituto Técnico de Santander de
Quilichao Cauca, esta institucién educativa fue seleccionada porque es una institucién que ha
tenido unos buenos resultados en las pruebas de matematicas del Icfes, cuenta con un grupo
de estudiantes que asisten a las Olimpiadas de matemadticas y una sala de sistemas bien dotada,
con el software Geogebra; se han tenido en cuenta estas caracteristicas para la seleccién del
grupo focal porque interesa determinar si la implementacién de la propuesta es factible; dado
que hasta el momento no se han implementado en ninguna institucidn, es decir entre menos
variables externas interfieran en su normal desarrollo serd mas objetiva su validacidn.

* Fase 4 andlisis a posteriori y validacién: En esta ultima fase hace un contraste entre el andlisis a
priori que se realizara en la fase 2 y el andlisis a posteriori que se hace de los resultados de la
experimentacién, para identificar las ventajas y limitaciones de la propuesta enmarcada al
acercamiento de la propiedad de densidad de los niimeros reales a través de la representacién
intervalar.
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4. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

El estudio de los nimeros reales ha sido de gran importancia en el transcurso de la historia,
a pesar de sus construcciones y consolidaciones se podria mencionar que es un objeto matematico
no acabado, por ende se constituye en un aporte fundamental para la educacién.

Con lanecesidad de dar aportes parala ensefianza y aprendizaje del sistema de los nimeros
reales desde una perspectiva intervalar; es necesario realizar un estudio de las construcciones de
los reales hechas por Cantor, Bachman y Weiss; puesto que a partir de este se puede identificar los
elementos tedricos fundamentales propios del objeto matemdtico que desea movilizar en el aulay
definir luego qué contenidos de los nimeros reales desea movilizar. Es decir, si se trata de su
definicién, sus propiedades, sus operaciones u otros conceptos asociados al objeto matematico.

La implementacién de una propuesta didactica, puede generar nuevas alternativas para
mejorar el aprendizaje de los nimeros reales en la educacién bdsica y generar impactos en los
entornos educativos ya que la historia nos permite dar cuenta de la relacidn existente de las
matemadticas con otras ciencias en el mismo acto de la evolucién y constitucidon de los objetos
matemadticos; de ahi que es importante recurrir a identificar en otros campos disciplinares
estrategias que hagan posible la introduccién y la apropiacién de algunos objetos matematicos en
el aula.
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