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Resumen

En este texto reflexionamos sobre formas de estudiar y usar la historia de las matematicas que a
nuestro entender puede decirse que son propias de la matemdtica educativa. En particular,
reflexionamos sobre el planteamiento de preguntas a la historia de las matematicas desde la
problematica de la matematica educativa, sobre la consideracion de los textos historicos como
cogniciones petrificadas o como monumentos, sobre la introduccion de un “principio de
incorporacion” para entender la complejidad de las relaciones entre ontogénesis y filogénesis, y
sobre el efecto de desubicacion o extraiiamiento.
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Abstract

In this text we reflect on ways of studying and using the history of mathematics that we believe can
be said to be specific to educational mathematics. In particular, we reflect on the questioning of the
history of mathematics from the problematics of educational mathematics, on the consideration of
historical texts as petrified cognitions or as monuments, on the introduction of an “embedment
principle” to understand the complexity of the relationships between ontogenesis and phylogenesis,
and on the dépaysement or defamiliarisation effect.

Keywords: History of mathematics, educational mathematics, embedment principle,
defamiliarisation effect.

INTRODUCCION

No pretendo plantear ninguna novedad al decir que las relaciones entre la historia de las
matematicas y la matematica educativa son multiples y de estilos distintos, basta con sefalar que
esa multiplicidad de relaciones estd presente en el mismo nombre que hemos adoptado para el
grupo de la SEIEM, cuyas siglas son HMEM: “Historia de las matematicas y Educacion
matematica”.

La decision de unir Historia de las matematicas y Educacion matematica simplemente con la copula
“y” la tomamos precisamente para dar cabida en nuestro grupo tanto a trabajos que se plantean la
indagacion en el uso de la Historia de las matematicas en la Educacion matematica, como a trabajos

que lo que estudian es la Historia de la Educacién matematica.

Esa separacion entre dos campos de investigacion estd presente también en el ambito institucional.
Asi, por ejemplo, en el International Congress on Mathematical Education hace ya varias ediciones
que existen en ¢l dos Topic Study Groups distintos, uno con el nombre “The role of the history of
mathematics in mathematics education” y otro con el nombre “The history of the teaching and
learning of Mathematics”.
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Pero esa distincion presente institucionalmente, por un lado, aunque pueda hacerse no deja de ser
problematica en cuanto separa la historia de la educacion matematica de la historia de las
matematicas, como si en el desarrollo de las matematicas en la historia no hubieran tenido funcion
alguna las practicas de ensefianza de las matematicas o la elaboracion de textos matematicos para la
ensefianza o presentes en practicas de ensefianza, y, por otro, no agota las posibilidades de
establecimiento de distinciones entre sus relaciones. Por ejemplo, también podria tomarse como
otro campo de investigacion el uso de la historia de la educacion matematica en la ensefianza de las
matematicas, o la inclusion de la historia de las matematicas como materia de ensefianza —si en vez
de un principio de parsimonia a la manera de Occam, se prefiriera una ley contra la tacafieria, como
decia Karl Menger.

Sobre este asunto hay una abundante bibliografia desarrollada alrededor del International Group on
the Relations between the History and Pedagogy of Mathematics (HPM), fundado hace mas de
cuarenta aflos'', que no voy a examinar ni resumir aqui porque tenemos disponibles excelentes
recensiones.

Asi, Fauvel y van Maanen (2000) retunen el resultado final del trabajo desarrollado en el ICMI
Study History in mathematics education, coordinado y editado por John Fauvel y Jan van Maanen,
que establece el estado de la cuestion del trabajo del grupo hasta esa fecha. Méas recientemente, el
panorama descrito en Clark, Kjeldsen, Schorcht, Tzanakis y Wang (2016) completa y actualiza el
presentado en Fauvel y van Maanen (2000), y nuevas actualizaciones aparecen en los textos
editados por Clark, Kjeldsen, Schorcht y Tzanakis (2018a) y por Furinghetti y Karp (2018),
producidos por los dos grupos de trabajo de historia del International Congress on Mathematics
Education celebrado en 2016 en Hamburgo, sobre todo en el capitulo introductorio del primero de
ellos (Clark, Kjeldsen, Schorcht y Tzanakis, 2018b).

De todo lo recogido en esos panoramas, me limitaré a sefialar un texto titulado “Histoire et
enseignement des mathématiques: Pourquoi? Comment?” (Barbin, 1997), porque tuvo caracter
programatico y en ¢l su autora planted tres funciones para la historia de las matematicas en la
ensefanza de las matematicas que se han convertido en una referencia clasica que se reitera en los
panoramas recientes (por ejemplo, en Clark et al., 2016, pp. 144-145). Esas tres funciones son una
primera que traduzco como ‘“de substitucion” (en francés, vicariante), otra que traduzco como “de
desubicacion” (en francés, dépaysante), de la que trataré mas adelante, y una tercera cultural.

Ahora bien, Barbin (1997) no se limita a distinguir funciones que la historia de las matematicas
puede tener en la ensefianza de las matematicas, sino que ademas afirma que, para que la historia de
las matematicas pueda tener esas funciones en la ensefianza de las matematicas, hay que plantear
también qué historia de las matematicas hay que desarrollar y usar, y qué matematicas se trata de
ensefiar. Subrayo el hecho de que la determinacion de la funcidon que la historia de las matematicas
desempefie en la ensefianza de las matematicas no es independiente del tipo de historia que se use y
del tipo de matematicas que se pretenda ensefiar.

Afado a Barbin (1997), que plantea esta necesidad de pensar qué historia y qué ensefianza de las
matematicas para poder hablar de su relacion, la serie de textos que Michael Fried ha dedicado a
problematizar la relacion entre la historia de las matematicas y la matematica educativa desde el que
publico en 2001 con el titulo provocativo de “Can mathematics education and history of
mathematics coexist?”, en los que ha planteado como lo que interesa desde la educacion matematica
y lo que interesa desde la investigacion historica es dificilmente compatible, o al menos siempre va
a estar en conflicto (Fried, 2001, 2007, 2011, 2018).

Las observaciones que presento en este texto apuntan basicamente a aportar elementos para discutir
qué historia de las matematicas conduce a una relacion fructifera con la matematica educativa y
codmo superar las dificultades de compatibilizar los intereses de una y otra.
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PRIMERA OBSERVACION

A principios de la década de los ochenta del siglo pasado, Eugenio Filloy inici6 un programa de
investigacion que enuncié programaticamente en su texto de 1984 La aparicion del lenguaje
aritmético algebraico, programa de investigacion en el que yo comencé a trabajar unos anos
después. Lo que se plantea ahi me da pie para mi primera observacion.

Filloy parte de un tipo de historia, la historia de las ideas, en la que historia y epistemologia estan
entrelazadas, de forma similar a como lo estd la epistemologia histérica de Gaston Bachelard
(Lecourt, 1970) o también el tipo de historia que propone Barbin (1997). Lo que es singular de su
planteamiento lo expresa de la siguiente manera en el apartado que titula “La lectura de textos”.

El nuevo acercamiento consiste en realizar analisis de problemas de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas con el método historico-critico, y después poner a prueba los hallazgos tedricos en los
Sistemas Educativos, para después de esta experimentacion, volver, a base de resultados practicos, a
tener una nueva vision de la problematica de la historia de las ideas que corresponda a los resultados
didacticos. (Filloy y Rojano, 1984, p. 2)

Filloy plantea pues un vaivén entre los textos historicos y los sistemas educativos actuales en el que
la historia de las matematicas no es simplemente un instrumento que se usa en la matematica
educativa, la relacion entre la historia de las matematicas y la matematica educativa no se limita a
una relacion de aplicacion de la primera en la segunda, sino que, en primer lugar, lo que se busca en
la historia es “realizar analisis de problemas de ensenanza y aprendizaje de las matematicas”, y, en
segundo lugar, esos analisis historicos se ponen a prueba en los sistemas educativos y se
reconsideran a la luz de los resultados de las observaciones de las actuaciones de los alumnos.

Este planteamiento programdtico, que enunciado de esta manera resulta demasiado general,
ambicioso y dificil de realizar salvo a largo plazo, se puede reformular a partir de lo que para mi es
su idea central: es la problematica de la matematica educativa la que determina lo que se indaga en
la historia. La problematica de la matematica educativa guia qué textos examinar en la historia y
qué preguntas guian el examen de los textos (Puig, 2008, 2011).

Asi, como en nuestra investigacion en la ensefianza y aprendizaje del algebra observamos que al
resolver problemas aritmético-algebraicos de enunciado verbal los alumnos utilizan sistemas de
signos estratificados con estratos provenientes de los sistemas de signos del lenguaje natural y la
aritmética, asi como de los modelos concretos usados en las secuencias de ensefianza, nos
interesamos en el examen de los sistemas de signos anteriores al establecimiento (con Vieta,
Bombelli, Descartes) del sistema de signos de caracter simbdlico que se usa actualmente en el
algebra que se ensefia en la secundaria. Nos interesamos también en inquirir a los textos historicos
sobre como las caracteristicas de los sistemas de signos previos afectan a la manera de resolver los
problemas aritmético-algebraicos. Ademas, como uno de los modelos concretos usados en las
secuencias de ensefianza modelaban las ecuaciones representandolas con segmentos y rectangulos
con los que se opera, indagamos sobre el uso de representaciones con figuras geométricas y
métodos de cortar y pegar en textos historicos.

En la relacion entre la historia de las matematicas y la matematica educativa ése es un primer
movimiento que va de la matematica educativa hacia la historia de las matematicas, que ya es en si
un campo de indagacién historica, digamos que inspirada por la matematica educativa y, por tanto,
especifica de la investigacion en matematica educativa o didactica de las matematicas. Trabajos que
se quedan ahi son valiosos como un fondo de conocimientos disponibles para su uso, aunque éste
no sea inmediato.

El segundo movimiento es un movimiento de vuelta en el que los resultados obtenidos se
incorporan a los disefios de investigaciones sobre la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas.
En los términos de nuestro marco tedrico y metodoldgico de los Modelos Tedricos Locales (MTL)
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(Filloy, Rojano y Puig, 2008), esto puede hacerse tanto para elaborar secuencias de ensefianza que
usen lo determinado en el estudio de los textos historicos (lo que puede implicar o no que se usen
los propios textos historicos), es decir, en el componente de ensefianza del MTL que se elabora para
una investigacion empirica concreta, como para incorporar elementos al componente de
competencia que otros andlisis (por ejemplo, de pura fenomenologia o de fenomenologia didactica)
no determinan, o para tener nuevas maneras de dar sentido a las actuaciones de los alumnos por
analogias con las cogniciones petrificadas determinadas en los textos histdricos.

Asi, por ejemplo, el analisis historico que presenté en el seminario de la SEIEM de 2003 (Puig,
2003)"' me permitié formular una version del método cartesiano como descripcion, o esqueleto
para la organizacion de la descripcion, de los elementos que constituyen la competencia en la
resolucion algebraica de problemas aritmético-algebraicos de enunciado verbal, que posteriormente
usamos y seguimos usando en trabajos de investigacion sobre la ensefianza y el aprendizaje de la
resolucion de esa clase de problemas en los sistemas educativos. El estudio realizado sobre las
caracteristicas del sistema matematico de signos presente en el libro De Numeris Datis de Jordanus
de Nemore (Puig, 1994), que subrayaba sus grandes diferencias con el sistema de signos de caracter
simbolico que se ensefa actualmente en los niveles no universitarios a pesar de su uso de letras del
alfabeto, me permiti6 en un trabajo posterior (Puig, 1996) disponer de una referencia para analizar
la produccioén por parte de unos alumnos de un sistema de signos analogo al presente en ese libro de
Jordanus de Nemore, sabiendo, por lo caracterizado en el estudio de la historia, que esta invencion
de los alumnos no podia considerarse como una dotacién de sentido afortunada para la tarea que
tenian planteada, aunque funcionara bien de forma idiosincrasica en la comunicacion entre ellos.

El vaivén entre la historia de las matematicas y los sistemas educativos, que esta sefialado con estos
dos movimientos, se concibe en el programa de investigacion a largo plazo, no como un
movimiento oscilante de ida y vuelta, sino como un movimiento en forma de hélice, que en cada
vuelta avanza: cuando se vuelve de nuevo a indagar en los textos historicos tras un vaivén, esto se
hace con lo encontrado en el sistema educativo, y asi sucesivamente.

SEGUNDA OBSERVACION

No cabe duda de que en la relacién que acabo de describir entre la historia de las matematicas y la
matematica educativa, la historia de las matematicas esta subordinada a la matematica educativa.
Fried (2018) ha analizado como distintos actores que han estado haciendo investigacion en historia
de las matematicas han tenido puntos de vista distintos para relacionarse con las matematicas del
pasado, y los clasifica como “matematicos”, que han buscado matemadticas en la historia de las
matematicas, han tratado a los matematicos de otras épocas como colegas y se han sentido a si
mismos haciendo matematicas al estudiar la historia; “matematicos historiadores”, que “ven una
continuidad entre las matematicas del pasado y su propio trabajo matematico (Fried, 2018, p. 7) e
“historiadores de las matematicas”, cuyo oficio es la historia de las matematicas y su formacion es
de historiador y, eventualmente, en matematicas, de modo que esas categorias las coloca Fried
(2018) en un continuo de mayor a menor presencia de la perspectiva historica. Fried (2018) indica
que a estos actores se han incorporado recientemente los “educadores matemadticos historiadores™”,
cuya manera de mirar las matematicas del pasado también es distinta, y dentro de los cuales hay
también grados de presencia de la perspectiva historica.

En cualquier caso, lo que me interesa resaltar de la reflexion de Fried (2018) es que siempre se hace
historia desde un determinado punto de vista. En el caso de los que ¢l llama “educadores
matematicos historiadores”, el punto de vista es el de su uso en la educacion matematica, que puede
adoptar ademas formas variadas, siendo una de esas formas la que he descrito someramente en la
observacion anterior.

Fried ha sefialado ademas el peligro de hacer un tipo de historia que ha sido calificado de “whig”
(Fried, 2011). Fried toma el calificativo “whig” de Butterfield (1931/1951), en cuyo titulo, The
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Whig Interpretation of History, ya aparece explicitamente, y cuyo significado explica en la
introduccion, diciendo que la historia “whig” es aquella que se dedica a “alabar las revoluciones a
condicion de que hayan tenido éxito, subrayar ciertos principios de progreso en el pasado y producir
un relato que es la ratificacion del presente, si no su glorificacion” (Butterfield, 1931/1951, p. 5).

El peligro fundamental reside entonces en que en la historia “whig” desaparece del relato historico
lo que es extrafio a la forma actual de ver las cosas, s6lo permanece lo que puede relacionarse con
los intereses del presente.

Dice Fried (2011) que la relacion entre la historia de las matematicas y la educaciéon matematica
siempre va a tener esa tension hacia lo “whig” porque, asi como los historiadores pueden poner el
presente entre paréntesis al estudiar el pasado (para eludir lo “whig”), los educadores matematicos
que hacen investigacion histdrica tenemos la obligacion de tener presente el presente, no podemos
ponerlo entre paréntesis.

Ahora bien, desde mi punto de vista, es posible, haciendo historia de las matematicas al servicio de
la matematica educativa, conjurar el peligro de hacer historia “whig”. Basta con que tengamos en
cuenta que entre los intereses del presente de la matematica educativa estd también lo que es
extrafio a la forma actual de ver las cosas. No es pues preciso poner el presente entre paréntesis para
estudiar el pasado, ya que desde el punto de vista de la matematica educativa es 1til para el presente
no solo lo que conduce al presente, sino también lo que no conduce al presente. El uso del resultado
del estudio del sistema de signos del De Numeris Datis para la caracterizacion de las actuaciones de
alumnos, que he mencionado en la observacion anterior, es un ejemplo de algo que no conduce al
presente, pero es util en el presente, responde a lo que le interesa a la matematica educativa para
abordar su problematica actual. Ahora bien, para ello es necesario que en la indagacion historica
que emprendamos examinemos lo que sucedié en la historia de las matemadticas en su contexto
socio-cultural concreto y en su momento historico, sin pasarlo por la criba de conceptos, procesos y
sistemas de signos del presente.

Sefialaré, para acabar esta observacion, que hay otra manera de conjurar el hacer historia “whig”,
que también viene dada por un interés que viene del presente de la matematica educativa: su uso
con la funcion de desubicacion indicada por Barbin (1997), a la que dedicaré la ultima de estas
observaciones.

TERCERA OBSERVACION

Las dos primeras observaciones apuntan elementos que contribuyen a la reflexion sobre qué historia
de las matematicas desarrollar para que ésta sea fecunda para la matematica educativa, cuestion
que, como ya hemos indicado, es crucial para Barbin (1997). Anadiré ahora una tercera observacion
en el mismo sentido.

La historia de las ideas, trufada de epistemologia, en la que no importa quién hizo qué, sino el
proceso de invencion y las practicas matematicas desarrolladas en momentos histéricos y en
contextos socio-culturales determinados, es el tipo de historia que esta en la base de la propuesta de
Filloy y Rojano (1984) o Barbin (1997).

Ahora bien, todo relato historico, incluso el que tiene voluntad de no ser “whig”, de no fijarse solo
en lo que conduce al presente y lo glorifica, sino de tomar el texto historico en su totalidad, produce
una lectura de los textos histdricos disponibles, transmitidos hasta el momento histérico y el
contexto socio-cultural en que se leen, que ineludiblemente ha de pasar por el intertexto de esos
textos, intertextualidad que Julia Kristeva calificé de “indice de la manera en que un texto lee la
historia y se inserta en ella” (Kristeva, 1968, p. 312).

Pero ademas ha de contar con que ese intertexto no es estatico, fijado en el momento y el contexto
en que se produce el texto, sino que cambia en la historia, como consecuencia, entre otras cosas, de
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las sucesivas lecturas que se producen de ¢él. Asi, por ejemplo, desde el momento en que Qusta Ibn
Luga traduce en el siglo IX las Aritméticas de Diofanto con el titulo El arte del dalgebra, el
intertexto de ese libro incluye textos del dlgebra drabe medieval, lo que estard presente en lecturas
subsiguientes.

A mi entender, conviene en consecuencia tomar en consideracion, a la hora de abordar la lectura de
textos historicos, la metafora que introdujo Michel Foucault de tomar los documentos como
monumentos (Foucault, 1969). Foucault sefialaba con esta metadfora que no se trata de considerar
los documentos (los textos matematicos historicos, en nuestro caso) como una totalidad cerrada, que
tiene un significado intencional que su autor puso en ¢l. Si fuera asi, la tarea del historiador
consistiria en descifrar el (verdadero) significado del texto, encontrando lo que en ¢l quiso decir su
autor. Lo que propone Foucault es bien distinto, la metafora nos lleva a no ver los textos como
documentos, totalidades cerradas, sino verlos a semejanza de como nos llegan los monumentos afios
después de haber sido erigidos, que mas bien se presentan ante nosotros fragmentados, modificados,
integrados en entornos distintos de aquellos en los que fueron instalados, e integrados en practicas
sociales distintas de las usuales cuando fue concebidos.

Tomar los textos matematicos como monumentos, en vez de como documentos, en el sentido
foucaultiano, conduce pues a examinarlos en su relacién con otros textos y con las practicas que los
produjeron y en las que se han insertado a lo largo de la historia.

En particular, cuando la investigacion histdrica se hace desde el punto de vista de la matematica
educativa cobra especial importancia el tener presente que el desarrollo de las matematicas en la
historia no sélo ha estado conducido por las practicas matematicas orientadas a la investigacion, a la
creacion de nuevos conceptos y procesos matematicos, sino que también producen nuevas
matematicas otro tipo de practicas como la propia de los textos que Netz (1998) llama “textos
deuterondmicos”. Son textos deuteronomicos, por ejemplo, libros escritos en la época helenistica
como la Synagogé de Pappus, donde éste expone el arte del andlisis, o el Comentario al libro
primero de los Elementos de Euclides, donde Proclo establece las partes de la demostracion de un
teorema. En ellos, no sélo se resuelven problemas o se demuestran teoremas, como es lo habitual en
los libros de la época clésica griega, sino que, a la vez que se resuelven problemas o se demuestran
teoremas, se reflexiona sobre la forma en que se resuelven y se demuestran, o se establecen las
reglas de la practica de escritura de textos matematicos, de modo que esos libros no son meros
comentarios o recopilaciones sino que generan también matematicas nuevas con nuevas practicas.
De forma similar, la organizaciéon de contenidos matematicos para su enseflanza es una practica
matematica que también genera nuevas matematicas. Como dice Belhoste (1998) “la puesta en
comun del saber matematico [...] constituye un aspecto esencial de la actividad matematica, parte
integral de la actividad de invencion” (p. 289).

CUARTA OBSERVACION

Mi cuarta observacion versa sobre un asunto del que hay una bibliografia abundante de la que
destacaré¢ Furinghetti y Radford (2002, 2008), Schubring (2006, 2011) y Fried y Jahnke (2015),
textos que todos ellos estan escritos por “educadores matematicos historiadores”, siendo preciso
seflalar que hay también bibliografia abundante escrita por matemadticos interesados en la
educacion, de la que senalaré en particular, Branford (1908), que contiene un “diagrama del
desarrollo de la experiencia matematica en la raza y en el individuo” reiteradamente citado, y Klein
(1927) y Toeplitz (2015), publicados originalmente en alemdn en 1908 y 1927, respectivamente. El
asunto al que me refiero es la teoria de la recapitulacion, que se suele resumir con la formula “la
ontogénesis repite la filogénesis” y que ha sido fuente de distintos enfoques de elaboracion de
secuencias de ensefianza que toman en cuenta ese principio y, por tanto, el desarrollo historico de
las matematicas.
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Esa amplia bibliografia también es muy variada: por un lado, hay versiones mas o menos radicales
de la teoria de la recapitulacion y de su uso para la ensefianza. Pero ademas, se suele incluir en el
mismo campo la teoria psicogenética elaborada por Jean Piaget y Rolando Garcia (Piaget y Garcia,
1982) y el método genético de ensefianza. Ahora bien, en Piaget y Garcia (1982) no se afirma en
absoluto que haya una recapitulacion de la filogénesis en la ontogénesis:

[el] objetivo no es, en modo alguno, poner en correspondencia las sucesiones de naturaleza histdrica
con aquellas que revelan los analisis psicogenéticos, destacando los contenidos. Se trata, por el
contrario, de un objetivo enteramente diferente: mostrar que los mecanismos de pasaje de un periodo
historico al siguiente son andlogos a los del pasaje de un estadio psicogenético al estadio siguiente.
(Piaget y Garcia, 1982, p. 33)*

Piaget y Garcia pues no solo no buscaron correspondencias elemento a elemento entre el desarrollo
de cada individuo y lo sucedido en la historia, sino analogias entre mecanismos de paso de un
estadio de desarrollo a otro; mas aun, lo que hicieron es analizar lo sucedido en la historia para
buscar en ella lo que habian determinado en el desarrollo de los individuos, podriamos decir que en
su teoria es la ontogénesis la que se recapitula en la filogénesis.

Con respecto al método genético de ensefianza, sin entrar a discutir sus variantes, que han sido
analizadas por Schubring en varias ocasiones (cf., por ejemplo, Schubring, 2011), en la versién que
Toeplitz llam6 “método genético indirecto” la historia se usa como guia para la ensefianza, pero no
se repite en ella: “La elucidacion de dificultades didacticas [...] sobre la base de analisis histdricos,
en la que esos andlisis histéricos s6lo sirven para dirigir la atencion en la direccion adecuada”
(Toeplitz, 2015, p. 308).

Del mismo estilo es la idea de Hans Freudenthal de “reinvencidon guiada”, que puede verse como
una derivacion de este método genético indirecto, en donde lo que se lleva a la ensefianza son en
todo caso los procesos que han conducido en la historia a la invencion de los conceptos mas que los
hechos concretos que los produjeron.

Instar a que las ideas se ensefien genéticamente no significa que deberian presentarse en el orden en
que surgieron, ni siquiera con todos los callejones sin salida cerrados y todos los desvios eliminados.
Lo que los ciegos inventaron y descubrieron, posteriormente los que ven pueden decir como se
habria descubierto si hubiera habido entonces maestros que supieran lo que sabemos ahora.
(Freudenthal, 1973, p. 101)

Introduciré mi observacion a la teoria de la recapitulacién con una cita de Wittgenstein tomada del
libro publicado en 1957 péstumamente en el que sus editores, G. H. Von Wright, R. Rhees y G. E.
M. Anscombe, recopilaron una parte de sus escritos sobre matematicas y que titularon
Observaciones sobre los fundamentos de la matematica:

Quiero decir: Es esencial a la matematica que sus signos se usen también en lo civil.

Es el uso fuera de la matematica, es decir, el significado de los signos, lo que convierte en
matematica el juego de signos. (Wittgenstein, 1987, p. 215)

Aunque Wittgenstein hiciera esta observacion para introducir a su manera la raiz socio-cultural del
significado, yo la voy a utilizar para apuntar como ese uso civil de los signos de las matematicas los
incorpora al mundo de las experiencias de los sujetos. Si ademas tenemos en cuenta, siguiendo a
Wittgenstein, que el significado de los signos radica en su uso —un uso sometido a reglas, a un juego
de lenguaje—, los signos de las matematicas usados en lo civil conllevan ese juego de lenguaje, de
modo que un individuo de ese contexto socio-cultural y ese momento histérico puede tener en su
acervo de experiencias no solo los fenomenos que fueron en su dia organizados por el concepto, el
signo en cuestion, en el momento histérico y el contexto socio-cultural en que esto sucediera,
digamos que desnudos, sin esa organizacion para la que se cred el concepto, el signo, matematico,

123



Puig, L.

sino que los tiene acompanados de esos medios de organizacion, ya incorporados social y
culturalmente incluso al acervo del lenguaje.

El mundo de experiencias de un individuo de ese momento historico y entorno socio-cultural,
diferente del mundo de experiencias posible de aquellos individuos que vivian cuando el concepto
fue inventado y donde lo fue, es mas rico al tenerlos incorporados —lo que hace innecesario, en esos
casos, repetir la historia. Y lo hace innecesario por un motivo mas profundo que el que Freudenthal
(1973) sefiala en el texto que acabamos de citar: en esos casos, ni siquiera es necesario que haya un
profesor que ensefie lo que ahora se sabe y antes no se sabia. El conocimiento creado en la historia
se ha incorporado a las practicas sociales, a los juegos de lenguaje, de modo que ya esta presente en
el mundo de experiencias de los aprendices: la guia del profesor al alumno en el método de
reinvencion guiada freudenthaliano no tiene que suplir pues todo lo producido en la historia, puede
partir de la presencia de lo ya incorporado.

Un ejemplo sencillo de este hecho es la presencia de nimeros negativos en los pulsadores de los
ascensores. Otro, mas complejo, los simuladores en entornos informaticos.

En la historia de la ensefianza de las matematicas también tenemos un ejemplo claro en el hecho de
que, en aritméticas escolares espaiiolas histdricas, expresiones como ‘“cinco menos tres” se traten
como algo ajeno al lenguaje natural, que necesita por tanto ser traducido, explicado, en el propio
lenguaje natural, ya que van contra las reglas de la gramatica, cuando actualmente no se ven asi.
Asi, Vallejo, por ejemplo, escribe “la espresion 5—3=2, quiere decir que despues de quitar 3
unidades del 5 quedan 2, y se lee cinco menos tres igual 6 es igual & dos” (sic) (Vallejo, 1841, p.
26). La necesidad que tiene Vallejo de explicar como se lee la expresion aritmética “5 —3 =27y
sobre todo el hecho de que eso no le baste para dar cuenta de su significado, sino que tenga que
explicar qué significa “cinco menos tres igual a dos”, porque esta frase no se reconoce como una
frase bien construida en espafiol, es impensable hoy en dia. Hoy en dia esta incorporada a la
gramatica del espafiol.

Hechos de este estilo son los que en Radford y Puig (2007) conducen a enunciar un “principio de
incorporacion”, que establece un limite de calado a la teoria de la recapitulacion:

La caracteristica principal del desarrollo de la vida de un individuo (ontogénesis) es el hecho de que
esta enmarcado por un mundo de artefactos culturales y formas mas avanzadas de cognicion que
ofrecen al individuo una serie de lineas de desarrollo conceptual.

[...] El Principio de Incorporacién siguiente arroja luz mejor sobre la relacion entre la filogénesis y
la ontogénesis: nuestros mecanismos cognitivos (por ejemplo, percibir, abstraer, simbolizar) estan
relacionados, de manera crucial, con una dimensién conceptual histérica ineludiblemente
incorporada en nuestras practicas sociales y en los signos y artefactos que los median (Radford y
Puig, 2007, p. 148).

QUINTA OBSERVACION

Mi ultima observacion versa sobre la funcion de la historia de las matematicas en la ensefianza de
las matematicas que Barbin (1997) llamé “de dépaysement”, y yo traduzco por “funcion de
desubicacion”.

Esta funcion de desubicacion persigue en la ensefianza un objetivo similar al que perseguia lo que
Bertold Brecht llam6 “Verfremdungseffekt”, “efecto de extrafamiento o distanciamiento”, que
constituyo el elemento clave de su teoria de la actividad teatral. El establecimiento de una distancia
entre el espectador y la representacion teatral, el hacer que lo habitual se convierta en sorprendente,
obliga a pensar. Bertold Brecht pretendia con el distanciamiento del espectador ante la
representacion teatral romper con la identificaciéon emocional, con la catarsis que fundamenta el
teatro clasico, en la que no hay reflexion sobre lo que ocurre en la escena sino identificacion con los
personajes. Con el efecto de distanciamiento
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se procura [...] que lo sobreentendido resulte “no entendido”, pero con el tnico fin de hacerlo mas
comprensible. Para que lo conocido lo sea realmente, para que sea conocido a conciencia, debe dejar
de pasar inadvertido; se debera romper con la costumbre de que el objeto en cuestion no requiere
aclaracion (Brecht, 1970, p. 182).

La desubicacion del lector, del estudiante, ante el texto historico le saca también de su zona de
confort, ese lugar en que, identificado con lo que uno tiene delante, se actia de forma mecanica,
reiterando acciones ya hechas que se disparan ante el estimulo de lo familiar. Ahora bien, la historia
de las matematicas puede tener esa funcion de desubicacion a condicion de que no sea una historia
“whig”, a condicion de que no se busque en los textos histéricos solo lo que conduce al presente,
eliminando todo lo que resulta extrafio a la manera en que estan elaborados los conceptos
matematicos en el presente o a la manera en que se realizan procesos como los de resolucion de
problemas en el presente, o eliminando los sistemas matematicos de signos de otras épocas
substituyéndolos por los actuales, substitucion que no conduce sélo a traducir el texto histérico,
sino que también lo modifica conceptualmente, si no obviamos el hecho de que los conceptos
matematicos no existen independientemente de su expresion en un sistema de signos, sino que se
constituyen en los sistemas de signos y por ellos.

La funcion de desubicacion de la historia de las matematicas rompe ademds con la imagen de las
matematicas como un conjunto de resultados, de verdades eternas, que se han ido descubriendo a lo
largo de la historia, y la idea de la propia historia de las matematicas como la historia del avance de
la ignorancia y el error hacia la verdad, en vez de una historia de creacion de medios de
organizacion de fendmenos de nuestra experiencia, cada vez mas perfilados conceptualmente, y
organizados a su vez en niveles cada vez mas abstractos. En consecuencia, no solo se trata de que el
tipo de historia de las matematicas ha de ser de ese estilo para producir la funcién de desubicacion,
sino que ese tipo de historia también produce una modificacion en el tipo de matematicas que se
ensefia, siempre que la ensefianza tome en consideracion y se entrelace con ella. La funcién de
desubicacion de la historia de las matematicas conlleva también la funcion que Barbin (1997) llamo
“de substitucion”: las matematicas que se ensefian son otras.

Examinaré con un ejemplo cdmo puede un texto historico servir para esa funcion de desubicacion y
algunas condiciones que conviene que se den o que se organicen para que la presentacion del texto
historico pueda servir para ello.

El ejemplo usa el texto del enunciado de un problema aritmético-algebraico de enunciado verbal y
su solucion que se conservan en una tablilla babilonica, que he tomado de Hoyrup (2002). El texto
del enunciado es el siguiente:

2 gur 2 pi 5 ban de aceite he comprado
De la compra de 1 shekel de plata, 4 sila, de cada (shekel), de aceite he separado.
2/3 mina de plata como beneficio he visto.

(Con qué equivalencia he comprado y con qué equivalencia he vendido? (Hayrup, 2002, pp. 206-
207).

La traduccion espafola la he hecho a partir de la version inglesa de Jens Heyrup, que €l hizo del
texto en acadio de la tablilla babilonica, y he mantenido en mi version espafiola el tipo de
traduccion que Hoyrup defiende que hay que hacer de los textos histéricos, que ¢l llama “traduccion
conforme®™. En la traduccion conforme, se procura que los términos técnicos se traduzcan
manteniendo las distinciones de su uso en el texto histérico (asi, por ejemplo, Hoyrup usa varias
palabras inglesas distintas para “sumar” porque en el texto babilonico en acadio se usan de forma
consistente palabras distintas para acciones de sumar diferentes, tales como juntar dos conjuntos
homogéneos, acumular un objeto a otro de manera que se incorpora a ese otro, etcétera); ademas, se
procura mantener la estructura sintactica de las frases aun a costa de violentar la sintaxis del idioma
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al que se traduce. Con ello se pretende que lo que el lector tenga ante ¢l tenga rasgos fundamentales
de la conceptualizacion de los objetos y procesos matematicos que estdn en juego en el texto
original y en las practicas de la época.

Esta traduccion conforme, a la manera de Hoyrup, es un buen vehiculo para que el texto pueda tener
la funcioén de desubicacion. Ahora bien, para su uso en la ensefianza, la idea de Hoyrup conviene
modularla: para que la funcion de desubicacion se desencadene hace falta que el alumno encuentre
en el texto, o en la tarea en la que el texto estd inserto, algo extrafio, algo que le saque de su zona de
confort; pero es preciso también que reconozca la tarea como parte de una familia de tareas que
conoce, dentro de la cual ese texto particular desconcierta. Dicho de otra manera, el texto no puede
ser un enigma, algo a lo que no se es capaz de dar sentido alguno. En el extremo, si se presentara el
texto tal cual esta en la tablilla babildnica o en la transcripcion que usan los arquedlogos, seria un
enigma. La traduccion conforme de Heoyrup puede seguir siendo un enigma para segun qué
alumnos, por lo que la tarea del profesor ha de ser elegir la distancia que se quiere crear entre el
texto y los alumnos de modo que éstos puedan a la vez darle algun sentido y extrafiarse: asi podra
tener la funcidén de desubicacidon que se persigue.

Asi, del problema anterior puede eliminarse la dificultad que plantea la metrologia babildnica, cuyo
desconocimiento bloquea la posibilidad de desencadenar las acciones aunque se haya reconocido el
problema como parte de una familia de problemas conocida, y cuya presencia so6lo desubica en el
terreno del desconocimiento de un hecho:

12750 litros de aceite he comprado.

De la compra de 1 gramo de plata, 4 litros, de cada (gramo), de aceite he separado.
40 gramos de plata como beneficio he visto.

(Con qué equivalencia he comprado y con qué equivalencia he vendido?

También puede eliminarse la representacion de los nimeros en el sistema de numeracion
sexagesimal, que ya no s6lo desubica en el terreno del desconocimiento de un hecho, sino también
en la forma en que se realizan las operaciones aritméticas:

770 litros de aceite he comprado.

De la compra de 1 gramo de plata, 4 litros, de cada (gramo), de aceite he separado.
40 gramos de plata como beneficio he visto.

(Con qué equivalencia he comprado y con qué equivalencia he vendido?

Finalmente, puede abandonarse la traduccion conforme a la manera de Heoyrup y redactar un
enunciado como traduccion del texto babildonico que sélo es conforme con respecto a la estructura
de relaciones y cantidades, y la historia de transacciones en las que se compra para vender mas caro.

Un comerciante compra 770 litros de aceite.
Los vende dando 4 litros menos de los que ha recibido en la compra, por cada gramo de plata.
Obtiene un beneficio de 40 gramos de plata.

Averiguar a cuantos litros por gramo de plata compro el aceite y a cuantos litros por gramo de plata
lo vendio.

Podria pensarse que esta ultima version del texto babilénico ya no es capaz de tener funcion de
desubicacion alguna, porque el enunciado es familiar para los alumnos y pueden desencadenar de
forma automatica las acciones del método cartesiano, por ejemplo, y resolverlo. Ahora bien, este
problema es particularmente interesante para discutir que la funcién de desubicacion puede
presentarse en niveles distintos, por la riqueza de elementos desubicadores que contiene.

126



Observaciones acerca de la historia de las matematicas en la matematica educativa

En efecto, cuando se efectiia la lectura analitica del problema, la estructura de cantidades y de
relaciones a la que conduce la lectura analitica més usual también desubica, porque no es la habitual
en los problemas de esa familia con los que los alumnos de nuestra época se han encontrado y que
han resuelto. Las relaciones de proporcionalidad que aparecen son relaciones de proporcionalidad
inversa, en vez de relaciones de proporcionalidad directa, que es lo que constituye el centro de la
estructura de las relaciones entre cantidades en esta familia de problemas.

Esto es asi porque entre las cantidades del problema, que son “cantidad comprada y vendida”
(litros), “importe de la compra” (gramos de plata), “importe de la venta” (gr), “tasa de compra”
(I/gr), “tasa de venta” (l/gr), “beneficio total expresado en plata” (gr) y “beneficio unitario
expresado en aceite por unidad de plata” (1/gr), tres de ellas responden a una conceptualizacion del
fendmeno distinta de la habitual en el presente. En efecto, el precio unitario no estd concebido como
lo que se paga por unidad de mercancia, sino como la mercancia que se da o se recibe por unidad de
dinero, y lo mismo sucede con el beneficio unitario. Como consecuencia de esa inversion en la
concepcion del precio de compra y venta (que yo he indicado llaméndolo “tasa” en vez de
“precio”), entre las cantidades en cuestion hay relaciones de proporcionalidad inversa y no de
proporcionalidad directa.

La riqueza de la tablilla babilénica en la que aparece este problema desde el punto de vista de la
funcién de desubicacion no se agota ahi. La tablilla contiene también la solucién del problema
expresada como una lista de operaciones que hay que realizar para resolverlo, que presento en una
traduccion conforme de la que s6lo he eliminado la metrologia babildnica:

Tt coloca 4 litros de aceite y coloca el beneficio 40 gramos

Inverso de 40, 1'30"", ves.

130" por 4 multiplica, 6, ves.

6" por 12750, el aceite, multiplica, 1'17, ves.

¥4 de 4 rompe, 2, ves

2 cuadra, 4, ves

4 a 117 anade, 1'21, ves.

(Cual es el lado igual? 9 es el lado igual.

9 el equivalente coloca.

2 de 4, que has separado, rompe, 2, ves.

2 al primer 9 anade, 11, ves.

Del segundo quitalo, 7, ves.

11 litros cada gramo has comprado, 7 litros cada gramo has vendido.

(Plata equivalente a qué? ;Qué a 11 litros [por gramo] puedo poner que 12°50 de aceite me dé?
1'10 coloco 1'10 gramos de plata.

(Por 7 litros cada gramo de plata que vendes de aceite, los 40 gramos de plata a qué equivalen?
40 por 7 multiplica. 4°40, ves, 4'40 de aceite (Hayrup, 2002, p. 207).

Esa solucion puede usarse en la ensefianza planteando a los alumnos la tarea de explicarla indicando
cudl es el sentido que tiene cada una de las operaciones que la componen y su secuencia. Ahora
bien, examinando la solucién, podemos ver que, de nuevo, el lector moderno se ve desubicado.

En efecto, en las tres primeras lineas el beneficio unitario expresado en aceite por unidad de plata
(I/gr) se divide por el beneficio total expresado en plata (gr), y, en la cuarta, el resultado de esa
divisién se multiplica por cantidad comprada y vendida (1), y el resultado de esa multiplicacion

127



Puig, L.

resulta ser el producto de la tasa de compra (1/gr) por la tasa de venta (l/gr), lo que carece de sentido
en la historia que narra el problema. Hay que buscarle sentido en otro lugar, en una representacion
de las cantidades mediante rectangulos que se manipulan cortando, desplazando y pegando y se
relacionan entre ellos, que esta estrechamente ligada a la naturaleza de la protoalgebra babilonica®ii.

El desconocimiento de la metrologia (un hecho), las consecuencias del sistema de numeracion en la
ejecucion de las operaciones aritméticas, la diferencia en la estructura de cantidades y relaciones
con respecto a los problemas de esa familia y la carencia de sentido del algoritmo de solucion con
respecto al significado de las cantidades en la historia del problema enunciado verbalmente
producen desubicacion en niveles distintos, que conducen a tener que abrir el campo semantico de
los conceptos y procesos implicados mas alld del que proporciona una matematica como conjunto
de resultados establecidos, hacia matematicas elaboradas a lo largo de la historia en contextos
socio-culturales diversos: la historia de las matematicas cambia las matematicas que se ensefan.
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Vil En Furinghetti (en prensa) se presenta un esbozo reciente de la historia del International Group on the Relations
between the History and Pedagogy of Mathematics (HPM) y de la comunidad de investigadores y profesores que han
contribuido a las actividades del grupo.

viii Véase también Puig y Rojano (2004).

X Fried (2018) dice “Educational Historians of Mathematics”, expresion para la que he preferido la version espafiola
“educadores matematicos historiadores” a “educadores historiadores de las matematicas”, mas literal, con el fin de
referirme mas directamente a quienes, dentro de nuestra comunidad de investigadores en didactica de las matematicas,
educacion matematica o matematica educativa, nos dedicamos a la historia de las matematicas, en cualquiera de sus
variantes relacionadas con la matematica educativa.

* Cito de la version espafiola que, de hecho, se publicd un afio antes de la version francesa y puede considerarse en
cierto sentido como la version original. Jean Piaget trabajé con Rolando Garcia en este libro hasta el final de su vida,
pero se publicd postumamente. Rolando Garcia estuvo al cargo de la edicion pdstuma y también fue él quien tradujo del
francés al espafiol las partes escritas por Piaget.

X Al componer este libro a partir de los escritos de Wittgenstein, los editores G. H. Von Wright, R. Rhees y G. E. M.
Anscombe numeraron los apartados. Esto ha hecho que sea habitual citar este texto de Wittgenstein usando como
referencia el nimero del apartado establecido por los editores en la tercera edicion revisada, en vez del nimero de
pagina, como exigen las normas APA. La ventaja de que la referencia indique el nimero del apartado es que éste es el
mismo en la version inglesa que compusieron los editores, en la version en aleman o en la espafiola que estoy citando.
En el caso de lo que cito, se trata del apartado V, 2.

i Hgyrup la llama “conformal translation”, y utiliza la palabra inglesa “conformal” que no se usa en el lenguaje
cotidiano, sino que es un término técnico cientifico para indicar “con la misma forma”. He decidido traducirla por
“conforme”, que en espafiol tiene ese significado técnico, aunque también tenga otros en el lenguaje cotidiano. Heyrup,
al usar “conformal”, quiere subrayar que el tipo de traduccidén que propugna deja invariantes una serie de caracteristicas
del texto que se traduce, “conserva la estructura” (Heyrup, 2002, p. 41).

Al Un analisis mas detallado de este problema y su solucion puede verse en Puig (2009) y Puig y Navarro (2010), sin
que en esos textos se hable de la funciéon de desubicacion de la historia de las matematicas.
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