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Introduccién

En 1985, en el seno del International Group for the Psychology of Mathematics
Education (PME), se formé un grupo de trabajo cuyc objetivo era el estudiar la natura-
leza del pensamiento matemdtico avanzado y, en particular, profundizar en las investi-
gaciones cognitivas acerca de los procesos de ensefianza y aprendizaje de temas
relacionados con el célculo infinitesimal (Dreyfus, 1990; Tall, 1991).

El interés por estos temas se explica por la tendencia de los Gltimos afios en
Didactica de la Matemndtica donde se considera cada vez més la problematica del
aprendizaje de las Matematicas en términos de procesos cognitivos y ya no como
simple adquisicién de competencias y de habilidades; en efecto, se aprecia una clara
evolucion desde el estudio de los errores y dificultades del alumnado hacia las investi-
gaciones mas recientes acerca del conocimiento de los estudiantes que subyace a
dichas dificultades (Azcarate y otros, 1996).

En el afio 19986, y dentro del seno de la SEIEM, surge el grupo de Didéctica del
Analisis Matematico.

En lo que sigue se hara una breve exposicion acerca del llamado Pensamiento
Matematico Avanzado, se sefialaran algunas de las aportaciones de la investigacién al
desarrollo curricular y se presentaran las principales investigaciones realizadas por los
miembros de este grupo en los Ultimos afios.
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1. Procesos del pensamiento matemético avanzado

Tal como escribe Dreyfus (1991) ,»comprender es un proceso que tiene lugar en
la mente del estudiante» y es el resultado de «una larga secuencia de actividades de
aprendizaje durante las cuales ocurren e interactiian una gran cantidad de procesos
mentales». En este sentido ha resultado fundamental la ampliacion del campo de los
problemas investigadas, hasta hace pacos afios muy centrado en los conceptos basi-
cos de las Mateméticas de la ensefianza primaria (pensamiento matematico elemen-
tal), a cuestiones relacionadas con el llamado «pensamiento matemético avanzado»,
propio de los curriculos de los ltimos afios de bachillerato y primeros cursos universi-
tarios. El reciente desarrollo de la investigacion acerca de la ensefianza y el aprendiza-
je de temas relacionados con el célculo infinitesimal, considerando ademas los proce-
sos asociados de prueba y demostracién, esté enriqueciendo actuaimente los mode-
los que sitven para describir los procesos cognitivos.

Cuando nos referimos a procesos cognitives implicados en el pensamiento ma-
tematico avanzado pensamos en procesos matematicos entre los que destaca el de
abstraccion que se puede definir como la substitucién de fenémenos concretos por
conceptos confinados en la mente humana. La abstraccion no es caracteristica de las
matematicas superiores, como tampoco lo son otros procesos cognitivos de compo-
nente matematica tales como analizar, categorizar, conjeturar, generalizar, sintetizar,
definir, demostrar, formalizar. Pero es evidente que estos tres Gltimos adquieren mayor
importancia en los cursos superiores: la progresiva matematizacién implica la necesi-
dad de abstraer, definir, analizar y formalizar. Entre los procesos cognitivos de compo-
nente psicolégica, ademas de abstraer, podemos destacar los de representar,
conceptualizar, inducir y visualizar.

Las investigaciones cognitivas estan interesadas en estos procesos relaciona~
dos con el aprendizaje de conceptos matematicos, donde es fundamental tener en
cuenta que la forma en que se aprende no suele coincidir con la manera formal l6gica
de presentar un concepto matematico ante la comunidad de los matematicos; se pue-
de incluso afirmar que es frecuente que dicha presentacion l6gica ofrezca obstacuios
cognitivos al estudiante.

Aungue no sea posible establecer una distincién clara entre las Matematicas
elementales y las avanzadas, si se pueden sefialar algunos rasgos distintivos, uno de
los cuales es la complejidad de los contenidos y la forma de controlarla; los procesos
mas potentes son aquellos que permiten este control, en particular la representacion y
la abstraccion. Ademds, el éxito en Matematicas se puede relacionar con la riquezay
la flexibilidad de las representaciones mentales de los conceptos matematicos.
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2. Algunas aportaciones de la investigacion en Did4ctica del Anélisis al desarro-
llo curricular.

El interés por el estudio de los problemas de ensefianza y aprendizaje de los
conceptos del Andlisis Matematico ha crecido enormemente en la Ultima década. E!
grupo de trabajo del ICME 7 de celebrado en Quebec en el afio 92, “Students’ difficulties
in Galculus” conté con un amplio nimero de participantes (aproximadamente 200) de
diferentes paises con el objetivo fundamental de responder a algunas cuestiones agru-
padas en tres aspectos principales (Artigue y Ervynck, 1993):

Los objetivos y contenidos:

+Cuéles son los objetivos de un curso de célculo? ¢Cudl es su papel en el
curriculo de Matematicas? ¢ Cudles son las relaciones entre los aspectos conceptua-
fes y los aspectos técnicos de los contenidos del curso?

Las dificultades de ensefianza y aprendizaje:

¢ Cudles son las dificultades comunes a todos los aspectos del Célculo? ;Cué-
les son las dificultades especificas de algunos aspectos? ¢ Cudles son las razones de
tales dificultades?

Las concepciones del Célculo y de su ensefianza que subyacen en las distintas expe-
riencias:

+Qué problemas surgen a la hora de implementar secuencias de ensefianza?
¢cudles han sido los resultados? ¢ estan de acuerdo los resultados obtenidos con los
resultados esperados? ¢ es posible explicar las divergencias entre los resultados es-
perados y los conseguidos?

Muchas de estas preguntas quedaron abiertas y se constituyen en si mismas
como preguntas generales de investigacion.

David Tall, en su conferencia plenaria sefialé un conjunto de dificultades en la
ensefianza y aprendizaje de los conceptos del Anélisis Matematico, considerando como
dificultades esenciales el concepto de limite y los procesos infinitos que intervienen en
los conceptos basicos de derivada e integral, teniendo en cuenta ademas otro tipo de
dificultades que tienen que ver con el estudio de las funciones, la notacién de Leibniz,
dificultades asociadas al uso y seleccidn de las distintas representaciones, etc.

En el resto de frabajos presentados, se hace patente la necesidad del estudio
de los procesos cognitivos que intervienen en el desarrollo de cada uno de los concep-
tos que dan lugar a todas estas dificultades para poder conseguir implicaciones prac-
ticas en los curriculos.
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Las modificaciones que han sido incorporadas en los curriculos de los diferen-
tes paises han sido dirigidas principalmente hacia una introduccion del Andlisis mas
intuitiva y experimental incorporando paulatinamente el uso de las nuevas tecnolo-
gias.

De esta manera, el movimiento sobre la Reforma del Calculo que se desarrolia
en USA tuvo su influencia en los Estandares Curricularés de los afios 90 que han dado
lugar a un amplio nimero de materiales curriculares, en los que las nuevas tecnolo-
gias juegan un importante papel. Los materiales del SMP 16-19, representan también
un buen ejemplo de esto. En Francia, Artigue (1997) ha hecho un estudio exhaustivo
sobre la evolucion de los programas de Analisis Matematico, en los cuales se reduce
sustancialmente la formalizacién y se organiza la actividad matemética en torno a la
Resolucidn de Prablemas: optimizacién, aproximaciones de numeros y funciones,
modelizacion de variaciones discretas y continuas. El orden matematico (limites-conti-
nuidad-derivada) es sustituido por una aproximacion intuitiva al lenguaje de los limites
con el objetivo de que sirva de sustento al concepto de derivada que constituye la
nocidn esencial. Para Artigue, esta reforma tiene las siguientes ventajas:

El campo del Andlisis se hace més accesible a los estudiantes que entran muy
pronto en contacto con los problemas centrales del Andlisis: la optimizacién y aproxi-
macién, dando gran importancia a las dimensiones numérica y gréfica tanto de los
conceptos como las técnicas que pueden ser facilitadas por las calculadoras graficas.

Pero esta reforma también tiene sus inconvenientes, que dan lugar a nuevos
problemas, entre los que podemos sefialar:

Problemas que surgen por el uso de las calculadoras y de su integracién en el
aula, la dificultad de conseguir problemas lo suficientemente ricos para organizar una
aproximacion de este tipo y la pérdida progresiva de matematizacién que aparece al
utilizar definiciones poco rigurosas.

En nuestro pals, esta tendencia a reducir lo algebraico también se ha hecho
patente en el DCB, que poco a poco se va evidenciando en los materiales curriculares
que van apareciendo. Azcérate y otros (1996), presentan una propuesta didactica con
el objetivo de combinar lo grafico, lo numérico y lo algebraico en la ensefianza de los
conceptos fundamentales del Andlisis: la derivada y la integral. Proponen, como base
imprescindible para abordar la ensefianza y aprendizaje de fa derivada de una funcién,
la introduccion de los conceptos de variacion y tasa media de variacion, asi como el de
pendiente de una recta que deben ser considerados como aspectos basicos de un
curso de precélculo. Se utilizan diversas representaciones divididas en varias fases:
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En prifner lugar un tratamiento grafico, para posteriormente, con el dominio del
concepto de razén, pasar al calculo de la pendiente de una recta. El desarrollo poste-
rior de las habilidades aritméticas permitira evaluar areas numéricamente. En una alti-
ma fase y en un nivel de representacin méas abstracto se considera la generalizacion
mediante expresiones algebraicas para las derivadas y las integrales.

En todas estas reformas curriculares, las calculadoras graficas y los programas
de célculo simbdlico juegan un papel importante. En USA se desarrolla desde 1986 el
proyecto C?PC (Calculator and Computer Pre-Calculus Project) cuyo objetivo principal
consiste en el desarrollo de un curriculo de matematicas para la secundaria, analizan-
do para ello las destrezas necesarias para la comprension del concepto de funcion,
graficas de funciones y geometria analitica (véase Browning, 1989; Dunham y Osborne,
1991 y Dunham y Dick, 1994). Uno de los aspectos més interesantes de este trabajo
consiste en el desarrollo de un proceso sistematico en la resolucién de problemas,
atendiendo a las conexiones existentes entre las distintas representaciones (verbal,
algebraica, numérica y grafica) que se pueden obtener en el proceso de resolucion de
una situacién problematica, para la cual las calculadoras gréficas son de gran utilidad.

Se han realizado distintas investigaciones en las que se trata de comparar las
destrezas a la hora de resolver problemas de estudiantes instruidos de forma tradicio-
nal y estudiantes preparados usando calculadoras gréficas.

Tall (1996) indica que pese a que los estudiantes muestran preferencia por algu-
na clase de representacion (simbélica, o gréfica), parece ser que los estudiantes con
los que se realiza un trabajo experimental con calculadoras graficas obtienen una mayor
comprension conceptual que aquellos con los que se desarrolla un trabajo tradicional.

Otros experimentos muestran cambios significativos cuando se usan calculado-
ras graficas durante varios cursos (Quesada, 1995, citado en Tall, 1996).

Tall (1996) sefiala ademas que el uso de estas tecnologias proveen de formas
alternativas para aproximarse al concepto de funcién con ventajas y desventajas, pero
que usada con imaginacion y bajo el control del estudiante, es evidente una mayor
implicacion del estudiante en las tareas, aunque las interpretaciones de las represen-
taciones dependan del individuo.

Otro proyecto de investigacion importante que debemos mencionar es el pro-
yecto que sobre la utilizacién de la TI-92 en el aula se desarrolla en la actualidad en
Francia. El Ministerio de Educacion francés subvenciona un proyecto nacional desde
el afio 1995 que cubre diferentes niveles de secundaria, mediante el cual trata de
analizar la viabilidad de introducir desde el punto de vista institucional las calculadoras
en el aula en el que participan profesores de secundaria que han ensefiado informética
(expertos) e investigadores de Didactica de las Matematicas.
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Varios grupos, repartidos por ciudades (Paris, Montpellier, Grenoble y Lyon) se
ocupan de distintas parcelas de la investigaciéh. Por ejemplo, los grupos de Paris y
Montpellier se encargan de los aspectos de instrumentacion e ingenieria didéctica en
relacién con las funciones y el calculo.

Los objetivos generales de la dimension de instrumentacion del proyecto son:

“Enfender cémo se construye la instrumentacién de la calculadora, poniendo
ésta en relacion con las estrategias desarrolladas por los profesores, las condiciones
institucionales y las caracteristicas personales de los alumnos.

Analizar los conocimientos que fundamentan esta instrumentacién y analizar
sus relaciones con los conocimientos esperados por la institucion, investigar posibles
conflictos y su manejo por parte de los profesores y alumnos”. (Artigue 1997)

En nuestro curriculo de Bachillerato también se aprecian modificaciones dirigi-
das al uso de las calculadoras. Ei DCB sefiala en su introduccion que

“con el fin de que el énfasis se ponga en los aspectos intuitivos y gréficos de estas
ideas, e instrumentos para el anélisis, seria conveniente el trabajo con las calculado-
ras y/o los ordenadores cuando se quiera minimizar fos efectos no deseados de la falta
de madurez en el célculo algebraico {que habrfa que diagnosticar y tratar aparte en
casos de alumnos y alumnas concretos)”

Ahora bien, es claro que con una herramienta como ésta, es necesario analizar
el curriculo de Secundaria desde otra perspectiva. No se pueden plantear de la misma
manera que se hace en la ensefianza tradicional las situaciones y problemas de mate-
maticas, dado que con una de estas calculadoras los aspectos exclusivamente
instrumentales propios (en exceso muchas veces) de las matematicas, no tendran
sentido si no se orientan de una forma adecuada. Habré, por tanto que establecer
modificaciones en el curriculo, y como consecuencia desarrollar investigaciones dirigi-
das a articular los conocimientos de los alumnos en torno a este nuevo instrumento.

3.- Investigacion en Did4ctica del Anélisis en Espafia

En lo que sigue se va a presentar un resumen del trabajo que se viene realizan-
do en Espafia en Pensamiento Matematico avanzado en la parcela de Didéactica del
Andlisis. Las Universidades de las que tenemos noticias que trabajan en este campo
son: Auténoma de Barcelona, Castilla- La Mancha (Albacete), La Laguna, Piblica de
Navarra, Salamanca y Valladolid. Vamos a enumerar las tesis doctorales presentadas,
proyectos de investigacién en curso y otras actividades que se estan realizando. Tam-
bién se presentaran las hipétesis y objetivos del proyecto financiado porla DGES y en
el que participan investigadores de tres Universidades. Este listado no pretende ser -
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exhaustivo, pretendiendo Unicamente presentar a la comunidad de investigadores en
Educacién Matematica algunas de las realizaciones en este campo.
- Tesis doctorales

Espinoza, L. (1998): Organizaciones matematicas y didacticas en torno al obje-
to “limite de una funcién”. Directora: Dra. C. Azcérate

Delgado, C. (1998): Estudio microgenético de esquemas conceptuales asocia-
dos a definiciones de limite continuidad en universitarios de primer curso. Directora:
Dra. C. Azcérate
- Tesis de maestria:

Badillo, E. (1999): . Directora: Dra. C. Azcérate Estudio del conocimiento profe-
sional de profesores de Secundaria en Colombia: el caso de la relacién entre derivada
y velocidad.

Calvo, C. (1997): Bases para una propuesta didactica sobre integrales. Directo-
ra: Dra. C. Azcérate

Garbin. S. (1998): Esquemas conceptuales e incoherencias de estudiantes de
Bachillerato en relacién con el concepto de infinito actual contextualizado en proble-
mas expresados en diversos lenguajes matematicos: verbal, geométrico, gréfico,
algebraico y numérico. Directora: Dra. C. Azcérate
- Tesis doctorales en curso en las Universidades Autdnoma de Barcelona, La Lagu-
na, Salamanca y Valladolid
- Proyectos de investigacién en curso

Procesos del pensamiento matematico avanzado. Investigador principal: C.
Azcérate. Universidades: Auténoma de Barcelona, La Laguna y Salamanca. DGES:
1998-2000

Disefio, experimentacion y evaluacion de un proyecto de ensefianza del Andlisis
Matematico en Bachillerato. Investigador principal: M. Sierra. Universidad de Salamanca.
Programa de Ayudas a la Investigacion de la Junta de Castilla y Ledn: 1998-2000
Varios Proyectos de investigacion finalizados en los tltimos cuatro afios en la UAB
(Generalitat de Catalunya) y en la Universidad de Salamanca.

Otras actividades realizadas

* Grupo de “procesos del pensamiento matematico avanzado” de la Universidad
Auténoma de Barcelona:

- Seminario de investigacién en Didactica de la Matematica: los simbolos, las
figuras y el discurso como instrumento de la actividad matematica ( Dres Boero, Uni-
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versidad de Génova; Brousseau, Universidad de Burdeos; Chevallard, Universidad de
Marselia), organizado conjuntamente con el Centre de Recerca Matematica, Febrero
1995

- La visualizacién en e calculo superior (Dr. Tall, Universidad de Warwick) orga-
nizado conjuntamente con el Centre de Recerca Matemética, Mayo 1995

-Matematicas y ensefianza: principios y estado de la cuestion (Dr. Bishop, Monash
University Clayton, Victoria (Australia)) organizado conjuntamente con el Centre de
Recerca Matematica, Septiembre 1995

- Seminario sobre pensamiento matematico avanzado (Dr. Gantoral, CINVESTAV
y Dr. Dreyfus, Tel Aviv), Febrero 1998

- Realizacion de cursos de formacién permanente en numerosos ICEs y CPRs
del Estado espariol

- Participacion como profesores invitados en Programas de Doctorado de varias
Universidades

*Grupo de Didactica del Andlisis de la Universidad de Salamanca

- Seminario sobre la ensefianza del Andlisis matematico en el Bachillerato.

Proyecto subvencionado en el Programa de Caoperacién entre Departamentos
universitarios y Departamentos de Institutos de Secundaria, del M.E.C, curso acadé-
mico 95-96

- Curso Didactica del Andlisis en la Educacién Secundaria Obligatoria y Bachi-
llerato. Convenio de Cooperacion entre el MEC y la Universidad de Salamanca, 1998

- Curso Las calculadoras en el aula. Convenio de Cooperacion entre el MEC y la
Universidad de Salamanca, 1999

*Grupo de Didéctica del Analisis de la Universidad de La Laguna:

Seminario con profesores de Bachillerato sobre el uso de calculadaras gréficas
en la ensefianza def Analisis

*Grupo de Didéctica del Analisis de la Universidad de Valladolid.

Seminario con Profesores de Bachillerato para preparar software educativo (pro-
yecto curricular)
Proyecto de investigacion: Procesos del pensamiento matemético avanzado
Investigadora principal: Dra. Carmen Azcérate

Universidades: Autdnoma de Barcelona, La Laguna y Salamanca
Duracién: Tres afios (1998-2000)
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Hipdtesis:
De acuerdo con la bibliografia que se maneja y de los trabajos ya realizados, se
han establecido ocho hipétesis de trabajo. Destacamos entre eilas:

La educacion de un pensamiento matematico complejo y flexible consiste fun-
damentalmente en la posibilidad de usar varias representaciones en paralelo; existe
una complementariedad entre jos aspectos cognitivos y matematicos de la representa-
cion de estructuras matematicas.

En el pensamiento matematico avanzado, el mayor objetivo es que los estu-
diantes desarrollen la habilidad de hacer abstracciones conscientemente a partir de
situaciones matematicas.

La visualizacién juega un papel esencial en el trabajo matematico y es el proce-
so mediante el cual las representaciones mentales se pueden hacer presentes.

Es posible transmitir a los estudiantes de bachillerato y de universidad una ima-
gen de las matematicas como ciencia que incorpora la observacién, el experimento y
el descubrimiento.

La utilizacion de medios informaticos (calculadoras, ordenadores, etc.) puede
contribuir a mejorar la significatividad del aprendizaje.

Objetivos:

La investigacién se centra en tres aspectos relacionados con la ensefianza y el
aprendizaje de los procesos del pensamiento matematico avanzado que, si bien son
independientes, al mismo tiempo son complementarios y estan teniendo un desarrolio
propio muy fecundo:

i) Los procesos matematicos implicados en el aprendizaje de las matematicas
entre los que destaca el de abstraer, asi como los de analizar, categorizar, conjeturar,
definir, demostrar, formalizar, generalizar y sintetizar que van adquiriendo una progre-
siva importancia en la transicién del pensamiento matematico elemental al pensamiento
matemético avanzado. Entre los procesos mateméticos que tienen una componente
psicoldgica sefialaremos ademas de abstraer, los de representar, conceptualizar, indu-
cir y visualizar.

ii) Los temas de desarrollo cognitivo que provienen de la distincién entre los
conceptos definidos formalmente y los procesos cognitivos que sirven para concebir-
los. Esto nos lleva a distintas teorias como son las relacionadas con: las representa-
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ciones mentales, los esquemas conceptuales, la dualidad proceso-objeto de muchos
conceptos matemdticos, el pensamiento estructural versus el pensamiento operacio-
nal, la nocién de “procepto”, asf como la visualizacion.

jii) Ef comportamiento matematico, dentro del cual se estudian diversos aspec-
tos relacionados con la resolucién de problemas: la influencia de las creencias de tos
alumnos en su capacidad para resolver problemas, las estrategias de resolucién que
los alumnos utilizan cuando se enfrentan a problemas abiertos y a los juegos matemé-
ticos de estrategias y también el papel del monitor interior en [a resolucién de proble-
mas por parte de expertos.

Por otro lado, puesto que esta linea de investigacién se ocupa de ensefianzay
aprendizaje, nos encontramos con dos tipos de objetivos:

-Los que se refieren a investigar fenémenos de ensefianza, cuando los sujetos
estudiados son los profesores, sus creencias y concepciones acerca de los procesos
del pensamiento matematico avanzado y su aprendizaje, su gestién del aula, sus téc-
nicas y herramientas didécticas, el tipo de contrato de relacién, que establecen con los
alumnos, sus ideas y précticas acerca de la evaluacion, ...

- Los que se refieren a fendmenos de aprendizaje, cuando los sujetos estudia-
dos son los estudiantes, lo que nos permite investigar los procesos cognitivos descri-
tos anteriormente.

Metodologia:

El disefio de investigacion que mejor se adapta a los objetivos del presente
proyecto es el de estudios de casos miitiples. Las razones para esta eleccion son fas
siguientes:

- participacién de profesores de diferentes niveles educativos y de distintos centros
- necesidad de tipificar la diversidad tanto de los estudiantes como de los profesores
- importancia de analizar el contexto de (as diferentes instituciones educativas
-carencia de estudios previos ricos en informacién cualitativa

Estas son algunos de los trabajos y lineas de investigacién de los investigado-
res del grupo Didéctica del Analisis de la SEIEM, que constituyen un auténtico “filén”
de investigacion para los préximos afios.
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