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1. Introduccion

Como investigador en Didactica de la Matematica, a lo largo de mi biografia académica, de
manera sostenida y permanente, he publicado algunos trabajos didacticos junto con otros matematicos,
donde destacan ciertos términos: los sustantivos ndmero y numeracion, el verbo numerar, el adjetivo
numérico, asi como otros términos derivados. De ahi que me sintiera complacido por la invitacion
hecha desde la Revista Nimeros para participaren la ediciéon de su Volumen 100 y estimulado a
expresar algunas ideas al efecto.

Formo parte del Grupo de investigacion Didactica de la Matemaética: Pensamiento Numérico
desde comienzos de la década de los 80 del pasado siglo, grupo que surge en la Universidad de
Granada y, desde 1988, se integra institucionalmente en el Plan Andaluz de Investigacion Desarrollo e
Innovacion de la Junta de Andalucia, hace ahora 30 afios.

Ndmeros y el Grupo Didéactica de la Matematica: Pensamiento Numérico han tenido el
privilegio y compartido la responsabilidad de construir la Educacion Matematica en Espafia, han
protagonizado su constitucion y desarrollo en estas Ultimas décadas y han contribuido a su
sostenimiento y progreso mediante sus publicaciones e investigaciones, dando prioridad a los estudios
didacticos sobre contenidos numéricos. Revista y Grupo han incorporado otros temas de trabajo,
distintos a los numéricos, en sus publicaciones e indagaciones, pero es patente que ambas
denominaciones responden a una prioridad conceptual y tematica, que muestran su inclinacion por
trabajos centrados en las estructuras numéricas y algebraicas, procesos infinitos y célculo (Rico, 1997,
pp. 281-289).

Este campo de estudio-Pensamiento numérico- responde a un modo de trabajar y caracterizar
determinadas ramas de la matematica y de su didactica, mediante uso preferente de los conceptos y
estructuras numéricas y su empleo como herramientas formativas y funcionales. Centrarse en los
contenidos numéricos ha caracterizado el enfoque del grupo de investigacion en que he desarrollado
mi trabajo didactico en estos afios, y donde he mantenido una investigacion propia continuada. Mi
produccién estd vinculada a esta linea, desde la cual he participado en diversos proyectos, con
resultados genuinos y acreditados sobre los significados y la comprension de los conceptos numéricos,
la naturaleza de sus contenidos, de su ensefianza, de su aprendizaje y su evaluacion. En estas décadas
el anélisis didactico ha proporcionado el método para encauzar estos trabajos’.

En lo que sigue presento unas breves notas acerca de ideas y aportaciones hechas desde el
marco en que he participado y trabajado activa y singularmente, para cada uno de los conceptos
numeéricos principales que se estudian durante la educacion obligatoria.
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La moderna conceptualizacion del nimero esta basada en la nocién de sistema; hablando con
precisién, me voy a referir a sistemas numéricos no solo a nimeros (Fefermann, 1989).

Utilizo una nocién de significado de un término, concepto o estructura propia y fundada,
apropiada para introducir esas aportaciones y orientar su entendimiento y comprensién.

2. Significado de un concepto matematico escolar

“Entender un concepto matematico es conocer su definicidn, representarlo, mostrar Su
operaciones, relaciones y propiedades y sus modo de uso, interpretacién y aplicacién a la resolucion
de problemas. El profesor necesita un dominio en profundidad sobre los contenidos que se propone
ensefiar, a partir de los cuales planificar y orientar el aprendizaje de los escolares. El contenido
didactico en cada concepto se inicia mediante el analisis y demarcacion de su significado.” (Rico,
2016).

“Nos ocuparemos de problemas semanticos que no pueden ser investigados con medios
empiricos, porque no tratan de elementos féacticos sino, a lo sumo, de ciertas caracteristicas de nuestro
conocimiento sobre tales objetos; (...) nos cefiiremos al concepto semantico de significado, vale decir
el sentido y la referencia de los predicados, las proposiciones y las teorias.” (Bunge, 2008).

“A un signo (nombre, uniéon de palabras, signo escrito), ademas de lo designado, que podria
llamarse la referencia del signo, va unido lo que yo quisiera llamar el sentido del signo, en el cual se
halla contenido el modo de darse. (...) Un nombre propio (palabra, signo, fila de signos o expresion)
expresa su sentido, se refiere a su referencia o la designa. Con un signo expresamos su sentido y
designamos su referencia.” (Frege, 1996).

“Referencia, representacion y sentido son los tres organizadores o categorias semanticas que
empleamos para el estudio e interpretacién del significado de los contenidos matematicos
escolares.”(Rico, 2016).

Comprender un contenido matematico en profundidad implica interpretar sus conceptos y
ejecutar sus procedimientos con significado coherente, "entender algo significa asimilarlo en un
esquema apropiado." (Skemp, 1987).

3. Significado del nimero natural

Un primer sistema numérico formal es el de los naturales, conjunto infinito, inductivo y con
primer elemento, dotado de las operaciones internas de suma y producto, con sus propiedades basicas,
junto con las relaciones de orden y divisibilidad. Entes, relaciones y operaciones, establecen —salvo
isomorfismo- la estructura especifica propia del sistema de los nimeros naturales. Siguiendo a Russell
(1973) “podemos definir los nimeros finitos (naturales) como aquellos que se obtienen a partir de 0 ¢
incrementando 1 en cada paso que, por tanto, obedecen a la induccion matematica. Si n es un nimero
finito, n+1, al que se llama sucesor de n es también finito y distinto de n (...) Esto es, los numeros
finitos son aquellas clases que no son semejantes a las partes de si mismas que se obtienen quitando
términos singulares.” (pp. 491-493).Esta estructura proporciona la referencia para los numeros
naturales, y da respuesta a la cuestion sobre cual clase de entes son tales nimeros.

El estudio de las sociedades primitivas ayuda a nuestra comprension sobre como numeraban
nuestros antecesores y ha facilitado la interpretacion de las marcas numéricas, de sus simbolos y
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reglas, encontrados en yacimientos humanos prehistdricos. Esas marcas se consideran intencionales,
secuenciales y cuidadosamente estructuradas; su evolucion confluye en los actuales sistemas de
numeracion, entre los que el sistema decimal ocupa una posicién central.

En la formacién del concepto de nimero natural también se plantean cuestiones relativas a la
relacion entre esos nimeros y el mundo empirico, junto con su aplicabilidad y modos de uso. Los
naturales estan presentes en la practica social cotidiana. También son relevantes los contextos en que
los nimeros se utilizan con propésito especifico, entendiendo por contexto un marco estructural en
que el numero satisface una determinada funcién como instrumento de conocimiento. Las funciones
usuales de los numeros naturales tienen lugar en los siguientes contextos: contar, cuantificar, medir,
ordenar, operar y simbolizar (Rico, 1995).

El sistema de los nimeros naturales, se nota por N y, formalmente, se fundamenta como
estructura matematica en base al principio de induccion y sus axiomas o, alternativamente, en las
clases finitas y sus operaciones; operaciones y relaciones que se simbolizan y representan mediante
una diversidad de notaciones y sistemas; cada modo de entender, interpretar y emplear los nimeros
finitos se realiza mediante dominio de términos, fendbmenos, contextos y situaciones gque encauzan y
dan sentido a los nimeros naturales, los hacen nociones funcionales. Las combinaciones de esas
categorias: referencias, sistemas de representacion y sentidos, configuran los diversos significados
para el sistema de los nimeros naturales.

4. Significado del nimero entero

El sistema de los nimeros enteros se nota por Z, y comprende los nUmeros positivos y los
negativos. Surge como resultado de simetrizar el conjunto de los nimeros naturales respecto a la
operacion suma, es decir, lo amplia con los elementos simétricos para la adicién, por generalizacion de
la relacion parte-todo donde toda ecuacion aditiva a + X = b, tiene solucién, es decir, todos aquellos
casos en que el sumando, a, es mayor que el resultado, b.

Histéricamente aparece al considerar validas las soluciones obtenidas en la resolucion de
ecuaciones. Al extender la operacion suma y la relacion de orden a los enteros, junto con sus
propiedades asi como la operacion producto, se introduce unanueva estructura -dominio de integridad—
que sintetiza las propiedades formales del nuevo conjunto e incluye los naturales como subconjunto
propio, del cual es ampliacion.

La riqueza de significados de los nuevos nimeros se muestra en la contraposicion de los
ndmeros enteros y los nimeros relativos, o naturales con signo. Cinco son las diferencias entre ambos
conjuntos, sistematizadas y estudiadas por Gonzélez-Mari (1997) y Maz (2005):

Primera: orden total (enteros) vs. orden parcial o doble natural e inversion en los negativos
Segunda: sin primer elemento (enteros) vs. con primer elemento (natural relativo)

Tercera: continuidad de medida(enteros) / discontinuidad de medida al cruzar el O (relativos)
Cuarta: cero Unico (enteros)vs. cero doble (relativos)

Quinta: composicion aditiva vs. adicion natural y anulacion/ compensacion.

Las nociones de cantidad y de nimero expresan los conceptos basicos en la construccion de
estos nuevos nimeros. Entre ellas destacan: cantidad como expresién de una cualidad; signos como
relaciones; signos como operaciones; signos como oposicion logica. Estos son, entre otros, algunos
sentidos con que se trabajan los nimeros con signo, no siempre coincidentes con el sentido de nimero
entero. Dotar de sentido matematico la nocién intuitiva de cantidad negativa, abstraer esa nocién hasta
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vincularla con soluciones de ecuaciones algebraicas y dotar de interpretacion formal al conjunto de
entes y operaciones resultantes, es el significado logrado para estos nuevos himeros.

Los fendmenos que los enteros trabajan corresponden a tres tipos de situaciones:

e Fendmenos fisicos (desplazamientos, deformaciones, fuerza, temperatura y capacidad).

e Fendmenos contables (contabilidad, ganancias y pérdidas), y

e Fendmenos matematicos (naturales relativos, comparaciones ordinales, operaciones
aritméticas, operaciones algebraicas, secuencias numéricas, y desplazamientos en el plano
cartesiano).

Tres vias principales se consideran para construir el conjunto Z de los enteros: la via aritmética
inductiva, la via algebraica y la via formal. La complejidad conceptual de la construccion formal se
muestra en lo tardio de su aparicion; solo recientemente dicho concepto se formula y se justifica en
términos del mantenimiento de las leyes formales y sus propiedades mediante el principio de
permanencia de Hankel, enunciado y empleado desde 1867. Este conjunto esta totalmente ordenado y
es inductivo: todo término tiene un siguiente.

Los signos +y —, que preceden a las notaciones de los naturales representan el caracter positivo
0 negativo del nimero en cuestién. Los puntos equidistantes en la recta numérica, construidos a partir
del punto 0 y de un segmento unidad, completan los dos modos convencionales comunes que expresan
dichos numeros. Las representaciones usuales de los enteros son sencillas, intuitivas vy
complementarias

5. Significado del nimero racional

El sistema de los nimeros racionales, que se representa por @, se basa en las fracciones y/o en
las expresiones finitas de los nimeros decimales, cuenta con las operaciones suma y producto y una
relacién de orden arquimediana y compatible con las operaciones. Surge como resultado de simetrizar
el conjunto de los numeros enteros para la operacion producto, es decir, de ampliarlo con los
elementos simétricos para la multiplicacion, por generalizacion de la relacion parte-todo
multiplicativa, cuando se incluyen los casos en que la unidad es mayor que el todo. Histdricamente las
fracciones aparecen en una relacion parte-todo multiplicativa, como concepto que expresa la relacion
entre una parte y el todo del que procede; esta relacion dota de sentido numérico las soluciones
obtenidas en las ecuaciones multiplicativas. Al extender la operacion producto mediante la inclusion
de inversos para los nimeros enteros (excepto 0), toda ecuacion multiplicativa aex = b, con a #0, tiene
solucion.

Algebraicamente la construccion de los racionales se hace mediante extension por simetrizacion
multiplicativa del conjunto Z. La nueva estructura que se presenta —cuerpo conmutativo y
arquimediano— sintetiza las propiedades formales del nuevo conjunto, el cual incluye como
subconjuntos propios a los naturales y los enteros, de los cuales es extension.

En este conjunto quedan definidas las leyes internas resta (suma del simétrico) y division
(producto por el inverso). El conjunto esta totalmente ordenado; es numerable; sin primer ni Gltimo
elemento; es denso ya que entre dos racionales siempre hay un tercero, de donde cada elemento carece
de siguiente. Este conjunto no es completo, no toda sucesion de racionales de Cauchy tiene limite
racional, lo cual incluye el problema de la inconmensurabilidad.
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Los conceptos de razon, operador, cociente, reparto y medida son sentidos propios del nimero
racional, basados todos ellos en la relacion parte-todo multiplicativa de la nocién de fraccion, en la
base de los numeros racionales (Castro-Rodriguez, 2015).

Los sistemas usuales para representar racionales emplean graficos discretos o continuos con
objetos divididos o repartidos en partes iguales; representaciones simbdlicas algebraicas, fraccionarias
0 de divisiones indicadas; notaciones decimales exactas o periédicas; operadores multiplicativos;
transformaciones lineales; medidas de cantidades para distintas magnitudes; relaciones de
proporcionalidad entre cantidades, tabulares o graficas de semejanza entre figuras o entre distintas
dimensiones de una misma figura; aproximaciones sucesivas mediante un algoritmo; o puntos de la
recta numérica, entre otros.

6. Significado del nimero real

La estructura numérica mas avanzada en el curriculo de Secundaria es la de los nimeros reales;
con mayor precision, la de los numeros irracionales. Encontramos los irracionales al comienzo de la
historia de la matemaética, en el problema revelado y estudiado por los pitagéricos acerca de la
inconmensurabilidad entre la diagonal y el lado de un cuadrado. Los trabajos de Dedekind, Cantor y
Weierstrass formalizan los reales, por tanto los irracionales, en el siglo X1X, progresando desde el
algebra hacia el analisis (Romero, 1997; Rico, 2106).

La estructura del conjunto de los reales, R, es la de cuerpo arquimediano, ordenado, no
numerable y completo. Conceptos clave gue intervienen son los de cortadura y sus tipos; igualdad de
nimeros mediante cortaduras; principio de monotonia para las operaciones; axioma de Cantor:
identificacion entre los nimeros reales y los puntos de la recta; exactitud formal de una medida y
aproximacién en la practica; concepto de irracional, parte del marco formal; nimeros trascendentes;
aproximacién racional de un irracional (Klein, 2006).

Los sistemas de representacion empleados para los reales son simbdlicos o graficos. Los
simbolicos utilizan en general el sistema decimal mediante expresiones decimales infinitas o
vinculadas con algoritmos, algebraicos o analiticos, que generan los cifras de los diferentes érdenes de
magnitud en cada nimero, o emplean simbolos singulares propios: &, ®@, e. Entre los sistemas graficos
destacan las relaciones de cantidades inconmensurables que identifican los irracionales cuadraticos, o
bien la relacion entre la longitud de una circunferencia y su diametro que identifica el nmero =. La
recta real es la representacion grafica por excelencia, donde cada numero real viene dado por un punto
y reciprocamente, sea éste 0 no construible.

La discusién de los términos, contextos, fendmenos y situaciones que establecen los sentidos
destacados para los nimeros reales subrayan, invariablemente, el problema de la inconmensurabilidad
de cantidades que se presentd inicialmente en geometria y que impulsé a partir del siglo XIX el
desarrollo del andlisis y del algebra.
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