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Resumen

En el presente trabajo presentamos una propuesta de contenidos y actividades para una
Unidad Didéactica sobre las operaciones con matrices, que estan incluidas en el bloque de
Algebra Lineal dentro de las asignaturas de Matemaéticas tanto del Bachillerato como del
primer curso de cualquier carrera cientifica o técnica. Debe tenerse en cuenta que las
actividades propuestas en el presente documento estan pensadas para ser trabajadas con
calculadora gréfica por parte de nuestros alumnos y nuestras alumnas.

Abstract

This paper shows a proposal of contents and activities for a Teaching Unit about basic matrix
operations. This unit would be included in the Linear Algebra curriculum in both High School
and the first year in University (especially in any scientific or technical Bachelor’'s degree). We
must take into consideration that these activities are planned to be worked with a graphic
calculator by our students.

Introduccidn

Con la aprobacion del Decreto 1125/2003, el computo de los créditos ECTS
comienza a realizarse teniendo en cuenta el trabajo de nuestros alumnos y alumnas
tanto de forma presencial en clase como de forma autbnoma en su casa o en la sala
de estudio. Esto conlleva un cambio en la practica docente universitaria en Espafa,
de tal modo que tenemos que hacer a nuestros alumnos y alumnas los protagonistas
activos de su propio aprendizaje. En consecuencia, el profesorado ha de
replantearse contenidos, metodologia y sistemas de evaluacién para que cada
actividad realizada por nuestros alumnos y alumnas quede reflejada en su
calificacion final (Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte, 2003).

Ante esta nueva situacion, el profesorado debe reflexionar detenidamente
sobre: cuales seran las competencias a fomentar en los alumnos, qué contenidos se
consideran basicos, como se estructuraran a lo largo del curso en sesiones teoricas
y practicas y, por ultimo, cuales seran los criterios de evaluacion que se aplicaran.
Para recoger toda esta informacion organizativa y ponerla a disposicion del alumno,
se realiza una detallada guia docente de cada asignatura. Debe tenerse en cuenta
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que para el aflo 2010 deben estar puestos en marcha los nuevos grados
universitarios en el marco del Espacio Europeo de Educacion Superior (Ministerio de
Educacién, Cultura y Deporte, 2003). En estos nuevos grados, debe plantearse el
trabajar por competencias a nuestros alumnos y alumnas, priorizando estos en
ocasiones sobre los propios contenidos. A este respecto, como profesor en las
asignaturas de Matematicas (llamadas “Fundamentos Mateméaticos de la
Informatica” |1 y II) en la Ingenieria Técnica en Informética de Gestion de la
Universidad Pablo de Olavide, se nos plante6 a todo el equipo docente de las
asignaturas la posibilidad de planificar los contenidos de dichas asignaturas desde
un punto de vista practico, restandole importancia a la parte tedrica de la materia. De
este modo, tomamos la decision en ambas asignaturas de priorizar la evaluacion de
la parte practica y permitir el uso del software informatico en la Universidad para que
el alumnado tratase los problemas planteados por el profesorado y de este modo ver
las competencias de nuestros alumnos y alumnas sin tener en cuenta posibles
errores de calculo que pudieran acontecer (Bermudo y Tenorio, 2007a y 2007b).

De este modo, las asignaturas estan estructuradas para que alumnos y
alumnas aprendan tanto un tratamiento clasico de los problemas como uno
computacional. De hecho, algunos contenidos se tratan principalmente de manera
computacional debido a la dificultad o complejidad de los célculos que conllevan y
gue no son necesarios para la adquisicion correcta de los contenidos ni para el
desarrollo cognitivo y de abstraccion que se persiguen con tales ejercicios.

En este sentido, para examinar a nuestros y nuestras estudiantes, preparamos
un examen practico en el que mas de la mitad de la puntuacion corresponde a la
resolucion de problemas realizados con software informatico (mas concretamente,
con el paquete Mathematica). El preparar tal examen ha conllevado un cambio en la
concepcion de las preguntas para el examen, ya que deben ser preguntas cuya
complejidad o dificultad no radique en los calculos sino en la aplicacion de los
diversos razonamientos y procedimientos explicados en la asignatura.

Esta filosofia es trasladable a cualquier nivel educativo y no solo aplicable a la
Universidad. Una clara exposicion de este enfoque metodologico puede encontrarse
en el articulo de Montero (2006). Pero el uso de esta filosofia no debe conllevar el
realizar el estudio Unica y exclusivamente desde el punto de vista computacional,
sino que debe seguirse con el tratamiento tradicional de los problemas. Las
herramientas computacionales deben ser consideradas como un apoyo a las
técnicas tradicionales que nos permiten realizar todas las operaciones con mayor
facilidad y velocidad. Este pensamiento es el que se recoge en Cedillo (1998) y en
del Puerto y Minnaud (2002) en los que se enfatiza el uso de la calculadora como
recurso didactico.

Siguiendo esta maxima, presentamos una propuesta de actividades basadas
en el uso de la calculadora grafica para el tratamiento por parte de nuestros alumnos
y nuestras alumnas de las operaciones elementales con matrices, para lo que
seguiremos a Fedriani et al. (2007). Tales actividades buscan, por un lado, mostrar
estos conceptos al alumnado y, por otro, permitirle su asimilacion y aprendizaje
autonomo. Es decir, hacerles competentes en el uso y manejo de tales operaciones.
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1. Ubicacién académica de las actividades

La propuesta de actividades que aqui presentamos corresponde al bloque de
Algebra Lineal y, mas concretamente, se centra en las operaciones elementales con
matrices. Dichas actividades pueden trabajarse tanto en el nivel de 2° de
Bachillerato' como en las asignaturas de Matematicas de primer curso de las
distintas titulaciones universitarias de corte técnico o cientifico que contienen el
bloque de Teoria de Matrices.

Debe tenerse en cuenta que el uso de software informatico o de calculadoras
graficas es un importante apoyo para la docencia de las Matematicas (Bracho,
2007), ya que permiten a nuestro alumnado comprobar si lo que estan haciendo es
correcto y centrarse mas en los procedimientos y razonamientos formales que en los
calculos propiamente dichos.

2. Objetivos de las actividades

Nuestra propuesta de actividades tiene como objetivo principal el adquirir las
competencias relativas a las operaciones elementales con matrices. Siendo mas
concretos, pasamos a detallar las que creemos primordiales:

e Saber sumar y restar matrices, siendo consciente de cuando pueden
realizarse ambas operaciones.

e Saber multiplicar un niamero real por una matriz.

e Saber multiplicar dos matrices, siendo consciente de cuando puede
realizarse esta operacion.

e Conocer las principales propiedades de las operaciones anteriormente
indicadas.

e Aprender a calcular el determinante de una matriz cuadrada dada.

e Ser capaz de calcular la matriz inversa de una matriz cuadrada,
pudiendo determinar previamente si dicha matriz tiene inversa o no.

3. Contenidos trabajados en las actividades. Propuesta de
presentacion y exposicidén de los contenidos al alumnado

Seguidamente, presentamos los contenidos tedricos que nuestros alumnos y
nuestras alumnas deben conocer previamente para trabajar las actividades que
posteriormente seran indicadas. En la presente secciébn no solo exponemos los
contenidos tratados, sino que damos una propuesta metodolégica de como ir
introduciendo y trabajando dichos conceptos de manera practica y basandonos

L En el sistema educativo espafiol, el curso 2° de Bachillerato (correspondiente a alumnos y alumnas de entre 17
y 18 afios) es el previo a la entrada a la Universidad, que requiere una prueba de acceso a nivel de
Comunidades Autondmicas tras la finalizacion del citado curso.
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siempre en la realizacion de ejemplos en clase tanto, en primera instancia, por parte
del docente como, posteriormente, por los propios alumnos y alumnas.

Debe tenerse en cuenta que para la realizacion de todo este material hemos
hecho uso de la ClassPAD 300, pudiendo verse varias aplicaciones mas en otros
bloques de contenidos en Carrillo (2007).

3.1. Suma de matrices

Definicion: La matriz suma de dos matrices Ay Be M, (%) es:
A+B=(a;+b;)e men(m)’

Obsérvese que, para calcular la suma de dos matrices del mismo orden, lo que
hacemos es sumarlas término a término. Veamoslo con un ejemplo, comprobando
posteriormente el resultado con la calculadora:

1 -2 o+ 2 -4 4) (142 -2-4 0+4) ( 3 -6 4
5 1 -4) (=7 1 1) {5-7 1+1 —4+1) (=2 2 -3

Ahora mandamos a realizar a nuestros alumnos y alumnas los siguientes
ejemplos, pidiendo que vayan comprobando sus resultados con los devueltos por
sus calculadoras. De este modo, pueden ir viendo si han realizado correctamente los
calculos o si, por el contrario, no los han llevado a cabo de manera adecuada.
Previamente a la realizacion de los calculos, deberiamos de indicarles que deben
avisarnos si ocurre algo “raro” cuando intenten hacer las sumas:

5 4
4 -3 1) (-7 2 - -3 1 1
(@) + (b) +|2 -6
0 21 52 6 7 -4 -
7 1
-3 15 4 -5 1 £ 4 2 -1
c|-5 -2 7|+|-9 1 O (d)[ . }L -5 3
2 6 6 1 0 -5 1 8

Con esta actividad, ademas de reforzar en nuestros alumnos y alumnas el
algoritmo de la operacion suma de matrices, les hacemos descubrir por si mismos
gue dos matrices solo pueden sumarse si ambas tienen el mismo orden. En caso de
gue las matrices que quieran sumar sean de érdenes distintos, la suma no estara
definida y la calculadora les dara un error. Esto ocurre con las sumas (b) y (d).

En caso de ser necesario, podriamos considerar algunas sumas de matrices
adicionales a realizar en el aula para asimilar completamente esta operacion.

.
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3.2. Resta de matrices

Definicion: La matriz resta de dos matrices Ay BeM, . (R) es:
A-B=(g; —by)e men(iR)

Al igual que ocurria con la suma de matrices, la operacién resta entre dos
matrices del mismo orden consiste en restarlas término a término. Consideramos el
siguiente ejemplo, que comprobamos después con la calculadora:

1 -2 0) (2 -4 4)( 1-2 -2-(-4) 0-4) (-1 2 -4
[5 1 —4]_(—7 1 1}(5—(—7) 1-1 —4—1j_(12 0 —5J

Para esta operacion, también debemos darles a nuestros alumnos y alumnas
una serie de ejemplos para que practiquen esta operacién (en nuestro caso, los
ejemplos estan basados en los usados para la suma de matrices). Es conveniente
recordarles que deben usar la calculadora para comprobar los resultados que
obtienen. A continuacién, deberiamos preguntarles si, con la resta de dos matrices
de orden distinto, se les ha presentado el mismo problema que aparecia al sumar
matrices de distinto orden:

5 4
4 -3 1 (-7 2 -1 -3 1 1
1S A N (S L
0 21 52 6 7 -4 -
7 1
-3 15 (4 -5 1 e oo [ 21
©|-5 -2 7[-]-9 1 0 (d)[7 j——s 3
2 6 6 1 0 -5 1 8

Hemos de hacerles ver que, de manera anéloga a lo que ocurre con la suma 'y
la resta de numeros reales, restarle la matriz B a la matriz A consiste en sumarle la
matriz B, con todos sus términos cambiados de signo, a la matriz A. Tras ese
comentario, debemos pedirles a nuestros alumnos y alumnas que comprueben este
hecho usando los ejemplos anteriores y con la ayuda de la calculadora.

Al igual que hicimos con la suma, podriamos considerar restas adicionales de

matrices a realizar en el aula por nuestros alumnos y alumnas, si fuese necesario.
Con ello se buscaria completar la asimilacion del concepto por su parte.

3.3. Propiedades de la suma de matrices
A continuacion, pasariamos a tratar con nuestro alumnado las principales

propiedades de la suma de matrices. Para ello, consideraremos cada propiedad
acompanada de varios ejemplos que, con la ayuda de la calculadora, nuestros

.
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alumnos y alumnas iran realizando para detectar tales propiedades. De este modo,
buscamos la asimilacion de dichas propiedades, no mediante un procedimiento
tedrico, sino mediante un procedimiento practico con el que podran ver en varios
ejemplos que se cumplen tales propiedades:

1. Propiedad conmutativa: A+B=B+A vABeM__ (R).

Consideramos pares de matrices y pedimos a nuestros alumnos y alumnas
que realicen la suma en los dos sentidos posibles. Por ejemplo, podemos
darles las matrices:

3 -1 7 1
A=|-4 2 y B=|0 -3
1 -6 2 9

y pedirles que calculen A+B y B+A. Una vez hecho esto, deberan
comprobar que el resultado obtenido es el mismo. Para terminar de trabajar
con esta propiedad, les pediriamos a nuestros alumnos y alumnas que
escriban dos matrices del mismo orden y las sumen de las dos formas,
comprobando que ambas operaciones dan el mismo resultado.
Posteriormente, se les pediria a algunos de los alumnos y alumnas que
expusiesen sus ejemplos delante de sus compafieros.

2. Propiedad asociativa: A+(B+C)=(A+B)+C, VA,B,C e M . (R).

Podemos proceder con una metodologia analoga a la empleada para la
propiedad conmutativa.

3. Elemento neutro para la suma de matrices de orden mxn: la matriz nula
®,.,, con todos sus términos iguales a 0.

Una primera aproximacion a esta propiedad podemos llevarla a cabo viendo
que la matriz ®,,, no modifica a una matriz dada cuando se le suma a
derecha y/o a izquierda. De hecho, podemos fomentar la participacion de
nuestros alumnos y alumnas pidiéndoles ejemplos de matrices y viendo que
la propiedad siempre se cumple. Una vez hecho esto, podriamos probar la
propiedad considerando una matriz de orden mxn arbitraria y la matriz
0,.,de ese orden (esto seria sumamente conveniente hacerlo en la docencia
universitaria). De este modo, trabajaremos la capacidad abstraccion vy
formalizacién de nuestros alumnos y alumnas.

También podiamos razonar de manera general la propiedad que nos permite
afirmar que la matriz ®_ . es la Unica matriz de orden mxn verificando:

mxn

.
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0,.,+A=A+0O_ =A, VAcM,_ (R).

En esta ocasion, podriamos usar la calculadora para que los alumnos y
alumnas intentasen hallar otra matriz, distinta a la nula, que verificase dicha
propiedad y llegasen a la conclusion de que ello no es posible. Una vez hecho
esto, podriamos proceder realizando un razonamiento general que justifique
la unicidad de la matriz nula. Nuevamente estariamos trabajando la
abstraccion y formalizacion con nuestros alumnos y alumnas.

4. Elemento opuesto para la suma de matrices de orden mxn: esta propiedad
ya ha sido trabajada por los alumnos y las alumnas implicitamente al
considerar la operacion resta de matrices.

En cualquier caso, debiéramos insistir en esta propiedad, aunque sea solo
para dar nombre a la misma y enfatizar el hecho de que restar una matriz
equivale a sumarle su opuesto. Podria hacerse algin ejemplo mas con la
calculadora, buscando que sean los propios alumnos y alumnas quienes
determinen que el resultado es el mismo. No obstante, no debemos
detenernos en exceso en este concepto, ya trabajado previamente.

3.4. Producto de una matriz por un escalar

Definicion: El producto por el escalar ke® de la matriz AeM__ (R) es la
siguiente matriz:

k-A=(k-a,)eM,,(R).

Con lo que nos deberiamos centrar en que nuestros alumnos y alumnas tomen
conciencia de que esta operacién consiste en multiplicar todos los términos de la
matriz A por el nimero real (escalar) k que se les indique.

Para que ellos y ellas vean como funciona esta operacion, podriamos trabajar
con algunos ejemplos concretos, como el que indicamos a continuacion:

o(-2 6 1)_(3(-2 36 31) (-6 18 3
( 4 -1 5}‘[ 34 3(-) 3-5}‘[12 -3 15}'

Tras dicho ejemplo, les podriamos pedir que multiplicasen la matriz de nuestro
ejemplo por otros numeros reales. Seria conveniente que ellos propusiesen nimeros
por los que multiplicar, pero teniendo en cuenta que en esa coleccién de niameros
tuviésemos numeros positivos, negativos, racionales e irracionales. De este modo,
podran ver el comportamiento con cada uno de ellos. Una posible serie de nimeros

reales podria ser la siguiente: -2, 5, -7, 1, g —g, V2 ... Notese gue es de sumo
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interés que el 1 esté en la lista dada, ya que nos permitir4 preparar el camino a la
cuarta propiedad que se vera para esta operacion en la siguiente seccion.

Obviamente, todos estos célculos pueden y deberian hacerse asistidos por la
calculadora para comprobar y corregir los errores que se comentan al operar con
nameros reales.

Pese a que el producto no es una operacion dificil de entender y aplicar por
parte de nuestros alumnos y alumnas, pudiera darse el caso en que fuese necesaria
alguna tarea adicional. Bastaria considerar otra matriz distinta a la dada en nuestro
ejemplo y realizar las multiplicaciones por los nimeros reales que se indicaron y
otros para que al alumno o alumna termine de asimilar el procedimiento.

3.5. Propiedades del producto por un escalar

Al igual que se hizo con la operacién suma, se explicaran las principales
propiedades de la operacion producto por un escalar. Algunas de estas propiedades
relacionardn esta operacion con la operacion suma de matrices.

1. Propiedad distributiva (respecto suma de escalares):

(r+s)A=r-A+sA, VAeM__ (R), VrseR.

Para explicar esta propiedad, podemos utilizar un ejemplo dado por nosotros
mismos o por alguno de nuestros alumnos y alumnas (bastaria con pedir dos
ndameros y una matriz):

-3 1 3 -3 1 3 (-21 7 21

B+4){ 1 -2 -5|=7/ 1 -2 -5|=| 7 -14 -35

1 1 0 1 1 0 7 7 0
-3 1 3y (-3 1 3 (-9 3 9\ (-12 4 12\ (-21 7 21
3] 1 -2 -5[+4| 1 -2 -5|=| 3 -6 -15|+| 4 -8 -20|=| 7 -14 -35
1 1 0 1 1 0 3 3 0 4 4 0 7 7 0

Tras hacer este ejemplo (los célculos podrian hacerse con la calculadora), les
pediriamos a los alumnos y alumnas que comprueben esta propiedad para los
pares de numeros y matrices que se le indiquen. Para no ralentizar el ritmo de
trabajo, seria conveniente no mandar mas de 3 ejemplos adicionales.
2. Propiedad distributiva (respecto suma de matrices):
r-(A+B)=r-A+rB, VABeM__(R), vreR

Procederiamos de manera anéloga a lo hecho con la propiedad anterior, ya
que dicha metodologia es muy Uutil para esta propiedad por su completa
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analogia. Los alumnos y alumnas podran ver como funciona esta propiedad
con ejemplos que ellos y ellas realicen autbnomamente con ayuda de sus
calculadoras.

Propiedad pseudoasociativa:
(rs)A=r(s-A), VAeM_ (R), Vr,seR.

Nuevamente daremos una explicacion basada en el uso de ejemplos
numericos concretos, cuyos calculos realizaremos con la ayuda de la
calculadora. Asi podran comprobar que el resultado obtenido de ambas
formas es realmente el mismo. En esta ocasion, no procede poner ejemplos
previos por nuestra parte, sino que seran nuestros alumnos y alumnas
quienes pensaran dos ejemplos y realizaran los calculos. El profesorado ira
por las bancas viendo el desarrollo de ellos y ellas, comprobando si los
ejemplos que consideran se adecuan a la propiedad y si realizan
correctamente la actividad.

LA=A, VAeM . (R).

Esta propiedad es de gran simplicidad y no suele causar problemas. Ademas,
ya habremos trabajado implicitamente esta propiedad en la seccion anterior,
por lo que solo estariamos terminando de asentar este contenido y dandole
un cierta relevancia.

3.6. Producto de dos matrices

Definicion: Dadas dos matrices Ae M, (R) y Be M, (R), la matriz producto
AB eslamatriz CeM, (R) definida como:

i =2 anby, Vi=Ll..m, Vj=1.,r.
h=1

Por tanto, tendriamos que indicar a nuestros alumnos y alumnas que la forma
de proceder seria la siguiente: el término c,, de la matriz resultante C se obtendra
multiplicando la fila 1 de la matriz A por la columna 1 de la matriz B ; el término c,,,

multiplicando la fila 1 de A por la columna 2 de B y asi sucesivamente. Tras esta
explicacion pasariamos a indicarles un ejemplo como el que sigue:

1
3
1

“2) g gy (VEDF(DO 13+(2)*2 10+(21) (-1 -1 -2
1-[ 0 > J: 3(-1)+1:0  33+12 30+11 [=[-3 11 1|.
0 1(-1)+00  13+02  1.0+01) (-1 3 0
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El resultado del ejemplo debe comprobarse también con la calculadora, tras lo
gue pasariamos a una actividad en clase: calcular algunos productos de matrices.
Para esta actividad seria conveniente que los productos correspondiesen a matrices
de orden bajo (2x2,2x3 6 3x2), con el fin de que alumnos y alumnas practiquen el
calculo directo, pero sin tener que ser una cantidad excesiva y puedan ver diversas
situaciones y no solo un unico producto de matrices. Ademas, podemos permitirles
(y recomendarles) que hagan los productos con la calculadora para ver si se han
equivocado y dénde ha ocurrido.

Seria interesante mandar posteriormente algunos productos con matrices de
orden mas elevado (3x3, 4x4, 4x3 6 3x4), para los que directamente haran uso
de la calculadora, obviando el calculo manual.

Tras esta actividad para asentar el manejo de la operacidn, pasariamos a
trabajar la no conmutatividad del producto; propiedad que suele resultarles bastante
extrafia, ya que es la primera vez que se enfrentan a una operacion no conmutativa.

La mejor manera de hacerles llegar por ellos y ellas mismas a la conclusiéon de
que el producto no es conmutativo es trabajar los ejemplos realizados en la
actividad anterior y realizar el producto en el sentido contrario para cada ejemplo. En
unos casos, el producto no podran realizarlo mientras que en otros lo podran realizar
pero dandoles un resultado distinto.

Es de suma importancia asentar en el pensamiento de nuestros alumnos y
alumnas la posibilidad de que exista el producto A-B pero no el producto B-A; es
mas, que, incluso existiendo ambos productos, estos podrian ser distintos. Debemos
enfatizar ese hecho y erradicar cualquier concepcion posible a que el producto de
dos matrices no depende del orden en que se multipliquen.

Como es natural al tener en cuenta la filosofia del presente articulo, todos los
calculos realizados en la actividad sobre la no conmutatividad del producto de
matrices se harian con la ayuda de una calculadora grafica. En esta actividad,
nuestro interés no esta en la algoritmica del producto, sino en comparar los
resultados de los productos AB y B-A.

Una vez que los alumnos y alumnas hayan reflexionado sobre lo que pasa con
esas matrices, realizariamos una puesta en comun con toda la clase. De este modo,
se abrira el debate y seran ellos y ellas mismas quienes lleguen a la conclusion de
que el orden de los factores si altera el producto de dos matrices.

4. Actividades a realizar con el alumnado haciendo uso de
calculadoras graficas

A la hora de poner actividades para los conceptos anteriormente expuestos,

hemos de hacer énfasis en el uso que alumnos y alumnas hacen de la calculadora
grafica para el tratamiento de los mismos.

.
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De este modo, no podemos reducirnos al mero célculo de operaciones (que las
calculadoras gréaficas hacen automaticamente), sino que hemos de preguntar de
modo que podamos saber como alumnos y alumnas obtienen dichos resultados.

4.1. Ejemplo de e-activity

En este sentido, nos puede ser de utilidad el emplear e-activities realizadas con
calculadoras graficas con las que alumnos y alumnas puedan trabajar los conceptos
indicados en este trabajo, tomando como punto de partida la filosofia de centrarnos
en las competencias de nuestro alumnado en vez de en el calculo algoritmico (véase
Fukaya y Whitfield, 2007).

A continuacién, expondremos un ejemplo de e-activity que trabaja las
operaciones matriciales anteriormente indicadas, amén de afadir las operaciones
determinante e inversa de una matriz. Aunque estas dos operaciones no han sido
tratadas de manera tedrica en los contenidos desarrollados, creemos que es
interesante que alumnos y alumnas puedan profundizar en otros conceptos de
manera autbnoma, incluso aunque el profesorado vaya a trabajarlas personalmente
mas tarde. De este modo, podemos introducir ambas operaciones previamente para
gque vayan conociéndolas. En consecuencia, la e-activity no se limitaria
exclusivamente a asentar lo ya visto, sino que los alumnos y alumnas podrian
profundizar en los contenidos mediante estas dos operaciones nuevas.

En la e-activity mostrada en la presente seccion, enfocamos nuestro interés no
en la algoritmica del célculo para las operaciones determinante e inversa de una
matriz, sino como calcularlo con la calculadora y cdmo pueden aplicarlo.

En primer lugar, procedemos a recordarles como se realizaban las operaciones
elementales que seran motivo de la e-activity (suma de matrices, producto por un
escalar y producto de matrices) y que previamente se han explicado en clase.
Ademéas, hemos optado por recordar la definicion mediante un ejemplo de célculo.

7 _Arch Edit Ins Accisn i

B [zifte] & (AT :

Operaciones con matrices et
|Hutor |

Suma de matrices:

Para caleular la suma de dos matrices del mismo ordens se suma término a término:

1 -28 2 -4 4

+ =

|5 1 ikl Banda de
1+2 —2-4 B+d | 7

|5-7 1+1 —4+1 calculos.
z -6 4

-2 2 -3

|Suma de matrices

Producto de una matriz por un namero:
Fara multiplicar un ndmero real por una matrizs multiplicamos dicho ndmero por cada
término de la matriz:

-5 13
?X[—1 4 —2]_
[—35 7ozt }
-7 28 -14
|E——, L

Alge Estandar Real Rad
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Ademas de recordar como hacer cada operacion, introducimos una banda de
calculo para que nuestros alumnos y alumnas recuerden como se realizaba como se
realizaria la correspondiente operacion con la calculadora.

L\V Edit Accidén Interactivo Eﬂ
] O ] P |
T

Suma de matrices:
Pars calcular la suma de dos matrices del mismo ordens =& suma término a término:

1-z8 72 -+ 4]
51 -4]|-71 1

[1+2 -2-4 B+4 ]= .

57 141  —4+1

[3 o } EJempIo de
22 -3 calculo con
|Suma de matrices Ca|CU|adOI’a
1-z@ | [z -44

[5 1 —4:|+[—7 1 1:|

N

Flgeb Estandar Resl Rad an |

Pero no solo podemos incluir ejemplos de calculos con calculadora, sino
también comentarios para llamar la atencién de nuestros alumnos y alumnas y dar
mayor intensidad a una idea. Por ejemplo, a la hora de recordarles el producto de
matrices, podemos incluir una banda de comentario con una nota llamativa y curiosa
que les haga prestar especial atencion:

¢ Arch Edit In=s Accisn #]
B e[ & [A]rAv]

Producto de

dos matrices:

Consideremos una matriz A de orden mxXn por otra B de orden nXr. FPara nultiplicar AXB,
g2 procede como sigue: el término (1,12 =2 abtiene multiplicando la fila 1 de A por la
columna 1 de B; el término (1,2} se obtiene multiplicando la fila 1 por la columna 2w
asi sucesivamente:

1 -2

a1 (o' 30k
18

e

(—134(=20e@ 1+340-20+2 1.@+E-20-1
Tei-13+1.8 33412 3@+l S
1e(=1)+@:8 1-3+0.2 1e@+E1 Banda de
-1 -1 -2
[—3 11 1 ] comentario
-13 8

|Pr0duc.to de 2 matrices | /
[icJot ?4'

Determinante de

una matriz

Fara calcular el determinante de una matriz, dicha matriz ha de ser cuadrada <es decir,
= III' =3 i) =3 faus = [u [ o mnog = | i w [ dete IIl-l o Jo N3 Mg i

Alge Estandar Real Rad ]

En nuestro caso, el comentario hace referencia a la no conmutatividad del
producto de matrices. Como ya dijimos antes, este es un hecho que suele
olvidarseles a nuestros alumnos y alumnas. Por tanto, hemos creido conveniente
incluir la siguiente nota recordatoria:

.
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N Edit

B =8

[t 7 =

[1e¢-1340=208 1.3+4C-23-2 1.B+(-23.1
3e(-13+1.8 3:3+1-2 3@+l 1 ]:
L1-¢-1r+8-8 1eGHE-2 1e @+ 1

-1 -1 -2

-3 11 1 }

-1 2 8

|Producto de 2 matrices

I
[icrtent

[5i A == de orden 2%2 v B de orden 24, ruedes realizar =] producto AWE y obterer Una Recordatorlo,
matriz de orden 2#4; pero no puedes calcular B¥A wa que el ndmero de columnas de B no
es igual que el ndmero de filas de A.

Como esta e-activity esta planteada para ser también una ampliacion y
profundizacién de los contenidos trabajados en clase, se introducen las operaciones
determinante e inversa de una matriz. Sin embargo, no hemos definido los
correspondientes algoritmos de calculo, sino que solo mostramos como calcularlas
con la ayuda de su calculadora y como aplicarlas correctamente.

¥ _Arch Edit Ins Accisn 3

B [zd[e] B [A]AA

Determinante de
una matriz

Fara calcular el determinante de una matrizs dicha matriz ha de ser cuadrada (es decits
el namero de filas es igual al de columnas). El célculo del determinants de una matriz
A (gue =e denota por |A]} nos reduciremos a hacerlo con la calculadora:

|Fllgunos determinantes ‘

Caclulo de la inversa de una matriz regular!
Hermos visto en el apartado anterior que existen matri
distinto de @ v otras con determinante igual a 8. Las pri
regulares, mientras que a las segundas se las denomina sin

cuadradas con determinante
&= =e denominan matrices

Se denomina matriz inver=a de una matriz cuadrada A de orden n a a matriz cuadrada
E del mismo orden tal que:
RAxE=B=A=Id,

siendo Id la matriz cuadrada de orden n tal que todos los términos son nulosy
Ciyi» que walen 1.

bare 1o matris [;1 2 ;3} Banda de calculos en la que se
bodemos considerar s siguents. matriz: calculan un determinante positivo,
A uno nulo y otro negativo.

¥ Arch Edit Ins Accisn =]

B [Fali] B [AZ[re] Bl

poercs wlnsiaﬁir LT —— Banda de célculos en la que se
3 e realizan los dos productos que
3088 permiten afirmar que una matriz
Ests:a nsﬂatrizses inversa de la primera. Comprobémoslo: eS Inversa de Ia Otra

|ComProbaci6n de inversa /

Coro ambos productos dan como resultado a la matriz

180
818
B ai

las dos matrices son inversas una de la otra.

Una matriz cuadrada tiene inversa =i v solo =i su determinante es no nulo. Ademas,
cando la inwersa existe, esta es dnica. Por tanto, podemos escribir este hecho para
nuestro ejemplo como:

Eﬁ_l—‘
1|3 E® e
-1 2 -g

it I PO

Alge Estandar Real Rad

.
U N I'@ NREVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA - SEPTIEMBRE DE 2008 - NUMERO 15 - PAGINA 183



Propuesta de actividades con calculadora gréafica para el tratamiento
de operaciones matriciales en el aula
Angel F. Tenorio Villalon

N Arch Edit Ins Accisn
B [F:he] B [A2]H]

Commo ambos productos dan como resultado a la matriz
188
518
Ba 1

las dos matrices son inversas una de la otra.

Urma matriz cuadrada tiens inversa =i W solo =i su determinante 2= no nulo. Ademas,
cando la inversa existe, esta es dnica. Por tanto, podemos escribir este hgsk
nuestro ejemplo como:

-1z -3]!

111 | =

3 -5 1 N
3

Aunque hay fermulas para calcular manualments la inversa de una matriz,
usaremos ¥ nos limitaremos 2 realizar los caloules mediante la calculadora:

[

Banda de calculo en la que se
explica como calcular la inversa
de una matriz con la calculadora.

= Wk
T 03] =

AER AR U\l

Célculo de inversa

Alge Estandar Real Rad

W Edit Accién Interactivo
S O ] P |

nuestro ejermplo como:

2 13 1
- i) & &
[I‘ 2, 13] Uit :
s s1] 1% 7] Ventana correspondiente a la banda
3 & &

de célculos anterior: explicacion de
Aungue haw férmulas para calcular manualmente la inversa de una matriz, , -
usaremos ¥ nos limitaremos a realizar los calculos mediante la calculadora: Como Calcular Ia |nversa de una
[Catculo de nverss matriz con la calculadora.

-1z -3t
1 o-11
lz -5 1
[2 12 _1
T & &
14 1
T 3T O ®
11 1
EEC
0
~
Flgeb Estandar Real Rad am

En cuanto a los ejercicios propuestos en la e-activity para que sean resueltos
por nuestros alumnos y alumnas, en primer lugar se les pide calcular manualmente
una serie de sumas y productos, cuyo resultado tendrdn que comprobar con la
calculadora (para lo que se les habilita una banda de célculos).

|V Arch Edit Ins Accidn i

B [z&:kw[ B [A2TA]

Eiercicio 1:

Calcula las siguientes operaciones de matrices v comprueba su resultado con la
calculadoras

1 -2 2[,[75 -1
+
2 |:5 -5 1][4—53}
|Comprobac,i6n
T8z - 1 3
£ [4 2 —1j| [1 -5 2j|
|Comprobac,i6n
3 -5
e TH -4 1
B =z

|Comprobac,i6n

201 -3 2
d)3><|:5 - 1]

Alge Estandar Real Rad
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El siguiente ejercicio sirve para determinar si ellos y ellas realmente saben
cuando pueden realizar dichas operaciones. Por tanto, se les indica una serie de
operaciones, no todas ellas posibles, para determinen razonadamente cuales
pueden realizarse y cudles no.

¥ Arch Edit Ins Accian
H [F&[e [ & [Af]=H ]

Eiercicio 2:
Indica cusles de las siguientes operaciones pueder realizarse » cuiles no. dando una
razdn en cada caso:

z oz 2|t
ar |-z 4 1
4 185
3 1 4
28 1
5 -3 1
-1z 7
crlz -5 1
48 -3
301 48
2@ 11
5 -2 11

-5 5
1—2@]{ —‘
e>L1 alte 1

Alge Estandar Real Rad qu|

b2

d?

Finalmente, el tercer y Ultimo ejercicio de la e-activity busca ver si nuestros
alumnos y alumnas son capaces de generalizar el procedimiento de resolucion de
las ecuaciones lineales con una incégnita numérica a las ecuaciones matriciales; es
decir, considerando que tanto la incognita como los coeficientes de la ecuacién no
son numeros sino matrices.

Ejercicio 3

Utilizando las operaciones
de matrices anteriormente
indicadass calcula el
walor de la matriz &
desconocida:

1 -3 4 4 -1
25 -1fw=[s5 7
11 1 11

Alge Estandar Real Rad dm]
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4.2. Ejemplos de otras actividades

Obviamente también podemos plantearles a nuestros alumnos y alumnas
actividades que no requieran de una e-activity. Todo ello sin tener que abandonar
nuestra filosofia del uso de la calculadora para realizar los calculos, trabajar las
operaciones y alcanzar cierta destreza en su céalculo. Seguidamente mostramos
algunos ejemplos de tales actividades, siendo resueltas dos de ellas:

Actividad 1: Determina cuales de las operaciones siguientes pueden
realizarse. En caso de ser posible, realiza el célculo y comprueba el resultado
obtenido con la calculadora:

1 -4 1) (-4 2 -1 -43 -5 o,
-5 7 -8 |-3 1 -1 10 -4
() + (b) +/4 -3
2 -4 9 5 -2 -5 3 2
1 1 -9
-1 5 -1 4 -5 2 2 -1
-4 3 -5 1 -4 1)(-4 2 -1
3 -2 7
(c)10—4432 dy|-5 7 -8||-3 1 1
-5 3 6 2 -4/ 9 5 -2
1 1 -9
2 2 -1 -1 5J){-1 4 -5
1 -4 1(-3 1 1
© |5 7 _gll 95 -2
1 -1 5J){-14 5

Actividad 2: Haciendo uso de la calculadora para realizar las operaciones que
sean necesarias, resuelve las siguientes ecuaciones con matrices. Debes indicar
como has despejado la matriz incégnita X y cual ha sido la operacion que realizaste
en cada paso.

1 -4 1 -4 2 -1
(@) -5 7 -8 -3 1 1.
X+ =—
6 2 -4 9 5 -2
1 -1 5 -1 4 -5
2 1 -4 -1 0 1
(b) 3 -2 1 2 -2 2
2.X — =3
5 -5 5 -1 2 1
0 -1 1 0 2 -1

1 21 (1 -1 0
©sx_| 2 11|32 5 -4|-7x"
0 -11 (1 0o -1

.
U N I'E? NREVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA - SEPTIEMBRE DE 2008 - NUMERO 15 - PAGINA 186



Propuesta de actividades con calculadora gréafica para el tratamiento
de operaciones matriciales en el aula
Angel F. Tenorio Villalon

Actividad 3: Obtén un sistema de ecuaciones que corresponda a todas las

matrices A de orden 2 que conmutan con la matriz [2 3}. Una vez obtenido el
11

sistema, resuélvelo. Tanto para la obtencién de las ecuaciones del sistema como
para su resolucion, puedes hacer uso de la calculadora.

Actividad 4: Escribe la expresion de la propiedad distributiva del producto por
un escalar respecto de la suma de matrices para los datos dados a continuacion:

13 -1 ~1
k=2, A=|2 1 -1/ B=|-3
01 -1 5 -5 5

Realiza, con la ayuda de la calculadora, los calculos necesarios para
comprobar que se verifica la propiedad antes mencionada para estos datos.

A continuacion, pasamos a dar una resolucion con el uso de calculadora gréafica
de las Actividades 3 y 4 planteadas anteriormente.

Resolucion de la Actividad 3: Para obtener el sistema de ecuaciones, solo
hemos de imponer la condicion de conmutatividad al producto de una matriz
genérica por la dada en el enunciado:

X y\(2 3) (2 3)(x 'y
z t)l1 1) 1 1lz t)
Esto podemos hacerlo con la calculadora tal y como se observa en la Figura 1,
obteniendo la siguiente igualdad de matrices:

2x+y 3x+y)| (2x+3z 2y+3t
22+t 3z+t) | x+z  y+t |

‘ W Edit Accidn Interactivo

f e[ ] A

[z 2131

| |

Zexy Dexy
Zez+t ezt

Zrox+Eez Zewdlet
x+z WL

Algeb Estandar Real Rad -]

Figura 1: Célculo de los dos términos de la ecuacion matricial.
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Por tanto, el sistema que obtenemos es:

2X+y=2x+3z

X+y=2y+3t
27+t=x+2
3z+t=y+t

Para resolver el sistema, nuevamente podemos hacer uso de la calculadora
como puede verse en la Figura 2. La solucién que obtenemos para el sistema es:

X=z+t
y=3z
N} Edit Accién Interactivo

S T ] e R P

Eﬂﬁﬂ

vl =]

|:2-x+y 3-x+yi|
2-z4t F-ztt
I
2 ®H+3-z 2-5-'+3-tj|
x+z W+t
2exty=2en+3-z
Sexdy=Ren+Iet
Zrztt=x+z
(]

CHESE TR Ayt
{x=z+tyw=3-zyz=z  t=t ]

|

Algeb Estandar Real Rad -]

Figura 2: Resolucion del sistema obtenido al igualar las matrices de la Figura 1:

Por tanto, las matrices que pedimos en nuestra actividad son las de la forma:

z+t 3z
z t)
Resolucion de la Actividad 4: Lo primero que pide el ejercicio es la expresion

de la propiedad distributiva del producto por escalar respecto de la suma de
matrices. Esta cuestion quedaria resulta escribiendo:

13 -1 -1 1 4 13 -1 -1
2{l2 1 -1{+|-3 0 1||=2{2 1 -1{+2{-3 0 1}
01 -1 5 -5 5 01 -1 5 -5 5

La conmutatividad de la suma permite la siguiente respuesta valida:

13 -1 -1 1 4 -1 1 4 13 -1
2|2 1 -1|+|-3 0 1|{|=2{-3 0 1{+2{2 1 -1}
01 -1 5 -5 5 5 -5 5 01 -1
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En la Figura 3 pueden observarse los célculos que tendrian que realizar

nuestros alumnos y alumnas para comprobar que esta igualdad se cumple.

[[(% Edit Accién Interactivo X

[ i e IO L5
R O ] e L X [ei [P [ aftadvAA] l

132 -1 -1 1 4 = 13 -1 -11 4] &
2*(|:2 1 —1i|+|:—3 5] 1i|) 2*|:2 1 —1:|+2*|:—3 a 1i|
B1-1]]5 -55 81 -1 5 -5 5
&
a
g

=]
B 2 & 8 =
|:—22 Eli| |:—22 i|
18 -8 3 1 -
- o

0

1I

|
mth [abc [cat | 20 |EIEIE] =0 | EEE]
HEBRAEAR |$—|z|y|z|t|4-| n8i]w] o], |2 ]a]a|z]|2] 4]
moi| [B] [[=5 ]|I? =E two| [H] [ ]||? g : =E
I 4156 X n X
| Eo E: == [+ ol | £ |1 ARG
|- Zno ID-”B .| e][ans w0 Sa0 L'HB Eljans
= | Aov | wAR |Ejec] = | Ay | vAR EE3|
Aloeb Estandar Real Rad an] Aloeb Estandar Real Rad g

Figura 3: Célculos para la resolucion de la Actividad 4:

5. Criterios de evaluacion

Concluimos el presente trabajo indicando como distribuiriamos la calificacion

para evaluar actividades como las indicadas en la seccién anterior:

1.

Uso correcto y apropiado de los contenidos computacionales para la
resolucion de la actividad (uso de la calculadora): 35%.

Expresion matematica apropiada, formal y rigurosa: 15%.
Interpretacion del enunciado y adecuacion de la respuesta al mismo: 20%.

Desarrollo correcto y justificado de los pasos empleados en la resolucién del
problema (razonamientos): 25%.

Buena presentacion, estilo apropiado y uso correcto del lenguaje: 5%.
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