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Abstract — This article presents research that led to the design of the project
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Resumen — En este articulo se presentan las investigaciones que
culminaron al disefio del proyecto “Ensefianza del Célculo”. Se pone méas
énfasis en las investigaciones realizadas en el DME Cinvestav-IPN, como
antecedente a la creacion del Seminario Nacional sobre la Ensefianza del
Calculo. Se mencionan los aspectos socio-epistemologicos y didacticos, y
se fundamenta el uso de la tecnologia en un curso de calculo diferencial e
integral.
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1. Introduccion

No sera sorpresa el hecho de que las investigaciones que se han desarrollado
en el Departamento de Matemética Educativa (DME) del Cinvestav, reflejan
las tendencias mas importantes observadas a nivel internacional. Pero, ;se
debera la existencia de estas investigaciones a fendmenos de onda? La
respuesta es no, puesto que el fendmeno es més profundo. La diversidad de
tendencias es una consecuencia de la complejidad del objeto de estudio, es
decir la ensefianza de las matematicas, misma que necesita una
aproximacién multifactorial.

Por un lado, la didactica de las matematicas, vista como una disciplina de
ciencias humanas, se dedica a observar, analizar y aclarar los fenémenos que
la ensefianza de las matematicas genera. Y eso supone una observacion
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cuidadosa hacia diversos factores que aparecen, en los procesos de
ensefianza-aprendizaje de las matematicas. Sin embargo, es menester sefialar
que cada uno de ellos, no seré& en si mismo el objeto ultimo del estudio, es
decir que su observacion determinara la necesidad de investigaciones
complementarias. Demos un ejemplo; es sumamente importante identificar
lo que los estudiantes conocen, y a que nivel, después de un ciclo de
ensefianza, pero eso solo es un indicador de resultados. Pero este indicador,
no aclara cuales son los factores que determinaron las adquisiciones,
correctas o incorrectas, de conocimientos y métodos matematicos. Los tres
polos clésicos, considerados en el estudio de la ensefianza, son: el polo del
contenido matematico, el polo estudiantil, y el polo docente. No son
independientes y, de acuerdo al punto de vista socio-epistemolégico
expresado en Cantoral & Farfan, (2003, p. 265), tampoco constituyen un
sistema cerrado sino se sitian en un entorno socio-cultural. Consideraremos
algunas consecuencias en este articulo. Basta sefialar, en esta introduccion,
la produccion cientifica de un sinnimero de articulos y libros de
investigacion cuyos autores y editores son miembros del Departamento de
Matematica Educativa.

Por otro lado, existe una gran demanda social, dirigida a los investigadores
en matematica educativa, de que no sélo analicen la problematica de la
ensefianza de la matematica, sino también contribuyan en la produccién de
material al servicio de esta ensefianza. Desde sus inicios, el DME se ha
dedicado a esta tarea de manera contundente: desarrollo curricular, disefio de
cuestionarios y material de docencia, publicacion de libros de investigacion
y textos; revistas de investigacion, elaboracion y disefio de software, disefio
de actividades con tecnologia, etc. Si se compara con el material educativo
tradicional, una caracteristica notable de los documentos publicados por los
investigadores del DME tiene su origen en el hecho de que constantemente,
en su elaboracion, se toma en consideracion la funcion de las decisiones
docentes para su aplicacién en el aula. De la experiencia del funcionamiento
de clases de matematica que los investigadores tienen, saben que no hay un
modelo Unico de clase sino que existe una diversidad de “culturas de clase”.
Entonces el reto es de no imponer un modo de uso Unico del material
didactico, sino de facilitar la toma de decisiones pedagogicas adecuadas, por
el docente, en el aula. Eso es uno de los importantes motivos que impulsan a
los investigadores en perseguir investigaciones didacticas cada vez mas
precisas y diversas.
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2. Estudios del triangulo didactico en la educacién matematica

Una tesis importante que Houssaye (1988) sostiene, en su conocida
propuesta del triangulo didactico, es que existe una tendencia, en el proceso
de ensefianza, en fijarse solo dos, de los tres vértices o polos del triangulo:
contenido-docente-educando, olvidandose del tercero. Ademas, en el caso de
la ensefianza matemética, las investigaciones didacticas pusieron de
manifiesto que la consideracion del contenido matemético no es algo obvio
sino necesita una aproximacion especifica: El saber que se ensefia en la
escuela procede de una modificacion cualitativa del saber académico, el cual
llega a desnaturalizarse con el fin de que sea comprendido por el alumno
(Chevallard, 1985). Se observara, que el polo “educando”, del triangulo
didactico, no es ajeno a la determinacion del polo “contenido”. Y para
definir cuales son los factores que rigen la modificacién del saber académico
en el saber ensefiado, la aproximacidn socio-epistemolégica desarrollada en
investigaciones del DME constituye una herramienta Util.

Es principalmente a través de documentos escritos que se develan los
resortes de la comunicacion cientifica y social (sin embargo, en este caso, la
importancia de los medios audiovisuales tiende a crecer en los ultimos afios
con la difusion de las TIC). En esta direccion es imprescindible la
consideracion de los registros de representacion (Duval, 1995) y de los
sistemas matematicos de signos (Filloy y Lema, 1996).

2.1 Polo “contenido” en el aula: matematica y matematicas.

Se usaron durante siglos la palabra “matematica” y su plural “matematicas”
como hoy en dia se dicen la ciencia y las ciencias. Este empleo es conforme
con la etimologia de la palabra griega po®nuo (matema), que tenia el
significado general de ciencia. Asi, la matematica era el método de estudio
de diversos fendmenos con el recurso de la razon pura, como hoy se
caracteriza la ciencia por su metodologia. Y los campos estudiados por el
razonamiento constituian las matematicas. Por ejemplo, la aritmética era el
dominio de los nimeros, mientras la geometria era el campo relacionado con
los problemas generados por la medicion de la tierra. Cuando los
matematicos del siglo XIX lograron establecer una correspondencia
completa entre la recta geométrica y el campo numérico de los reales, se
pudo alcanzar una vision unitaria de la matematica, esta vez no sélo por sus
métodos y su problematica, sino por sus propios objetos de estudio. Fue esta
visién que partidarios de las mateméticas modernas (notemos una paradoja:
a pesar de una idea unificadora, se usa el plural en esta expresion) trataron
de imponer en la ensefianza durante el decenio de los afios 1970, con las
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consecuencias observadas.

Nos parece que es interesante, al ensefiar matematicas, no ocultar las caras
de la disciplina. Unitaria y diversa, a la vez. Pero la diversidad de la
disciplina la debemos buscar hoy en sus modos de expresion y no en sus
objetos de estudio, puesto que existe a nivel cientifico una unificacion.

Algo fundamental, a la vez del punto de vista histérico y del punto de vista
social, es el hecho de que las matematicas se escriben. EI milagro griego, es
decir el descubrimiento de la posibilidad de establecer los resultados
matematicos por un proceso de prueba, no debe ocultar las limitaciones que
resultan de la aproximacion solamente retérica que se encuentra en los textos
de la antigua Grecia: El razonamiento de la época se apoyaba sobre un
discurso, y el papel de los textos, s6lo consistia en archivar los discursos. En
otras civilizaciones, funcionaron de diversa manera, mas relacionados con
tratamientos:

- En China, el famoso libro Chiu-chang Suan-shu (o: Jiuzhang Suanshu)
que se escribid durante la época de la dinastia Han (206 a.C. a 220
d.C.), presenta un panorama amplio del saber matemético del pais
hasta el tercer siglo de nuestra era, incluyendo por ejemplo la suma y
la resta de fracciones o la resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales,

- Del mundo arabe proceden la escritura actual de los nimeros y los
algoritmos, nombre que viene del matematico Al-Khwarizmi
Muhamad ibn Musa, autor de Kitab Al jabr w'al mugabala (Libro
sobre la ciencia de la reduccién y el cotejo, publicado alrededor del
afio 820), asi como el algebra cuyo nombre se deriva del titulo del
mismo libro.

Algunos ejemplos sefialados por investigadores en matematica educativa
pueden ilustrar la especificidad en las matematicas de los tratamientos
escritos con respecto a tratamientos verbales. Seleccionamos cuatro
ejemplos que son tipicos por dos razones:

- cada uno corresponde a errores y dificultades que se repiten y pueden
ser provocadas por peculiaridades de la expresién matematica escrita,
- representan distintos niveles de uso de la escritura en matematicas.

Iniciamos con un ejemplo que aparece a nivel de la escuela primaria.
Frecuentemente alumnos de la primaria cometen un error al escribir sumas
repetidas bajo la forma de una sucesién de dos igualdades como la que
sigue:

5+4=9+2=11,
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en vez de escribirsea5+ 4 + 2 =9+ 2 =11, sea dos igualdades separadas:
5+4=9y9+2=11

Tuvimos la oportunidad de observar que profesores dejan en el pizarrén la
escritura incorrecta sin corregir el error, puesto que el resultado es correcto.
Esta escritura errénea tiene su origen en el uso del texto escrito como
reproduccion fiel del discurso oral. Al discurso “Cinco y cuatro, nueve”
corresponde la igualdad matemética 5 + 4 = 9, entonces parece natural
transcribir a digitos el discurso “Cinco y cuatro, nueve, y dos, once” en la
forma de una sucesion de dos igualdades. Pero, ¢;cuales son las razones que
impiden que una escritura tal sea correcta? Podriamos pensar en una razén
de tipo gramatical, que seria la presencia de dos “verbos” (los simbolos de
igualdad tienen el valor de verbos) en una misma oracion simbdlica. Pero
eso no es una refutacion, porque otras escrituras con dos simbolos de
igualdad, como es por ejemplo

5+4=6+3=7+2,

son correctas. La verdadera razon es la transitividad de la igualdad (sia="b
y b = ¢, entonces a = c¢). Una escritura autorizada podria ser por ejemplo 5 +
4 - 9 + 2 — 11, porque la flecha no tiene la misma propiedad de
transitividad.

El segundo ejemplo corresponde a un caso conocido de dificultades que se
encuentra en la ensefianza basica es la suma o resta de nimeros expresados
en escritura fraccional. Vale la pena en este caso darse cuenta de que una

. . . 1 1 5
igualdad como por ejemplo la siguiente: E+§=€, 0 en un caso general

1 1 a+b

a b ab
consta de dos pasos. El primero es la reduccion a un mismo denominador:

1 1
—= L y —= ib' el segundo corresponde a la regla general de la suma de
a

a ab "~ b

, es el resultado de un razonamiento complejo, puesto que

: . : a b a+b :
dos fracciones de mismo denominador —+—=——, y €S precisamente
cC C c

para usar esta segunda regla que se aplica la primera etapa de reduccion. El
resultado es que una Unica férmula escrita resume todo un proceso, y ademas
bajo una apariencia que puede parecer rara, dado que una operacion
elemental, la suma, produce un resultado que combina suma y producto.
Muchos estudiantes aplican una regla falsa para sumar fracciones: suman
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numeradores por un lado y denominadores por otro lado. Al contrario, los
productos de fracciones no generan la misma dificultad.

Empleamos letras en la formula anterior, lo que conduce ahora en considerar
el uso de letras en algebra que se ilustra en nuestro tercer ejemplo. Las
dificultades conocidas, sefialadas por ejemplo en Puig (2004), se encuentran
sobre todo cuando hace falta combinar, en operaciones aritméticas,
incognitas y datos de problemas. La resolucion de una ecuacion lineal se
vuelve mas dificil cuando la incognita se encuentra de cada lado del simbolo
de igualdad. Asi resolver la ecuacion siguiente generara dificultades a nivel
de la secundaria:

4 -3 =1-x.

Lo que se puede observar con respecto a la lengua hablada es la dificultad en
expresar verbalmente esta ecuacion (dictar la ecuacion al decir “cuatro x
menos tres igual a uno menos x” no es uso de la lengua oral), por la
necesidad de dejar indeterminado el primero x y relacionar el segundo con el
primero. Eso necesita varias oraciones, como: “Buscamos un numero
racional. Se sabe que se obtiene el mismo resultado al restar tres del
cuadruplo del nimero y al restar el nimero de uno. ¢Cual es el nimero?”
La primera vez se debe decir en la lengua usual “un nimero” porque no es
determinado, y las otras veces “el nimero” (o, para mayor precision, “el
namero buscado”™), porque se trata de un objeto ya definido en el discurso.
Entonces, no podemos traducir en este caso x por un numero desconocido, lo
gue seria posible en una ecuacién donde la incdgnita s6lo aparece una vez.
La lengua simbdlica no tiene los determinantes de la lengua usual, s6lo usa
nombres propios (X en este caso).

Con funciones se manifiestan otras especificidades de la lengua simbdlica.
Como cuarto ejemplo, consideraremos dos funciones muy sencillas: la
elevacion al cuadrado y el incremento de 1. La composicion de estas
funciones no es conmutativa, como lo muestra la escritura simbolica:

f(x)=x%g(x)=x+1;fog(x) :(x+1)2 rgof(x) = x* +1.

La obtencion de los resultados resulta de cambios de variables: remplazar x
por x + 1 en f(x), y x por x* en g(x). Los tratamientos que servian para
resolver ecuaciones no son pertinentes cuando las letras no denotan
incAgnitas sino variables. Con el uso de software de célculo simbdlico, por
ejemplo Derive o Maple, estas diferencias se ponen de manifiesto.

Precisamente con las técnicas de informacion y comunicacion (TIC), la
escritura matematica se usa no solamente con papel y lapiz, sino mediante
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teclado y Mouse. El principal cambio que generan las TIC es la
interactividad: En vez de la hoja blanca, al usuario que esta introduciendo
una expresion o un tratamiento se proponen diversas opciones. Es necesario,
saber analizar e interpretar las opciones propuestas, para conseguir el
funcionamiento requerido.

Hasta el momento consideramos tratamientos, pero también las
conversiones, es decir los cambios de registros de representacion, tienen un
papel fundamental en la construccion de los conceptos matematicos. En el
experimento nacional sobre la ensefianza del célculo al inicio de la
ensefianza superior en México, la introduccion de funciones se hace a través
de proyectos de accidn concretos, y no mediante formulas. Por ejemplo en el
proyecto de titulo Poleas, la grafica de una funcion se presenta antes de su
expresion algebraica (ver figura 1).

mﬂw

Figura 1- Polea fija (en Wikipedia, 2009) y grafica de una funcion que le
corresponde

Mas adelante (apartado 3.5) presentamos los elementos de corte didactico
que aplicamos en el experimento. En este apartado presentamos s6lo algunos
aspectos relacionados con lo especifico de la actividad matematica. En
particular, es importante tener presente que es una actividad de facetas
multiples, lo que justifica todavia el uso del plural: matematicas

2.2. Polo estudiantil: el error de la mathematical literacy

Por definicién, el estudiante es el sujeto del aprendizaje. Se considera
entonces satisfactoria, en términos de los resultados logrados. En otras
palabras, se puede decir que la calidad de una ensefianza, se evalla en base a
los aprendizajes adquiridos por los estudiantes, y eso a priori no parece tan
dificil. Pero la realidad muestra, que la evaluacién es algo complejo, e
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incluso hay organismos que se dedican especificamente a la investigacion de
evaluacion.

Dos corrientes principales se encuentran. La primera, que calificaremos
como atomista, considera sobre todo conocimientos y técnicas. Ya es
antigua, pero sigue vigente. Sus fundamentos para el caso de la ensefianza
matematica se describieron de manera detallada en un capitulo 19, escrito
por Wilson (1971). Su idea directriz es organizar el saber matematico por
actividades de distintos grados de dificultad, y ubicar a los estudiantes con
respecto a un tema matematico en un lugar de la clasificacién. La idea, muy
controvertida por algunos investigadores, como Guy Brousseau (véase por
ejemplo Brousseau, 2007, 1-diapositiva 14 y 3-diapositiva 15 - Brousseau
hace una distincion entre “saber” y “conocimiento”), de “carreras de
competencias” es otra manifestacion reciente, de la corriente atomista. La
segunda corriente, que calificaremos como totalitaria, se relaciona con las
evaluaciones internacionales de PISA. Sus principios se encuentran descritos
en el documento de OECD (2006) (la organizacién internacional se conoce
en espafiol bajo las iniciales OCDE), mismo texto cuyo titulo contiene la
expresion mathematical literacy (generalmente traducida en espafiol por
“alfabetizacion matematica”). La idea general que generd la mathematical
literacy viene de una asimilacion del aprendizaje matematico con la
adquisicion de la lengua usual (el espafiol en México). Esta ultima conduce a
los estudiantes a la literacy, es decir el acceso sin dificultad al contenido de
textos breves y no especializados. Un individuo que no sabe leer es un
analfabeto, mientras uno que sabe leer dificilmente, y entonces no tiene este
acceso comodo a textos sencillos, es un iletrado. Por eso no nos gusta la
traduccion de literacy por “alfabetizacion”, una palabra mas precisa en este
caso seria literarizacion (en portugués existe la palabra literarizagao).

Debido a la influenza enorme de las evaluaciones PISA sobre el mundo de la
educacion, es importante mirar cuidadosamente los fundamentos de la
mathematical literacy. Este analisis se encuentra publicado en un capitulo
escrito por Adjiage & Pluvinage (2008), y por esta razén no entramos aqui
en detalles. En el apartado 6 del capitulo se subraya la diferencia esencial
entre aprendizaje linguistico y aprendizaje matematico:

(Al contrario del aprendizaje de la lengua usual) el aprendizaje de las
matematicas necesita una acumulacion de hechos y ejercicios para
desarrollarse, y un estudiante tiene que ser entrenado para adquirirlo.
La Unica propiedad de la competencia linguistica que es valida en
matematicas es que se puede aplicar a un sinnimero de ejemplos aun no
encontrados. (Traducido del ingles por los autores)
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En base a lo que hemos visto previamente en el apartado 2.1 sobre el polo
“contenido”, aparece que es mas valido situar el acceso que estudiantes
tienen a las matematicas con respecto al dominio de diversas formas de
expresion en matematicas. En efecto, cada una de estas formas de expresion
se puede considerar como una lengua especifica. En otros términos, el
aprendiz en matema@ticas tiene que adquirir varios idiomas.

Proponemos de distinguir varios “idiomas” matematicos, que llamamos
estratos. Cada uno tiene su estabilidad y su autonomia de funcionamiento:
Un campo bésico de objetos y procesos matematicos determina el contenido
de un estrato, pero tiene también un potencial de extension: En un estrato
dado se pueden insertar nuevos conocimientos. Pero existen separaciones
marcadas entre estratos: Un cambio de estrato requiere a la vez cambios en
la forma del pensamiento y cambios en los modos de expresion. Eso viene
de que en cada estrato se introducen nuevas reglas sintacticas. La
consecuencia es que un estudiante puede ser diestro en el manejo de los
conceptos y métodos de un estrato dado e ignorar casi de completo otro
estrato. La lista de estratos que proponemos es la siguiente:

1. Estrato numérico: Dominio de los nimeros enteros y racionales y
uso correcto de las cuatro operaciones aritméticas;

2. Estrato racional: Dominio de razones y proporciones, capacidad de
interpretar instrucciones que conducen a calculos de productos y
cocientes de nimeros racionales positivos o negativos;

3. Estrato algebraico: Uso adecuado del sistema matematico de signos
de algebra;

4. Estrato funcional: Uso de relaciones funcionales y del célculo.

A continuacién se muestra un ejemplo tomado de una evaluacion
diagnostico, que aplicamos a una muestra de principiantes en la universidad,
dentro del marco de nuestra experimentacién sobre la ensefianza del calculo
a nivel superior. Dentro de las preguntas de eleccion mdltiple, algunas
proponen la consideracion de valores numéricos (Q2, Q4 y Q5) vy las otras
(Q3, Q8 y Q9) incluyen variables.
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4 6
2 =1 . . 38
O 24 O 12 -1 O 24 [] Otro resultado
1 1
Q3. Calcular: -
2n—-2 2n
1 1 2n-1
00 O ——— o —— [J ———— [ Otro resultado
n(n-1) 2 2n(n-1)

Q4. ¢ Cual de los nUmeros siguientes es mayor?

[ 35;0 246; 0 3.19; [ 0546 [ -9.87

Q5. Calcular: 3(5-8)° + 3[ 2(4+9)-5(2-6) ]

Lo [ 30 ] -s5 L1 229, L1 otro resultado
Q8. Lasolucién de —30X+4 <0 es:

] Xzi; ] XZE; I:l(—oo,oo); L] XSE; L1 otra respuesta
15 15 15

Q0. Las soluciones de 2X? —3Xx—2=0 son:

[ X1:_2yX2:§3 [ X1:2yX2=—§; [ X1:2yX2:_21

L] X\, ==2yX,= —% . [ otrarespuesta
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Eleccion 1 2 3 4
Q2 % 25 65 1 4 5
v Q3 % 9 25 30 27 9
Q4 % 88 0 2 4 6
Q5 % 4 3 9 2| 83
v Q8 % 21 39 3 36 1
v Q9 % 17 26 43 5 9

Tabla 1: Porcentajes de las elecciones de los estudiantes

En la tabla 1, el porcentaje de respuestas correctas se encuentra en negrita en
las celdas grises. Se observard el contraste fuerte entre las preguntas
numeéricas (Q2, Q4 y Q5) y las preguntas que incluyen variables (Q3, Q8 y
Q9, marcadas por una palomita). Nuestra interpretacion es que unos
estudiantes aun no estaban en el estrato algebraico.

Sin embargo la ensefianza del calculo tiene generalmente como prerrequisito
un conocimiento de los conceptos y métodos matematicos hasta la
resolucion de ecuaciones de grado 1y 2. Eso significa, bajo nuestro punto de
vista, que se supone que los estudiantes estén en los estratos anteriores al
estrato funcional. Pero no es el caso de todos. Ahora el problema didactico
que surge es ¢como impulsar a los estudiantes a obtener un estrato que les es
ajeno? a pesar de haber encontrado temas de este estrato en la ensefianza
previa.

De manera general, el cambio requerido para pasar de un estrato a otro,
justifica, en primera instancia, una conducta de rechazo por el estudiante. Es
necesario que el estudiante este convencido, al constatar el fracaso en los
tratamientos que ya conoce, de la necesidad de adquirir un nuevo lenguaje.
En eso, el profesor puede jugar un papel decisivo, bajo la condicion de estar
consciente de la naturaleza y de la importancia del esfuerzo que se pide al
estudiante. En nuestro caso, la situacion se vuelve todavia mas dificil,
porgue se trata de adquisiciones no previstas en el programa del curso. La
respuesta que proponemos no Se encuentra en cursos remédiales, cuyos
resultados siempre aparecieron pobres, sino en la aplicaciéon de actividades
gue permitan un control de parte del estudiante, como las actividades de
poleas (figura 1). Mas adelante se comentan sus efectos.
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2.3. Polo docente: la dificil toma de decisiones didacticas

El tercer polo del triangulo didactico es el que todavia necesita
investigaciones. La cosa es natural, porque la actuacion del profesor de
matematicas sélo tiene sentido cuando se relaciona con el aprendizaje de
cierto contenido matematico por un cierto publico estudiantil. Entonces el
andlisis de la actividad profesional del docente depende de una vision clara
de los problemas ligados con los dos otros polos del tridngulo didactico.

En el aula, el profesor esté libre bajo una muchedumbre de obligaciones y
restricciones, por ejemplo aplicar un programa curricular determinado. Pero
su postura en el aula depende mucho de sus propias decisiones, a veces
tomadas por automatismo sin toma de distancia. Un ejemplo que
observamos en muchas clases (Documentos del seminario de evaluacién de
la maestria en educacion, especialidad matemética, en proceso) es una
preferencia hacia la comprension con respecto a la expresion. Un autor
francés, Nicolas Boileau, en su libro L’art poétique publicado el afio de
1674, escribié: « Ce qui se congoit bien s’exprime clairement, et les mots
pour le dire arrivent aisément» (Lo que se concibe bien se expresa
claramente, y las palabras para decirlo surgen con facilidad). Pues muchos
profesores se revelan discipulos de Boileau sin saberlo, porque ven la
expresion como una consecuencia de la comprensién. En la clase
manifiestan inquietud con respecto al entendimiento y no ponen atencién en
la correccion de la expresion por los estudiantes.

Sin embargo la informética nos ensefia que la expresién no necesariamente
depende del entendimiento. Una computadora es una maquina que puede ser
capaz con software adecuado de expresar resultados coherentes. Un
programador no se plantea la pregunta absurda de hacer entender algo por la
maquina, sino de introducir los elementos que generen tratamientos
correctos, incluso de calculo simbdlico. Por supuesto el ser humano no es
una maquina, pero en varios casos también necesita desarrollar tratamientos
automatizados, que no cargan su mente, para poder concentrar su reflexién
sobre otros aspectos. Cuando se observa (caso real) un estudiante de
preparatoria que escribe la multiplicacién de 16 por 2 para obtener el
resultado 32, es evidente que se va a perder en la resolucién de una ecuacion
como

3x+24/x-16=0.
Tal necesidad es algo que deben tomar en cuenta los profesores.

Otra dificultad que encontramos al tratar de proponer progresiones diferentes
de las tradicionales en los libros de texto estd en la prevision de las
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consecuencias de posibles cambios de progresion: ¢Qué pasa si se estudian
angulos antes de rotaciones? o ¢rotaciones antes de angulos? No prepara la
formacion docente en estudiar preguntas de este tipo

Otra dificultad importante que se puede observar en clases viene de la falta
generalizada de prevision de decisiones pedagogicas por los profesores.
Preparar un curso significa revisar su contenido, resolver algunos ejercicios
para escoger los que parecen adecuados, pero no abarca imaginar como
constatar la necesidad de cambios de situacion, cdmo pasar de una etapa de
indagacion a una de validacién y a una sintesis. ¢(ES eso un problema de
formacion docente? Todavia faltan investigaciones para proponer elementos
de respuesta.

3. El proyecto “ensefianza del célculo”

El reto que el dia de hoy se enfrenta consiste en recuperar el significado de
los conceptos que estdn inmersos en el célculo diferencial utilizando la
capacidad numérica, grafica y simbolica que el medio computacional ofrece
en la actualidad. Una de las formas tradicionales de conducir un curso de
matematicas, consiste en que el docente realiza la mayor parte de la
actividad en clase ilustrando con problemas y su resolucion el tema de
matematicas. Cuando el proceso de ensefianza consiste en que el alumno
s6lo repite las imagenes del pizarrdn, tiende hacia la construccion de habitos
en los estudiantes y no hacia la interiorizacién de los conceptos (Aebli,
1958/1995). Una consecuencia inmediata de este tipo de didactica se tiene en
los cursos de célculo en el &mbito universitario, la experiencia muestra que
con frecuencia cuando se requiere de algun concepto previo, el estudiante se
embrolla, empieza a repetir verbalmente la formula asociada y en la mayoria
de los casos acaba proponiendo algo absurdo. En este sentido, la repeticion
verbal como un reflejo constituye el llamado habito sensorio motor, es decir,
las palabras constituyen signos carentes de significado (Ibidem). Con este
tipo de ensefianza se aniquila el concepto y se substituye por su célculo
algebraico y/o numérico (Cuevas 1999, 7).

3.1. Elementos de corte didactico

¢Como lograr que la ensefianza de la matematica no se conduzca de esta
forma? Aunque existen diversas propuestas, y evidentemente cada una
contribuye en parte a resolver este grave problema en nuestro caso, para
estructurar el disefio de un curso de célculo que incorpore la tecnologia
mediante un programa o sistema computacional, proponemos incorporar de
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manera importante los siguientes elementos de corte didactico:

- Es esencial que el estudiante esté siempre desarrollando una accién. En
este sentido es importante sefialar que sea el propio educando quien
mediante la resolucién de problemas especificos, gradualmente dosificados,
construya o llegue al concepto deseado. Esto es, el alumno debe estar
constantemente resolviendo o intentando resolver problemas

- Cada vez que se introduzca un concepto 0 nocion matematica, hay que
intentar partir de un problema en cierto contexto de interés para el
educando. Este problema puede generar ejercicios o sub-problemas cuya
solucidn, en forma estructurada y coordinada, lleve al estudiante a definir o
mostrar el concepto matematico deseado. Esto, desde luego, no es posible
de realizar para cada uno de los conceptos intrinsecos a un determinado
tema, por lo que toca decidir al docente, cual o cuéles son los mas
trascendentes. En todo caso, nunca introducir un concepto mediante su
definicién formal.

- Intentar en lo posible, cada vez que se realicen operaciones que nos lleven
a conceptos matematicos, implementar la operacion inversa.

- Cuando se ilustre una forma o método para resolver un problema, intentar
dar una forma de solucién alternativa. En todo caso, nunca imponer una
forma de solucion.

- Cada vez que ensefiemos un determinado concepto de las matematicas, en
un cierto registro de representacion semidtica, trabajar el mismo (si el
concepto lo permite) en los diversos registros de representacion que le sean
propios (Cuevas & Pluvinage 2003).

Termina la propuesta didactica sugiriendo proponer problemas en donde el
concepto recién adquirido sea necesario para la resolucion de un problema
de mayor complejidad (Ibid, 8-30). Todo ello sin dejar fuera la componente
de socializacion y los procesos intrinsecos que conlleva. Si esto no fuera
posible de realizar para todos y cada uno de los conceptos inmersos dentro al
curso de célculo diferencial deberia de hacerse un estudio previo para
destacar los conceptos mas importante y realizar esta tarea para ellos.

3.2.  Elementos de corte histérico-epistemologico

Usualmente la ensefianza del calculo diferencial parte de definiciones
formales, teoremas y problemas tipo para ejemplifican los conceptos
asociados. Este es el caso con el concepto de funcion en particular, y se
apoya fundamentalmente en el conocimiento aritmético y/o algebraico del
estudiante y poco en la intuiciébn geométrica y visual, esto posiblemente
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debido a la dificultad para representar en el papel o el pizarron un ndmero
suficientemente grande de ejemplos que den significado geométrico a los
contenidos del calculo y el &lgebra involucrada en ellos. Haria falta rescatar
el desarrollo del calculo mediante problemas de cambio y variacién surgidos
de problemas en contexto, los cuales ayudaran a reforzar la intuicion. En la
actualidad, los problemas de cambio y variacion son ejemplos de aplicacion
del célculo, es decir, se estudian después de que se ha desarrollado la teoria,
y no como surgié histéricamente.

La derivada, fue primeramente utilizada, después descubierta;
posteriormente explorada y desarrollada y por ultimo definida (Grabiner,
1983)

Y agrega Burn, Utilizada por Fermat y otros antes de 1650; Descubierta por
Newton y Leibniz en 1666-1685; Explorada y desarrollada durante el siglo
XXVIII. Definida por Lagrange (1797), Cauchy (1823) y Weierstrass
(1860s) (Burn, 2002).

La dificultad de comprension y aprendizaje del concepto de limite, aun
cuando se pretende introducirlo de manera “intuitiva”, como antecedente
para la derivada, puede ser un factor importante de fracaso estudiantil en
calculo (Kleiner, 1991; Tall, 1996). Por eso, convendria proponer una ruta
de aprendizaje mas acorde al desarrollo epistemoldgico y a la vez
congruente con sus antecedentes matematicos. Lo anterior nos sugiere y
ofrece un indicio para encontrar, en parte, una explicacion del fracaso en la
ensefianza del calculo. La ensefianza tradicional del céalculo, invierte el
proceso histérico de la génesis del concepto matematico. Usualmente los
cursos de célculo inician con las definiciones formales de: nimeros reales,
funcion, limite, derivada, etc., siguen los teoremas y demostraciones
formales; (una variante es el ofrecer un largo formulario, demostrar algunas
férmulas, y resolver problemas ad doc.) por ultimo, si el tiempo lo permite,
se muestran las aplicaciones. Y el hecho de dar un lugar a la intuicién y la
experimentacion sin revision de la progresion puede hasta producir efectos
negativos (Artigue, 1998).

Es en este sentido que proponemos una ruta de aprendizaje mas acorde al
desarrollo genético del concepto; Por ejemplo, para ensefiar un concepto
matematico, del calculo diferencial, habria que iniciar con problemas de
aplicacion, utilizarlo, descubrirlo (por parte del estudiante) explorarlo y
desarrollarlo y por ultimo, si es que se requiere establecer la definicion
formal del mismo. Del estudio y analisis de la historia resultan algunas
directrices para la ensefianza del célculo diferencial. La primera es, que un
primer curso de calculo diferencial no debe construirse sobre el
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conocimiento previo de definiciones formales del concepto de funcién y de
la nocion de limite que surgieron a final de su elaboracion, sino apoyarse
sobre sus facetas de calculo numérico y de célculo algebraico y explotar,
ademas, ideas que provienen de la geometria o del estudio de movimientos.
En este sentido se propone iniciar el curso de calculo introduciendo el
concepto de funcion real.

Disefiar e implementar actividades de modelacion para la promocion de
conceptos, de acuerdo al esquema de RMI (Real Mathematical Instruction)
presentado en Gravemeijer & Doorman (1999), bajo la forma de proyectos
de accidn concretos (Cuevas & Pluvinage, 2003), en donde se favorezca el
control de los estudiantes sobre sus propios ritmos de aprendizaje, se
promueva la sistematizacion del empleo de los diversos registros de
representacion semidtica (tabular, grafico, algebraico) con los que se
representan funciones, y promover las conversiones, en ambos sentidos,
entre registros. Nuevamente, debido a la dificultad de reproducir en el sal6n
de clase estos procesos dinamicos, es necesario incluir a la tecnologia para
mediante la simulacién de problemas reales, se interiorice en el estudiante el
concepto de funcion.

3.3. Elementos computacionales

La tecnologia es una herramienta esencial para el aprendizaje de las
matematicas, en el siglo XX1, y todas las escuelas deben de asegurar que
sus estudiantes tengan acceso a la tecnologia. Profesores efectivos
maximizan el potencial de la tecnologia para desarrollar comprensién en
los estudiantes, estimular su interés e incrementar su eficiencia en
matematicas. Cuando la tecnologia es estratégicamente utilizada, puede
facilitar y proveer un acceso a las matematicas para todos los estudiantes
(Posicién de la NCTM, 2008).

La forma en que se ha utilizado la computadora en la educacion matematica
es muy variada y sigue fines como: mejorar la comprension de los
conceptos, promover la participaciéon individual, hacer mas eficiente vy
flexible los métodos de ensefianza, entre otros. La tecnologia provee nuevas
formas de experimentar y actuar en el mundo, y esto hace posible una nueva
conceptualizacion y la practica de métodos cognitivos como sefiala Stroup
(2002, 183): la facilidad de realizar calculos numéricos, la posibilidad de
visualizar gréaficas complejas y la realizacion de célculos simbolicos
permiten centrar la atencion en un célculo mas conceptual que operativo. En
este sentido se propone un uso de la computadora como herramienta
cognitiva mas que como instrumento que resuelve o gréfica problemas
complejos.
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El empleo de la microcomputadora en educacién matematica se puede
clasificar en: software de aplicacion como: Excel, SPSS, Fathon;
manipuladores simbdlicos y graficadores como: Derive, Matemética, Maple,
0 MatLab; micromundos como Cabri 0 Geometra, LOGO, Descartes;
Geogebra, lenguajes de programacién de proposito general como .net, C++,
0 ITSEL, usados con el propdsito de ensefiar matematicas; y finalmente
software de aprendizaje asistido por computadora dentro de los que destacan
los Sistemas Tutoriales Inteligentes, como CalcVisual. Cada una de estas
propuestas presenta ventajas y desventajas en su uso, evidenciarlos permite
establecer algunas lineas generales para el disefio o empleo de software
educativo para la ensefianza de las matematicas. Por ejemplo, los
manipuladores simbolicos y graficadores permiten realizar calculos
complicados, graficas complejas y efectuar simbolicamente derivadas e
integrales. Sin embargo, realizan el proceso que se desea ensefiar al alumno.
Es decir, es software dirigido al resultado que oculta el proceso en el que se
llevé a cabo. De manera que la mediacion didactica es nula si el profesor no
disefia cuidadosamente las secuencias de aprendizaje (Stroup 2002; Mejia
1996; Cuevas 1999). Lo que se requiere es el disefio de software educativo,
donde el software sea dirigido al proceso.

3.4. Proyecto “Ensefianza del Calculo”

Desde hace afios el indice reprobados en un primer curso de célculo
diferencial en el nivel superior (Universidad y Tecnolégicos) fluctta entre el
50% y el 80%; posiblemente y debido a ello, en la actualidad, el calculo
diferencial e integral se estd desplazando del medio superior al superior. Por
otra parte los textos usuales a nivel superior carecen de una verdadera
propuesta didactica. Aln mas, se tiene practicamente una cierta clase de
equivalencia en todos los textos de célculo diferencial e integral a nivel
superior. En ellos la tecnologia es poco empleada. En diversas
investigaciones que se hemos realizado sobre problemas de aprendizaje del
calculo diferencial e integral de funciones reales, nos han llevado
irreductiblemente a que la mayor parte de las mismas, tienen su origen, en
primera instancia, en una incomprension de los conceptos béasicos y
fundamentales del calculo. Hemos englobado estos conceptos basicos en:
variable, ecuacion y funcién. Sabemos, que en la educacion confluyen
muchos factores de diversa indole y, que la deficiente comprension de los
conceptos basicos no es la Unica causa, pero también hemos comprobado
gue es una de las més frecuentes e importantes. Cabe mencionar, que dentro
de estos conceptos habitan conceptos no menos importantes como el de
variacion.
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Por esta razon proponemos establecer actividades didacticas, para introducir
los conceptos del calculo diferencial bajo los siguientes principios:

* Introducir un concepto matematico, mediante el planteamiento de un
proyecto de accion concreto (Aebli, 1995). Estableciendo, de esta forma, la
modelacion.

* Instrumentar actividades para promover la comprension de los conceptos
bésicos, bajo los principios didacticos enunciados en (Cuevas-Pluvinage,
2003).

» Por ejemplo; El disefio de las actividades deberd incluir el empleo
sistematizado de los diversos registros de representacion y para esto la
tecnologia es un recurso imprescindible.

Ademas en la idea de plantear una propuesta de reforma curricular para un
primer curso de célculo diferencial, se propone reunir y desarrollar estudios
de caracter cognitivo, epistemologico, histérico y reflexivo alrededor del
calculo diferencial e integral y de los conceptos basicos que le preceden.

En la idea de realizar un estudio sistematico de esta problemaética, surge en el
Departamento de Matematica Educativa del CINVESTAV-IPN, bajo la
conduccion de los autores de este articulo, el proyecto “Seminario sobre la
ensefianza del calculo”.

3.5. Seminario sobre la ensefianza del célculo

La primera tarea que nos fijamos fue convocar a instituciones de nivel
superior para realizar el estudio en forma conjunta y para ello establecimos
las siguientes tareas:

* Disefar y aplicar diversos instrumentos de medicion que daran cuenta del
estado y nivel de competencia de los estudiantes antes de iniciar un primer
curso de calculo a nivel universitario.

 Establecer un estado del arte, sobre la problematica alrededor de la
ensefianza del calculo, mediante la blsqueda y seleccion de articulos
conducentes y avalados por revistas de prestigio internacional.

» Establecer sesiones en linea para exposicién, analisis y discusion critica de
los articulos de investigacion seleccionados.

* Crear un espacio de culturizacion sobre teoria de evaluacion y elaboracion
de tests.

 Diseflar y elaborar modelos virtuales que posibiliten los proyectos de
accion préactica, mediante la simulacién de situaciones reales.
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» Analizar y discutir las propuestas curriculares, que incluyan aspectos de
corte histérico-epistemoldgico.

En este sentido, a la primer convocatoria se sumaron profesores y/o
investigadores de la Universidad Autonoma de la Ciudad de México,
Universidad Auténoma de Coahuila; Universidad Auténoma del Estado de
México; Universidad Nacional Auténoma de Meéxico, Universidad de
Sonora, Universidad Auténoma de Sinaloa.

La primera parte de la investigacion nos condujo a elaborar un test
diagnostico que permitiera al profesor determinar los niveles de competencia
de los aspirantes a estudiar una carrera profesional. Teniamos datos que los
niveles, de los estudiantes de nuevo ingreso, no alcanzaban el nivel
funcional, pero como curricularmente deberian de contar con ello, se hizo
necesaria esta tarea que determinaria el contenido de inicio de un curso de
calculo diferencial

Asi uno de los primeros productos obtenidos, con la importante colaboracién
de la Dra. Magally Martinez de la UAEMeX, es el disefio y elaboracién del
pretest diagnéstico, como instrumento de medicién que diera cuenta del
estado de conocimiento, sobre aspectos basicos y necesarios para el estudio
del célculo y del nivel de competencia de los estudiantes. Los resultados que
presentamos arriba en la tabla 1 del apartado 2.2 se obtuvieron en esta etapa.
Una vez disefiado el equipo de trabajo de la UAEMex, produjo la versién en
linea del mismo (véase figura 2), creando para ello bases de datos que nos
permitieran un procesamiento e interpretacion de los resultados.
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Pretest para investigar los prerrequisitos para un curso de Matematicas
en el primer afo del nivel superior
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Figura 2. Una pantalla del pretest en linea

Para iniciar un curso de calculo diferencial, proponemos un proyecto de
accién practico para introducir el concepto de funciédn, es decir, plantear de
inicio un problema que sea de interés para el estudiante, en donde al
resolverlo emerja el concepto a ensefiar. La eleccion del problema constituye
en realidad un proyecto de investigacion y en nuestro caso concluy6 con la
eleccion de construir poleas que simulan levantar un determinado peso. Para
ello se desarrollaron tres escenarios didacticos interactivos; cuestionarios
para alumnos; hojas de explicacién de objetivos para profesor; hojas de
manejo de escenarios.

Se propuso la primera a propuesta de reforma curricular, al sustituir el
tratamiento de los nimeros reales, primer tema de un curso de célculo
diferencial, por el de funciones reales. Para crear el escenario didactico que
introdujera el concepto de funcion real, se disefio el proyecto de accién
concreto de Poleas, que consiste de tres escenarios interactivos con poleas,
que el estudiante puede manipular para jalar una determinada carga. Al
establecer la relacion matematica de este proceso en tres etapas, emerge en
forma natural el concepto de funcién y dependencia funcional.
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PROYECTO DE ACCION CONCRETO

Un punto M se desplaza sobre un segmento. En M esta Altura de polea: SP =6,00cm
atado un cable, que pasa encima de una polea simple (Mover P para cambizrlz)

fila, y en el otro extremo M del cable esta colgada una Longitud de cable: 19,01 cm
carga. (Mover A para cambiarla)

Se propong estudiar la relacion entre la abscisa x de M,
w =5,y la altura y del punto M

Este segmento

Figura 3. El escenario de polea creado en Java.

En lo que respecta a la basqueda, seleccidn, exposicion, anélisis y discusion
critica de articulos, hasta el dia de hoy se han expuesto: 18 articulos, dos
conferencias magistrales y una exposicion de trabajo. Los trabajos llevan la
direccion de producir y disefiar experiencias de aprendizaje con tecnologia
para la promocién de conceptos matematicos del célculo, y discutir diversas
propuestas de carécter histérico-epistemoldgico que puedan mejorar la
ensefianza del célculo

En este sentido se ha propuesto introducir los conceptos del calculo
diferencial con los polinomios. La razon de proponer de inicio trabajar con
polinomios se debe a que histéricamente son las primeras funciones que
aparecen en la historia del calculo y permiten ejemplificar la mayoria de los
conceptos propios del céalculo, con relativa simplicidad algebraica vy
numérica. Es importante sefialar que la dificultad algebraica de la funcion
podria distraer u ocultar el concepto bajo estudio.

Lo anterior requiere de un acercamiento didactico bien definido y éste es el
que configura la propuesta que se presenta aqui y que ya ha sido
experimentada con profesores y estudiantes. Para lograr el objetivo de
nuestro proyecto de accion préactica, el esbozo grafico de un polinomio en
primer término y enseguida el de una funcion racional (Cuevas & Mejia,

El Calculo y su Ensefianza, Volumen 4, © 2013, Cinvestav-IPN, México, D.F. 77
http://mattec.matedu.cinvestav.mx/el_calculo/



CARLOS ARMANDO CUEVAS VALLEJO & FRANCOIS PLUVINAGE

2003). También se propone iniciar el estudio del esbozo grafico en los
polinomios haciendo un estudio reflexivo sobre las raices reales de una
ecuacion, este tema que formalmente seria de precélculo adquiere relevancia
en nuestra propuesta por que representa uno de los ejes fundamentales en el
estudio del célculo. En efecto, si se tiene una forma adecuada de calcular y
un significado claro de lo que una raiz real representa, conceptos como el de
monotonia, puntos criticos, concavidad, y puntos de inflexion se simplifican
de manera notable en su célculo y anélisis.

Precisemos este tema. Si el estudiante mediante problemas concretos
reconoce el significado de una raiz real en forma algebraica, gréfica y
numérica y mediante un uso adecuado de algun programa computacional, se
le proponen problemas en cada uno de los registros anteriores con
actividades que promuevan las respectivas conversiones o articulaciones a
los respectivos registros de representacién semidtica (RRS). Reciprocamente
se le ensefia como construir polinomios que tengan raices reales con valores
preestablecidos. Este estudio seria incompleto si no se considera el signo de
la funcion ya que al determinar todas las raices, por un principio de
continuidad bésico, se pueden establecer los intervalos que tienen un mismo
signo. Reciprocamente, si se conoce el signo de una funcién se pueden
localizar sus raices.

Es importante hacer un paréntesis para sefialar como al trabajar de esta
manera el estudiante se da cuenta de los elementos didacticos apuntados.
Primero es importante que desde el punto de vista psicoldgico y didactico
cada etapa dé lugar a un objetivo. En nuestro caso la comprension del
significado de las raices reales marca dicho objetivo. Otra regla fundamental
es que cada etapa parcial siente las premisas correspondientes para la
siguiente etapa. En este ejemplo el calculo de las raices reales es una etapa
parcial en el esbozo gréfico, la siguiente es el signo y en efecto las raices
reales cumplen con este cometido. Al resolver problemas en forma directa y
algebraica, el estudiante toma conciencia del registro algebraico, al calcular
su valor en forma aproximada y numérica del RRS aritmético o numérico, al
representar el problema en forma grafica el correspondiente RRS gréfico

Al establecer no sélo el célculo de las raices de un polinomio sino ademas
solicitar polinomios que tengan como raices valores dados de antemano
estamos dando cuenta de la operacién inversa. Al aplicar el concepto de
raices para determinar el signo de la funcidn estamos utilizando el concepto
recién adquirido en un problema de aplicacién del mismo.

El célculo de la monotonia, se simplifica de forma notable, utilizando el

78 El Calculo y su Ensefianza, Volumen 4, © 2013, Cinvestav-IPN, México, D.F.
http://mattec.matedu.cinvestav.mx/el_calculo/



INVESTIGACIONES SOBRE LA ENSENANZA DEL CALCULO

resultado del teorema que asocia el signo de la derivada con su monotonia y
de que si se conocen las raices del polinomio que resulta de la derivada
determinar el signo es sencillo puesto que al ser el polinomio una funcién
continua, el signo del mismo queda determinado por los intervalos cuyos
extremos son las raices del mismo.

En la idea de dosificar la complejidad del problema se plantea proceder de la
siguiente forma. En primer término estudiar, analizar y establecer métodos
para el calculo de raices reales de un polinomio. Enseguida plantear como un
problema préctico conocer el signo del polinomio (en muchas aplicaciones
economicas y de ingenieria s6lo importa el analisis de la parte positiva de la
funcidn), esto simplifica de forma notable el andlisis y significado de la
monotonia y concavidad de una funcién. Enseguida hacer un estudio sobre
los limites a + «© y - co de un polinomio en la idea de determinar con
precisién que al definir un esbozo grafico se tiene que saber de dénde viene
la funcién y hacia donde va. Es conveniente realizar el estudio tanto en
forma numérica como algebraica de tal forma que al tabular, con ayuda de la
computadora, valores de la funcion el estudiante adquiera una intuicion que
después confirmard con sus calculos algebraicos. Enseguida, se puede
considerar que la grafica de la funcion esta formada por pequefios segmentos
de recta (de hecho, es la forma en que una computadora construye la
grafica). Numéricamente, la pendiente de esos segmentos de recta no es mas
que la razén de cambio que es una aproximacién para la derivada. Para el
problema planteado lo que interesa principalmente es el signo y los ceros de
la razén, informacion que obtenemos de la derivada en forma semejante a la
del polinomio original puesto que las derivadas de un polinomio siguen
siendo polinomios.

4.Conclusiones

Establecer un acercamiento didactico al célculo diferencial e integral,
mediante una trasposicion didactica acorde al desarrollo histérico de los
conceptos del calculo. Partiendo del hecho de que toda forma de
conocimiento esta mediada por la accién de una herramienta material y/o
simbolica, proponemos que se incorpore en los cursos de calculo diferencial
a la computadora pero mas que como un resolvedor o graficador de
funciones se propone su uso como una herramienta cognitiva.

También se estudia el disefio de una propuesta que favorezca acercamientos
para que el estudiante construya conceptos importantes del célculo
diferencial e integral. Esta propuesta debera integrar varios registros de
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representacion a explorar bajo un esquema didactico definido.

Por ello se propone, para introducir cada concepto matematico importante
del célculo, la creacion de escenarios didacticos interactivos
computacionales que simulen una situacion real, de tal forma que al
establecer el modelo matematico de solucién los conceptos matematicos a
ensefiar emerjan. Se necesita una base empirica, que resulta de la
observacion de como estudiantes se comportan en sesiones experimentales.
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