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ALGUNOS APUNTES SOBRE EL USO DE GRAFICAS CARTESIANAS

Tomas Ortega
Universidad de Valladolid

RESUMEN

Lo que sigue tiene dos partes bien diferenciadas: una primera que presenta unas notas
elaboradas in situ sobre la exposicion de E. Lacasta y otra méas elaborada, que mas que una
réplica pretende dar una vision algo diferente sobre el uso de las gréficas cartesianas. La
reflexion personal y el concurso de las nuevas tecnologias marcan el enfoque que aqui se
describe.

0. ALGUNAS NOTAS

Parece l6gico pensar que una adecuada utilizacion de los graficos produce un impacto
en la actitud de los alumnos por la matematica, apreciando su lenguaje grafico sobre todo en
propuestas innovadoras que ya son las referenciadas en los trabajos del Shell Center, aunque
éstas fueron pioneras y su valor es incuestionable. Estos graficos cartesianos ya han pasado a
la literatura y, en cierto modo, han dejado su interés a representaciones de evolucion con
impacto social, por ejemplo: puntuaciones de baloncesto, control del balén en futbol,
velocidades en carreras ciclistas, etcétera. Es evidente que los gréficos cartesianos permiten
ver las caracteristicas globales de las funciones y también, ¢por qué no las locales?, pero en
ambos casos, sobre todo en el segundo, es necesaria una instruccion especifica.

FIGURAO

Asumiendo la idea de que la variedad de representaciones de un concepto supone
mayor profundizacion en su significado, cuando se conocen varias representaciones
cartesianas de un saber, éste sera mas profundo. Asi por ejemplo las graficas cartesianas sobre
el concepto de limite que muestra la figura O complementan la que usan habitualmente los
manuales para ilustrar el concepto de limite. La primera de ellas, atendiendo al proceso, da
respuesta a como debe ser la funcién y la segunda tiene en cuenta el calculo como
aproximacion.

En otro orden de cosas y, teniendo presente investigaciones realizadas en la
Universidad de Valladolid, parece que las cuestiones sobre graficos como iconos no son las
mas dificiles para los alumnos, aunque una clasificacion sin establecer previamente indices de
dificultad puede resultar engafiosa. La representacion cartesiana puede y debe ser un medio
de reflexidn para los alumno, marcando el punto de partida de un proceso y no la culminacion
del mismo. Asi lo entienden los coordinadores de las Matematicas Aplicadas a las Ciencias
Sociales de la Universidad de Valladolid, que en Pruebas de Acceso a la Universidad
permiten el uso de calculadoras graficas.
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1. ORIGEN, FUNCIONES Y CURRICULO

Considerando que las funciones pueden ser representadas verbalmente, es claro que el
principio de Arquimedes (278-212 a.C.), ““El empuje es el peso del volumen que desaloja”,
determina una funcion, cuya forma algebraica es E=P(v).

Por otra parte, Apolonio de Perga (S. Ill - S. Il a C.) ya habia considerado sistemas de
coordenadas, pero Nicolas de Oresme (1325-1382) represento ¢por primera vez? una cantidad
variable en un sistema cartesiano y sugirié funciones trascendentes.

Utilizando términos propios de la matematica, una representacion grafica es una
funcion de un conjunto de significantes en un conjunto de significados.

Ademas de construir una especie de memoria artificial que permite registrar en
particular diferentes caracteristicas de una funcion, las representaciones cartesianas también
puede ser instrumentos para la investigacion y para la busqueda de soluciones a ciertos
problemas, asi como representaciones de conceptos y constituir verdaderas demostraciones.
La didactica de los graficos y la orientacion educativa pueden otorgar otras funciones.

Mi experiencia como coordinador de las PAU de Valladolid me indica que una creencia
arraigada entre buena parte del Profesorado de Secundaria es que las funciones no se puede
expresar s6lo en modo grafico y, por tanto, “necesitan su formula” y, sin duda, los problemas
proceden de la traduccion del simbolismo algebraico al simbolismo grafico, mas que del
carécter polisémico de la escritura simbdlica.
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En los curriculos actuales de los paises europeos y en el propio curriculo espafiol se
insiste en la importancia de las traducciones entre los cuatro modos de representacion.

El alumno es capaz de traducir a condiciones y conceptos algebraicos los “rasgos
gréficos globales”, actividad contemplada en el curriculo espafol, que en el BOE 152 de
26/6/91 en el Real Decreto 16442 de Ensefianzas Minimas de ESO, en los criterios de
evaluacion del bloque 4, en el punto 4, sefiala:

“Este criterio supone el manejo de representaciones graficas, tanto para obtener
informacion a partir de ellas como para expresar relaciones de distinto tipo. La informacién
obtenida a través de las gréficas ha de ser tanto global (aspectos generales de la gréfica,
crecimiento etc.), como local (obtencién de pares de valores relacionados, etc.).

2. LA INSTRUCCION
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E. Lacasta (1998) cita como R. Duval distingue los registros de representacion de un
mismo objeto matematico y su tratamiento cognitivo diferente.

E. Castro y E. Castro (1997), al hablar de pensamiento visual, dicen que es posible
educar a los nifios y adolescentes para que su capacidad visualizadora se desarrolle y citan
como Zimmermann (1991) considera que se puede adquirir habilidad visualizadora.
Asimismo y en la misma obra, estos autores sefialan como una de las conclusiones de las
investigaciones de Kaput, Goldin, Duval, Glaesenfelg y Vergnaud es que “el incremento en la
capacidad de visualizacidon que se produce en el trabajo con representaciones graficas ayuda
al estudiante en su proceso de comprension de los conceptos matematicos”. Asi pues, parece
I6gico pensar que las concepciones gréaficas tienen bastante que ver con la visualizacion v,
segun Castro E. y Castro E. (1997, pag 104) no parece que los estudiantes puedan inventar o
interpretar por si mismos las representaciones convencionales, sino que han de ser instruidos
y educados en su uso y comprension. Asi, el uso que se hace para resolver un problema de
interseccion de graficas de funciones es, en general, distinto del que se hace para resolver un
problema de extrapolaciéon y, como manifiesta la experiencia que se muestra a continuacion,
la instruccion juega un papel fundamental. A 18 profesores de Educacion Secundaria, que no
habian sido instruidos, se les preguntd si ellos creian que las gréficas de las funciones
exponencial y logaritmica, reciprocas una de otra, de base a>1 se cortan. La respuesta fue
unanime: NO.

14

FIGURA 2 FIGURA 3
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FIGURA 4 FIGURA 5

Tras mostrar las figuras 2, 3, 4 y 5 la respuesta y su convencimiento fueron unanimes:
Sl

El uso que se hace de los graficos para resolver un problema de interseccién de graficas
de funciones no es ni parecido al uso de los mismos para resolver un problema de
extrapolacion.

Asi pues, parece que con una instruccion adecuada los gréaficos proporciona per se las
condiciones necesarias para la adquisicion de nuevos conocimientos.

En la investigacion que venimos desarrollando en la Universidad de Valladolid desde
hace unos afios sobre la didactica del concepto de limite, después de trabajar los diferentes
lenguajes, hemos encontrado que el grafico es la via més eficaz de transmision de saberes.

3. EL GRAFICO COMO ABACO

Depende de la precision del grafico. Si éste es poco preciso -el procedimiento de
construccion es manual- puede ser una fuente de errores, figura 6, mientras que si se dibuja
con medios informaticos el resultado es muy diferente, figura 7.
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A
-
V=X
y=tan(x)
FIGURA 6

y=tan(x)

FIGURA 7

Una construccion manual puede ser mas un esquema gue una representacion de una
funcién y los alumnos suelen conceder mas credibilidad a estos que a las deducciones

Schoenfeld (1988).

La precision que actualmente se consigue a través del uso de los recursos gréaficos de la
alta resolucion es algo que se debe tener en consideracion (Tall 1997). El grafico de la figura
8 muestra con absoluta claridad, entre otras cosas, que las funciones y=tan(x), - p/2<x< p/2 e

y=X s0lo se cortan en el origen.
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FIGURA 8
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FIGURA 9

La lectura “directa” no siempre es facil y tiene bastante que ver con la instruccion
recibida. Por ejemplo, en una experiencia ante Profesores y Licenciados en Matemaéticas,
Valladolid (1992-1993), se les pidio que obtuvieran las abscisas de la funcion representada en
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la figura 9. Estos profesores nunca habian sido instruidos en medir y utilizar las escalas de los
ejes coordenados Y la respuesta dada por buen numero de ellos fue sorprendente. Ellos creian
que las abscisas eran p/2 y 3p/2 y no atribuyeron ningun efecto al factor x.

La orientacion de los gréficos cartesianos es otra variante que con cierta frecuencia hace
que los alumnos hagan interpretaciones erroneas. Un estudio de 4 casos con alumnos
brillantes de 15, 17, 18 y 19 afios sobre el grafico de la diferencial, Valladolid (1997-1998).
Disponiendo ellos del segmento diferencial en una curva convexa se les pidioé que hicieran lo
propio en una curva como la de la figura 10. Uno sefialo AE, otro BF, un tercero CDy AE y
el restante s6lo CD. Los tres que cometieron su error lo justificaron porque, segun ellos, no
puede estar la curva en el medio, y, por simetria, el segmento tiene que estar al otro lado. En
las entrevistas desvelaron que los tres achacaron su error al cambio de orientacion de la curva
y dijeron: “Ahora esta hacia abajo y nos despista”.

4. GRAFICOS INTERACTIVOS. EL ORDENADOR

Se puede concebir al grafico como un objeto susceptible de ser transformado mediante
traslaciones, f(x)+c y f(x-c), reflexiones, -f(x), y estiramientos, f(x), (Confrey, 1992), tomado
de Tall (1997) y es evidente que el uso de software aclara los problemas de interpretacién de
estos significados que causan grandes dificultades a los alumnos (Dreyfus y Eisember, 1987,
tomado de Tall 1997).

Se puede lograr una aproximacion visual potente usando ordenador mediante el
agrandamiento del grafo de una funcién. Este proceso usa la misma idea fundamental del
analisis no estandar de que el grafo de una funcion diferenciable en un agrandamiento
infinito es una recta. En versién computacional cuando el grafo se agranda se ve menos
curvado, parece una recta y, entonces, el gradiente de la curva se representa por la pendiente
de la linea de la pantalla.

Tales aproximaciones estan sujetas a las limitaciones graficas del ordenador, notando
gue solo se puede ver una aproximacién al concepto mental. Sin embargo, también conviene
notar que la alta resolucion grafica ha supuesto un salto cualitativo importante en esta
aproximacion. Segun Tall (1997), esta caracteristica hace que el concepto de limite implicito
en el zoom de software adecuado es un procedimiento mejor que el explicito de la definicion
formal.

El entorno juega un papel fundamental. EIl ordenador permite explorar el concepto de
funcién y, por tanto, los rasgos globales y segun Cuoco (1994), tomado de Tall (1997), los
estudiantes que dibujan los graficos de funciones usando papel y lapiz los ven como una
forma geométrica mientras que los que utilizaron programas de LOGO (de forma continuada)
alcanzaron significativas destrezas de interpretacion.
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El proceso de almacenar informacion resulta mas estatico que otra cosa y no parece que
sea el mas natural. En el proceso de construccion de la matematica lo primero que se concibe
es la idea, ésta se representa, después se estudia explorando y conjeturando, y, finalmente,
resulta la formulacion simbolica. Asi, la idea de recta tangente esta implicita en la propia
curva, ya que el grafo de una funcion diferenciable es suave y en un agrandamiento infinito es
una recta (figura 8). Se puede dar una version computacional de esta idea usando el zoom, ya
gue cuando el grafo se agranda se ve menos curvado, parece una recta y, entonces, el
gradiente de la curva se representa por la pendiente de la linea de la pantalla.

Segun Tall (1997) el concepto de limite implicito en el zoom es un procedimiento mejor
que el explicito de la definicion formal. La grafica 8, que recoge el zoom de la recta tangente
a la gréfica de la funcion y=tan(x) en x=0, muestra el resultado de este proceso.

El uso adecuado de las gréficas es la clave de que estas aporten luz sobre muchos
conceptos, que hasta hace poco tiempo era impensable. Segun Tall (1993), Schneider (1993)
informa, que al intentar calcular las sumas de Riemmann bajo la curva y=x, algunos alumnos
creian que el area de los rectangulos no se podia sumar, ya que se reducen segmentos y su
area es cero.

Sierpinska (1984; 1987) describe los obstaculos conceptuales implicitos en los procesos
de limite, entre ellos, que el limite es inalcanzable.

Segun D. Tall (1997) los alumnos pueden aprender a discutir estos conceptos mediante
magnificaciones y lo ejemplifica con el Teorema Fundamental del Calculo aplicando la idea
de que todo grafo continuo “se hace plano” mediante estiramientos horizontales. David Tall
representa en un rectangulo de tamafio fijo una zona de la grafo manteniendo constante la
escala del eje de ordenadas y haciendo estiramientos en el eje de abscisas (h 0), con DERIVE
es una simpleza, y los alumnos ven que las areas no son nulas. La figura 12 muestra el
estiramiento de una zona de la gréfica representada en la figura 11, la zona esta incluida en el
rectangulo.

{Area} over h = {A(x+h)-A(x)} over h f(x)
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FIGURA 11

y=xsen’(2x)
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FIGURA 12

Estas representaciones no eliminan todos los problemas de comprension y nuevamente
surgen obstaculos cognitivos ligados al concepto de limite.

5. LOS GRAFICOS COMO PRUEBAS

Teniendo en cuenta los fines de la demostracion descritos por A. Bell (1972) -
verificacion, iluminacion y sistematizacion- y el posterior desarrollo debido a M. de Villiers
(1994), -verificacion/conviccion, explicacion, sistematizacion, descubrimiento vy
comunicacion- la pregunta de si ciertas representaciones graficas se pueden considerar
demostraciones sigue abierta. R. B. Nelsen (1993), tras exponer un resumen de 144
publicaciones de “pruebas sin palabras”, deja abierta esta pregunta. El ha inspirado la
siguiente “demostracion”.

Enunciado: Dado un producto de dos nimeros positivos, la suma de estos es minima
cuando ambos son iguales

Prueba: esta implicita en la figura 13.
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6. GRAFICOS CONCEPTUALES

Lo mismo que las funciones pueden ser expresadas en un lenguaje grafico, mediante su
grafo cartesiano, los conceptos del analisis pueden expresarse en este lenguaje mediante el
correspondiente grafico cartesiano como un lenguaje de representacion.

Es facil imaginarse los graficos cartesianos que expresen los conceptos de
aproximacion, limite, continuidad, derivabilidad, diferencial, tangente, asintota, crecimiento,
extremos, convexidad, t. de Bolzano, t. de Weierstrass, t. de Darboux, t. de singularidad, t.
del valor medio, teorema fundamental del célculo, ...

¢Es un lenguaje universal? ;Que problemas surgirian al interpretar el lenguaje
simbolico y viceversa? ¢ Constituirian por si solos una herramienta de transmision de saberes?
¢Qué papel jugarian en la adquisicion del conocimiento? ... S6lo son preguntas, pero quizas
conviniera hacer alguna reflexién sobre ellas.
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