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Resumen

El trabajo que aqui se presenta es un avance de la investigacion que trata de responder la pregqunta
¢ccudles son las construcciones mentales sobre la integral definida que desarrollan los estudiantes
cuando el concepto se presenta mediante la funcion de acumulacion de una funcion dada?. La
experiencia de ensefianza se realizo con 10 estudiantes de primer semestre de ingenieria en sistemas
computacionales del IPN. El desarrollo de este trabajo toma como base el ciclo de investigacion
propuesto por la teorin APOE. Los resultados de la experiencia preliminar muestran que la
construccion de la integral definida via la funcién de acumulacion implica la realizacion y uso de
varias construcciones mentales dentro de las cuales podemos destacar los siguientes Procesos:
construccion de una funcion escalonada, sucesion como funcion, particion, suma de Riemann
interpretada como funcion de acumulacion y limite de una suma de Riemann.

Palabras claves: Integral definida, funcion de acumulaciéon de una funciéon dada, teoria
APOE, construcciones y mecanismos mentales.

Introduccion

La integral definida es uno de los conceptos fundamentales del cdlculo, es una
herramienta muy importante para otros campos como fisica, economia, estadistica, etc., y
es un concepto relevante para abordar una amplia gama de problemas que los estudiantes
de ingenieria utilizan en sus programas de estudio. Sin embargo, en diferentes
investigaciones (Orton, 1983; Bezuidenhout & Olivier, 2000; Saley, 2006) se ha
manifestado que los estudiantes no logran una comprension real de este concepto. Esto
ha motivado que distintos trabajos se centren en identificar las dificultades en la
comprension de la integral definida y en buscar alternativas didacticas que contribuyan a
una mejor comprension del mismo.

La comprensién de la integral definida por parte de los estudiantes, de acuerdo con
nuestra experiencia y los resultados obtenidos en diversas investigaciones, presenta
deficiencias, dentro de las cuales se pueden destacar las siguientes: generalmente los
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estudiantes identifican la integral como una primitiva, las integrales definidas se
identifican con la regla de Barrow y no se integra el concepto de drea con el de integral
(Bezuidenhout & Olivier, 2000). Estas deficiencias se manifiestan cuando los estudiantes
tienen problemas para interpretar el drea limitada por la grafica de una funcion que pasa
de positiva a negativa o viceversa o bien, presenta discontinuidades; cuando no logran
establecer una conexion entre el pensamiento numérico, algebraico, geométrico y
analitico; cuando utilizan su definicién de manera algoritmica, mecanica o memoristica;
o bien cuando piensan la integral definida asociada al concepto de area pero aislada de
otros contextos.

Una arista del problema es la forma en que se produce el cambio del bachillerato a
la universidad en la ensenianza de la integral definida: reglas de integracion contra
significado de la integral definida. La manera como diferentes libros de texto presentan
este concepto y como algunos de ellos hacen mayor énfasis en los procesos algoritmicos
y algebraicos, antes que el significado analitico, es otra arista del problema, esto ha
conducido a que el significado que los estudiantes asocian a la integral definida sea el de
encontrar una primitiva, esto es, una funciéon de la que se conoce la derivada, la cual se
debe evaluar en los limites de integracion para encontrar un valor (que quien sabe que
signifique). También ha conducido a que el acercamiento por medio de sumas de
Riemann esté asociado sélo al cdlculo de areas de regiones planas sin conexion con la
integral definida.

Debido a la cantidad de elementos que intervienen en la construcciéon de la integral
definida (funcién, particion, sucesidn, limite) hacen de éste, un concepto realmente
complejo en la ensenanza de las matematicas. Los libros de texto, revisados, presentan la
integral definida de una funcién dada en un intervalo cerrado [a, b] mediante la suma de
Riemann y hasta que se aborda el Teorema Fundamental del Calculo se hace referencia a
la funcién de acumulacién, F(x) = f; f(t)dt. Thompson y Silverman (2007) sefialan que
sin un enfoque adicional en la construccion, representacion y comprension de las sumas
de Riemann, hay pocas razones para creer que los alumnos comprenderan que la funcion

de acumulacion de una funcién dada juega un papel central en el Teorema Fundamental
del Calculo.

Tomando como base las ideas de Thompson y Silverman (2007) quienes plantean
que el analisis de la funcion g (denominada por los autores como funciéon de acumulaciéon

x-a
de Riemann), definida como, gpy q(x) = ZEEI f(iAx + a)Ax, a <x < b, donde fes una
funcién continua real sobre [a, b] y Ax > 0, podria permitir a los estudiantes desarrollar
una concepcion Proceso de las sumas de Riemann (una concepcion Proceso en términos
de la teoria APOE se describe mas adelante), hemos encontrado en la funcion de
acumulacion ¢ de una funcion dada f, una manera alternativa para presentar la integral
definida. En el ciclo de investigacion de la teoria APOE directrices para el disefo e
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implementacidn de este enfoque y en el software Mathematica un ambiente para expresar
las construcciones de los objetos matematicos que realizan los estudiantes. Lo anterior nos
ha conducido al planteamiento del siguiente problema de investigacion en el marco de la
teoria APOE.

(Qué esquemas de la integral definida desarrollan los estudiantes de ingenieria
cuando el concepto se presenta mediante la funcién de acumulacion?

Para hacer un acercamiento a la respuesta de esta pregunta, se intentara responder
las siguientes cuestiones mas especificas.

¢Qué construcciones (Acciones, Procesos y Objetos) de la Integral Definida realizan
los estudiantes cuando el concepto se presenta mediante la funcidon de acumulacién?

¢De qué manera el uso del ambiente Mathematica contribuye al desarrollo de
esquemas de la integral definida cuando el concepto se presenta mediante la funcion de
acumulacion?

Antecedentes

Algunas investigaciones sobre la integral definida revelan las dificultades en el
aprendizaje y comprension de este concepto y la necesidad de una mayor indagacion en
este campo del conocimiento. En este sentido, Orton (1983) pone de manifiesto las
dificultades de los estudiantes en comprender la integral definida como el limite de una
suma debido a una comprension no adecuada del proceso de limite; Bezuidenhout y
Olivier (2000) indican que una de las dificultades radica en concebir la integral definida
como un drea, sin acabar de precisar que para ello se requiere que la funcion sea positiva;
Llorens y Santoja (1997) ponen de manifiesto que las dificultades estan relacionadas con
el dominio de los procedimientos algoritmicos frente a los aspectos conceptuales de la
integral definida.

Por otro lado, investigaciones sobre el desarrollo de la comprension de la nocion
integral definida aportan informacion en el campo de la ensehanza, en esta linea. Por
ejemplo, Turégano (1998) propone presentar la integral a partir de su definicién
geométrica; Czarnocha, Prabhu y Vidakovic (2001) plantean la necesidad de coordinar
dos esquemas: el esquema visual de la suma de Riemann y el esquema del limite de una
secuencia numeérica; Thompson y Silverman (2007) plantean introducir el concepto
mediante la funcion de acumulacion; Camacho y Depool (2003a) analizan la influencia
del uso del CAS Derive en la idea de area limitada por una curva y el eje OX; y Boiges,
Llinares y Struch (2010) proponen un modelo de aprendizaje que integra las nociones de
particion de un intervalo, de sumas de Riemann y de limite de una sucesion de sumas de
Riemann de manera anidada ya que desde su punto de vista el uso de la idea de sucesion
entendida como una funcién dependiendo del valor de n de la particion aplicado a las
sumas de Riemann les debe permitir construir un esquema de la integral definida.
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En relacion a presentar el concepto integral definida mediante la idea de area bajo
una curva Bezuidenhout y Olivier (2000) revelan que una concepcion de los estudiantes
es “la integral definida provee un valor positivo”, una razon de tal procedimiento es la
conexion de la integral definida con el area entre la grafica y el eje OX, Bezuidenhout y
Olivier creen que esa concepcion puede deberse a una abstraccion insuficiente de las
imagenes del concepto de integral, ligadas al area como contexto. De acuerdo con estos
resultados, el estudio realizado por Turégano (1998) destaca que el enunciado “area bajo
la curva” resultd conflictivo para los estudiantes cuando la funcién toma valores
negativos.

Los resultados de estas investigaciones senalan que la comprension de la integral
definida toma en cuenta la necesidad de relacionar las nociones de funcion, sucesiéon y
limite con la de suma de Riemann, para potenciar una comprension que vaya mas alla de
la pura manipulacion procedimental y considerar el desarrollo de la comprension de la
integral definida como un concepto dindmico que va incorporando nuevos elementos.
Pensamos que la presentacion de la integral definida mediante la nociéon de acumulacion
en otros contextos ademas del matematico, donde las cantidades acumuladas toman
valores positivos, negativos o cero, puede contribuir a una construcciéon mads rica donde
la suma de Riemann no se aplique iinicamente en situaciones que implican cantidades
tijas de alguna cantidad (por ejemplo: trabajo total, drea, volumen, etc.) sino cantidades
variables de alguna cantidad.

Referentes tedricos

Como senalamos anteriormente, el desarrollo de este trabajo se realizdé tomando como
referencia el ciclo de investigacion propuesto por la teoria APOE, desarrollada por
Dubinsky y por un grupo de investigadores (Arnon et al., 2014). Este ciclo estd compuesto
por tres componentes: 1) Analisis tedrico, 2) Disefio e implementacion de la ensefianza y
3) observacion, andlisis y verificacion de datos.

El propdsito del andlisis tedrico de un concepto es proponer modelos que pueden
desarrollarse en la mente de un individuo cuando esta tratando de aprender un concepto
matematico. Un primer acercamiento al andlisis tedrico da lugar a un modelo preliminar
conocido dentro de esta teoria como descomposicion genética preliminar del concepto el cual
es un conjunto estructurado de construcciones mentales (Acciones, Procesos, Objetos y
Esquemas) que pueden describir cémo el concepto puede desarrollarse en la mente de un
individuo (Asiala et al., 1996). Las abstracciones reflexivas utilizadas para realizar las
construcciones mentales se conocen en la Teoria APOE como mecanismos mentales y son
caracterizados de la siguiente forma (Asiala et al., 1996):

La interiorizacion, es la construccion mental de un proceso que tiene que ver con
la reflexién sobre la repeticion de una serie de acciones sobre objetos cognitivos. La
coordinacion, es la accion mental de tomar dos o mas procesos y usarlos para construir
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un nuevo proceso. La inversion puede realizarse una vez que el proceso existe
internamente ya que el sujeto tiene la posibilidad de invertirlo, en el sentido de
deshacerlo, para construir un nuevo proceso original. La encapsulacion es la
transformacion mental de un proceso dindmico en un objeto cognitivo estatico. La
desencapsulacion, es el proceso mental de regresarse desde un objeto al proceso desde el
cual fue encapsulado el objeto o tuvo su origen. La generalizacion ocurre cuando el sujeto
llega a ser consciente de una aplicacion mas amplia de un esquema determinado. Por
ultimo, la tematizacion es la reflexion sobre la comprension de un esquema,
concibiéndolo como "un todo", sobre el cual se pueden realizar acciones.

Las construcciones mentales que, desde el punto de vista de la teoria APOE, un
individuo desarrolla en la construcciéon de un concepto matemadtico se describen a
continuacion.

Cuando un individuo realiza una transformacion fisica o mental como resultado
de un estimulo externo que da detalles precisos de los pasos que se van a seguir se dice
que el individuo desarrolla una construccion de Accion. Cuando un individuo reflexiona
sobre la accidén y construye una operacion interna que realiza la misma transformacion,
esto es, puede pensar en cdmo llevar a cabo el mismo tipo de accidn, sin la necesidad de
estimulos externos, ademas puede describir los pasos involucrados en la transformacién
e incluso invertirlos teniendo de esta manera mas control de la misma entonces se dice
que la accién se ha interiorizado a un Proceso. Cuando un individuo se da cuenta que se
pueden realizar transformaciones sobre un proceso particular y es capaz de construir
explicitamente o en su imaginacion tales transformaciones, se dice que el proceso se ha
encapsulado en un Objeto. Esta encapsulacion se logra cuando el individuo llega a ser
consciente del proceso como una totalidad y se da cuenta que las transformaciones
pueden actuar sobre dicho proceso. Dentro de esta teoria se considera que un Esquema
de un individuo es la totalidad de conocimiento el cual para él estd conectado (consciente
o subconscientemente) a un topico matematico determinado y precisan un esquema como
un conjunto coherente de Acciones, Procesos, Objetos y Esquemas previamente
construidos al que se recurre para tratar con una situacion matematica (Asiala, et al., 1996;
Arnon, et al., 2014).

Cuando un individuo se enfrenta a una situaciéon matematica especifica, evoca un
esquema para resolverla, pone en juego aquellos conceptos que estan disponibles para €l
en ese momento, establece relaciones entre ellos y realiza el tipo de construcciones que
posee del concepto (Acciones, Procesos y Objetos). Diferentes estudiantes pueden
establecer distintas relaciones usando los mismos conceptos cuando enfrentan una misma
situacion, el tipo de relaciones y construcciones que hacen los estudiantes depende del
conocimientos matematico que se tenga (Trigueros, 2005).
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En la teoria APOE el término concepcidn se refiere a la idea o comprension del
individuo la cual se desarrolla como resultado de la actividad reflexiva (Arnon et al 2014,
p. 18). Un estudiante puede tener una concepcion Accion, una concepcion Proceso o una
concepcion Objeto de un concepto matematico determinado. Por ejemplo, en el caso de
funcién, un individuo que requiere de una expresion explicita para sustituir la variable
por un valor especifico y manipularla, se considera que tiene una comprension de Accion
de funcion (Dubinsky el al. 2005a, p. 338, referido en Arnon et al. 20014, p. 19), en este
sentido se dice que tiene una concepcion Accion del concepto de funcidn; en cambio, un
individuo con una comprension de Proceso de funcién podria construir un proceso
mental para una funcién dada y pensar en esta en términos en entradas, posiblemente no
especificadas, y transformarlas para producir salidas, en este caso se dice que el individuo
tiene una concepcion Proceso de funcion.

Para el caso de la integral definida Arnon et al. (2014) sefialan que un individuo
con una concepcion Accion puede determinar una estimacion de la integral definida como
un darea bajo una curva, dando subintervalos especificos de un tamano dado,
construyendo un rectangulo bajo la curva para cada subintervalo y calculando la suma de
las areas de los rectangulos. Asi al trabajar con una situacion que involucra la integral
definida, el estudiante necesitard de pista externas (una expresion algebraica, una grafica
o una tabla) que le indique como determinar la altura de cada rectdngulo, asi como el
ancho de cada subintervalo. La Accién de determinar las sumas de Riemann para una
particidn particular es interiorizada en un Proceso cuando un individuo puede describir
como determinar la suma de Riemann para cualquier particion y puede imaginar que este
proceso continia cuando decrece la longitud del subintervalo mas grande. Se necesita
aplicar una Accion al Proceso suma de Riemann para obtener el drea bajo la curva de una
funcion en un intervalo cerrado. La accion aplicada es el “limite” de la suma de Riemann.
Para determinar la existencia de este limite y /o para calcular su valor, el estudiante
necesita encapsular el Proceso “suma de Riemann” en un Objeto.

En el desarrollo de esta investigacion hemos comenzado con la segunda componente
del ciclo de investigacion, disefio e implementacion de la ensefianza, con el objetivo de
identificar las construcciones mentales que realizan los estudiantes y las relaciones entre
ellas que nos permita plantear una descomposicion genética de la integral definida.

Diseiio del estudio

La experiencia preliminar se realizé con diez estudiantes de primer semestre de Ingenieria
en Sistemas Computacionales de la Escuela Superior de Computo del Instituto Politécnico
Nacional (ESCOM-IPN). Los estudiantes, voluntarios, participaron en 11 sesiones
presenciales, extra clase. Tres sesiones de entrenamiento con el software Mathematica con
el proposito de familiarizarse con su entorno y ocho sesiones para la ensefianza y el
aprendizaje de la integral definida.
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Ensefnanza de la Integral Definida

La estrategia pedagodgica empleada en esta investigacion toma como base el ciclo de
ensefianza ACE (Actividades en el laboratorio, discusion en el salon de Clases y Ejercicios
extraclase) sugerido por la teoria APOE, con algunas modificaciones. El ciclo de
ensefianza propuesto inicia con Actividades en computadora usando el software
Mathematica, Ejercicios extra clase con Mathematica y Discusion de las soluciones en un
foro y en el laboratorio. La organizacion de la estrategia pedagogica da lugar al ciclo de
ensenanza AED.

La ensenanza de la integral definida se desarrollo en 8 sesiones (90 minutos cada
una), dos sesiones cada semana, durante cuatro semanas y se integr6 por 20 actividades.
El trabajo de las sesiones se realizd en parejas y algunas actividades extraclase se
realizaron de forma individual.

Para el disefio de las actividades se propone una serie de pasos relacionados, que
integran las nociones de: particion de un intervalo cerrado, sucesion, funcion, funciéon de
acumulacion de una funcion dada y limite de una funcion, tanto a nivel geométrico como
analitico.

Dada una funcion f, un intervalo cerrado [a, b] subconjunto del dominio de fy un
entero positivo 1, en el camino geométrico, se colocan marcas, sobre el segmento de recta
que representa al intervalo cerrado [g, b], para dividir el intervalo dado en n subintervalos
regulares, se identifican los puntos sobre la grafica de f, que corresponden al valor de la
funcion en los extremos de los subintervalos, se construye la gréafica de una funcién
escalonada considerando que la funcion f es constante en cada subintervalo y se
construyen rectangulos tomando como base la funcién escalonada. En el camino analitico,
se determinan los extremos de los subintervalos, se calcula el valor de la funcion en los
extremos de los subintervalos, se determina el ancho de cada subintervalo, se calculan las
cantidades formadas multiplicativamente (ancho del subintervalo por el valor de la
funcién en el extremo inferior de cada subintervalo) y se construye una lista finita de
acumulaciones.

Las actividades de ensefianza se estructuraron de la siguiente forma: acumulacion
de una funcién constante, acumulacion de una funcion constante a trozos y acumulacion
de una funcion continua no constante. Las actividades de la experiencia exploratoria estan
planteadas en el contexto de la matematica y de la fisica. En este documento se hace
referencia a la acumulaciéon de una funcidon dada en el contexto de la matematica.

Descripcion de los resultados

La experiencia de aprendizaje comenzd con actividades donde los estudiantes
realizan acciones sobre intervalos fijos y funciones especificas como la divisiéon del
intervalo dado en un nimero fijo de subintervalos y la evaluacion de la funcién en el
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extremo inferior de los subintervalos evidenciando sus acciones a través de algunos
comandos de Mathematica.

Asi, los estudiantes comienzan construyendo una suma de Riemann para
diferentes valores de 1, construyendo de esta manera una sucesion de sumas de Riemann

Dentro de las actividades propuestas una cuestion que se plantea es construir una
lista ordenada de acumulaciones de una funcion usando el comando Table (este comando
permite generar una lista de elementos) del software Mathematica como se muestra en la
figura 1.

Figura 1. Cuestion planteada sobre una lista ordenada de acumulaciones

Usa el comando Table para construir la sucesion de acumulaciones formada de la siguiente forma:

Primer elemento f(1)h, segundo elemento f(l1)h+f(l +h)h, tercer elemento f(I)h+f(l +h)h+f(l +2h)h,
cuarto elemento f(1)h+f(1 +h)h+f(1 +2h)h+f(l +3h)h, asi sucesivamente, hasta que |+nh=10, donde h
es ancho de cada subintervalo. Expresa |a respuesta como una lista de elementos. Explica qué significado tienen

los valores de los elementos de la sucesion.

75% =

En la figura 2 se muestra el trabajo de los estudiantes en la construccion de una lista
ordenada de acumulaciones de la funcién f(x) = |2x| como se define en la figura 1.

Figura 2. Construccion de una lista ordenada de acumulaciones de la funcién f(x) =
|2x| en el intervalo [1,10]

* — Parejas Respuesta
_ 145 k 15 9 0 27 35 65 77
- Table[Z(f[H(i—n L35, 710.5 = -—=
119 135 189

1=1
— <)+ 1),k 118)] 4552-—-7-76«85' 2
n

T T )] b, 0.07)] 45«52-7-7-7&35' ~J
f(x) = [2x] en [1,10]
ListPlot 3 1},{2 >
istPlot[{{, 1}, {2,},
59 7 27y (9 35 o
{E’E}’{3'7}’{_’10}’{4’ 2} {2 2} 5.22), .
{11 27} {6 65} {13 77} 7 45}{ } {8 119,
2771020272 2. -
17 135 19 189 S
{ } {9,76}, { 85},{10,___}}’ —— 4 c 0 10
2’ 2
PlotStyle — [RGBColor[1.,0.,0.4]]

Del anadlisis del trabajo podemos destacar que los estudiantes son capaces de
determinar una lista ordenada de acumulaciones de una funcién constante a trozos, para
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funciones especificas definidas en un intervalo dado. Consideramos que el hecho de que
la funcién con la que trabajaron fue escalonada permiti¢ a los estudiantes identificar el
cambio en el argumento de la funcion lo que no ocurrié cuando la funcién con la que
trabajaron fue una funcion constante. Surge de manera natural el uso del simbolo de
sumatoria en la construccion de la lista ordenada de acumulacion, incluso algunos de ellos
son capaces de representar graficamente las acumulaciones apareando las abscisas de los
extremos superiores de los subintervalos con los elementos de la lista ordenada de
acumulaciones (ver figura 2).

Por otro lado, explicar como construir una funcion algebraica que les permita
determinar las acumulaciones obtenidas en la figura 2, fue dificil para los estudiantes.
Consideramos que una de las razones de esta dificultad fue la diferenciacion entre
parametro y variable asi como el hecho de que los estudiantes identifican con el mismo
nombre diferentes pardmetros, otra de las razones es que los estudiantes requieren
conocimientos de una concepcion Proceso de funcion que les permita identificar el
dominio y la imagen de la funcion de acumulacion. Las explicaciones de los estudiantes
se muestran en la tabla 1.

Tabla 1: Explicaciones de los estudiantes sobre cémo construir una funcion de

acumulacién
Parejas Respuesta
1 La funcion para determinar las acumulaciones seria la funcién original

evaluada en el inicio del intervalo mas una variable por el ancho del intervalo,

v eso multiplicado por el ancho del intervalo.

2 Con una integral definida de la funcion f{x). desde el inicio del intervalo "a"
hasta el final del intervalo "&".

3 Con la funcion fx) evaluada en un nimero que vaya desde uno a 18,
obtendremos el drea formada entre la funcién f(x) = [2x] v el eje de las

abscisas correspondiente al intervalo (1.x)

4 Con una sumatoria de la sumatoria anterior

Como en el ejemplo anterior, nos podemos basar en que necesitamos tanto la

(]

funcidn f{x) a la cual se le determina las acumulaciones, la funcion g(x) =
1 + nh.el nimero de subintervalos v su longitud que es i = bﬂ;ﬂ donde a es
el inicio del intervalo total v & el fin del intervalo total.

Después para las acumulaciones solo seria una funcion que relacione las dos

de esta manera v tabule los resultados.

Ante esta dificultad, la profesora que implementa la actividad, solicita a los
estudiantes representar simbdlicamente, en la pizarra, lo que explican. En la tabla 2 se
muestra lo escrito en la pizarra.
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Tabla 2: Representacion simbolica de las explicaciones de los estudiantes dadas en

la tabla 1.
Parejas Respuesta
1 F(1+nh)h
: ) )
3 flx) =35, f(1+nx)x paratodo x € [1,18]
4 T Y fIl+ (=1 «h]«h] 12,18
5 F(x) = %y F(1+ nh)h x=0.1,2, 18

Mediante preguntas planteadas como ;Cudles son las variables que estan
cambiando? ;Qué valores toma la variable independiente? la profesora que implementa
la actividad propicia la reflexion de los estudiantes. Los estudiantes analizan las
expresiones escritas en la pizarra, hacen comentarios entre ellos e identifican a las
expresiones de las parejas 2 y 5 como aquella que podrian permitirles obtener las
acumulaciones obtenidas en la figura 2. Después de intercambiar opiniones los
estudiantes logran construir las siguientes funciones Itg(x) = | lx f®)dt y acum(x) =

1[f(1 4+ (i = 1)h)]h. La primera, es la funcién de acumulacion de la funcion f en el
intervalo [1, x], los estudiante construyen esta funcidn en base a la expresion f; f(t)dt
dejando fijo el limite inferior, a=1, y variando el limite superior, b=x. La segunda, es una
funcidon que construyen los estudiantes para intentar generar la acumulaciéon de una
funcion f desde uno hasta los extremos de los subintervalos. Al evaluar para diferentes
valores de x los estudiantes se dan cuenta que las funciones construidas son diferentes
(figura 3).

Figura 3. Evaluacién para diferentes valores de x (extremos de los subintervalos) de las
funciones construidas por los estudiantes Itg(x) = [ lx f®)dt y acum(x) =

=lf A+ G- Dh]h
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Como se puede observar, los estudiantes no tienen dificultades para calcular una
expresion, Yi-,[f(1+ (i—1)h)]h conn =1,234,...,,18,que les permita calcular las
acumulaciones obtenidas en la figura 2, pero presentan dificultades para construir una
funcion algebraica que les permita determinar tales acumulaciones. En las funciones de
acumulacion construidas los estudiantes identifican las cantidades formadas
multiplicativamente (f(t)dt y [f(1 + (i — 1)h)]h, pero no es claro para ellos el papel de
la variable independiente en la funcion de acumulacion. Hasta que una de las estudiantes
sefala que el limite superior de la notacion de sumatoria debe ser un entero que indica el
numero de veces que se deben sumar las cantidades formadas multiplicativamente,

pueden establecer el limite superior de la sumatoria como [%J y replantear la funcion de
acumulaciéon como acum(x) = ZiEJ [f(1+ (i —1)Ax)]Ax, llamada funcién de
acumulacion de Riemann por Thompson y Silverman (2007).

Cabe aclarar que consideramos una funciéon de acumulaciéon de Riemann en el
sentido de Thompson y Silverman quienes modifican la suma de Riemann considerando
dx como un pardmetro y x variable, es decir de la siguiente manera

Esto evidencia que un estudiante que ha construido el proceso de calcular la
acumulacion de una funcion escalonada en el intervalo [a, b] es capaz de deshacer el
proceso para calcular la acumulaciéon de una funcién escalonada en el intervalo [a, x],
donde x es el extremo de los subintervalos, ademas es capaz de explicar que para todos
los valores de x tales x; < x < x;_; la acumulacion es la misma. Cuando esto ocurre, se

puede decir que el estudiante muestra evidencia de una concepcion Proceso de la integral
definida.

Ahora bien, para determinar una aproximacion a la integral de una funcién continua
f en el intervalo [a, b], mediante una funcién de acumulaciéon de Riemann, se requiere
construir una funcién escalonada, la cual se puede construir, por ejemplo, usando el
extremo inferior de los subintervalos, [x;, x;_] del intervalo [a, b] y considerando que para
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todos los valores de x, tales x; < x < x;_1, la funcion es constante y su valor es f(x;). En
este caso se ha llamado a la funcion escalonada como rizq(x,a, Ax), donde a y Ax son
valores especificos. Posteriormente usar rizq(x,a, Ax) para calcular una aproximacion al

x-a
valor de la integral en el intervalo [a, x] como acuizq(x,a,Ax) = Zigj [rizq(a +
(i — 1)Ax)]Ax. Para hacer esto, el estudiante primero necesita construir el proceso funcion
escalonada, para ello requiere una concepcion proceso de funcién que le permita
identificar el dominio y la imagen de la funcion escalonada. Para dar mejores
aproximaciones al valor de la integral el estudiante necesita encapsular el proceso
particion, para hacer particiones mas finas que le lleven a mejores aproximaciones y le
conduzcan a la necesidad de usar el proceso de limite aplicado a la acumulacion de la
funcién escalonada para obtener la acumulacion exacta de la funcion continua.

La dificultad que presentan los estudiantes para construir una funcion algebraica
que les permita determinar las acumulaciones obtenidas en la figura 2 muestra que para

construir un esquema de la integral definida via la funcion de acumulacién, g(x) =
x—aJ

25

incluya un proceso de construccion de una funcion escalonada que genere las

f(iAx + a)Ax, a < x < b, se requiere que el esquema de funcion del estudiante

acumulaciones para cualquier x en [a ,b]. Dado que la construccion de este proceso es un
acto complejo para los estudiantes ya que no identifican cudl es la variable de la funcion
de acumulacion, es necesario especificar en la descripcion de la descomposicion genética
preliminar la relevancia de este proceso. La dificultad de este se evidencia cuando los
estudiantes escriben funciones como la siguiente

X

acuizq[x_a_h_]:= z rizq[x, —2,.2] * h

i=1

Donde rizq[x, —2,.2] es una funcion escalonada, construida considerando el extremo
inferior de cada subintervalo de ancho 0.2 y valor inical a = -2; para un valor especifico de
x la funcién escalonada tiene un valor determinado, el estudiante no se da cuenta que esta
sumando el mismo valor. Después de la intervencion de la profesora mediante preguntas
de lo que estdn acumulando, algunos estudiantes pudieron construir la funcion de
acumulacién de una funcién escalonada como se muestra a continuacion.

Floor[%]
acuizq[x_a_h_]:= rizq[a + (k — 1)h,a, h]h

k=1

La forma en que los estudiantes operan con la funcion de acumulacion muestran
elementos que dan evidencia de una concepcién Accién o una concepcién Proceso, por
ejemplo, algunos estudiantes evaliian para valores especificos de x, a y h, lo que
consideramos una evaluacién puntual de la funcién de acumulacion (ver figura 4).
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Figura 4. Evaluaciéon puntual de una funcién de acumulacién de la funcion f(x) = x3 +

x? — 2x para valores de x en el intervalo [-2,2]

acuizq[-1.5,-2,0.1] 0.3856
acuizq[0.4,0.0.1] -0.1024
acuizg[1,0,0.1] -0.4125
acuizq[1.2,1,0.1] 0

acuizq[1.4,1,0.1] 0.0682
acuizq[2.1.0.1] 2.5881

Otros estudiantes, usan el comando Manipulate para determinar la acumulacion
para diferentes valores de 4, x y h. A diferencia de los estudiantes que usan la evaluacion
puntual, estos estudiantes ademas de determinar cudndo la funciéon de acumulacion toma

valores positivos y cudndo toma valores negativos, son capaces de determinar los
intervalos en que la funcién de acumulaciéon de Riemann de la funcién f(x) = x> + x* —
2x en el intervalo [-2,2] es creciente o decreciente mediante la manipulacion de los
parametros del comando Manipulate o usando la representacion grafica de la funcion de

acumulacion (ver figuras 5y 6).

Figura 5. Manipulacion de los pardmetros que involucra la funcién de acumulacion de la

funcion f(x) = x3 + x? — 2x para x en el intervalo [-2,2]

Manipulate[acuizq[x.a,h], {x, -2,2},{a, -2,1},{h,.01,.2}] ) “D

-6 EDIFEEE]

!

- PEEEE

[

o

D BRI

Figura 6. Una representacion grafica de la funcion de acumulacion de Riemann de la

funcién f(x) = x3 + x? — 2x en [-2,2]
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Plot[acuizq(x,-2,0.2],{x,-2.2}]

Pensamos que el uso del comando Manipulate permite ver caracteristicas generales
mediante la manipulacion de los parametros que intervienen en la funcion de
acumulacién, como variar el ancho de los subintervalos cuando el numero de
subintervalos crece (particiones refinadas) lo que da la oportunidad de generar una
sucesion de funciones escalonadas que se van aproximando a la gréfica de la funcién de
acumulacion de una funcion continua o la grafica de la funcion integral que vale cero en
x=a.

Conclusiones y comentarios finales

Con relacion a la metodologia usada: Actividades en la Laboratorio, Ejercicios Extraclase
y Discusion en el foro y el laboratorio, podemos senalar que el Software Mathematica (un
ambiente que permite manipular expresiones simbdlicas y con posibilidades de
programar y construir objetos matemadticos) resulté adecuado para ayudar a los
estudiantes a realizar contrucciones mentales de Accién y de Proceso, los estudiantes
reforzaron lo aprendido en el laboratorio y tienen la oportunidad de contrastar sus
respuestas e identificar sus errores y aciertos durante la sesion de discusion.

En base a los resultados de la experiencia preliminar podemos senalar que la
construccion de un esquema de la integral definida de una funcién f en un intervalo [a, b]
via la funcion de acumulacién requiere de conocimientos previos de funcion, sucesion, y
limite de una sucesion; el esquema de funcion del estudiante debe incluir al menos dos
procesos: un proceso de evaluacion de funcion y un proceso para construir una funcién
escalonada, ademas debe incluir el Objeto funcidon que permita al estudiante construir un
conjunto de funciones escalonadas al disminuir el ancho de los subintervalos; el esquema
de sucesion debe incluir un proceso para generar una lista ordenada de elementos y un
proceso que permita al estudiante generar una funcion, dada una lista de elementos. Por
otro lado, el esquema de la integral definida debe incluir un esquema de particion y un
esquema de suma de Riemann, los procesos de estos esquemas deben coordinarse con los
procesos de los esquemas de funcion y sucesion via la construccion de una sucesion de
suma de Riemann como funcion a fin de que el estudiante pueda construir una
comprension de la integral definida como proceso. Para construir la integral definida
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como Objeto el estudiante debe encapsular el proceso “funcion de acumulacion de
Riemann” via la aplicacion del limite de una sucesion como resultado del refinamiento de
la particion.

Por ultimo, podemos senalar que las actividades realizadas permiten la
construccion de manera sistematica de la funcion de acumulacion de una funcién dada y
proporcionan evidencia sobre las construcciones mentales, con relacion a la integral
definida, que realizan los estudiantes. La identificacion de estas construcciones mentales
y las relaciones entre ellas nos dan la oportunidad de plantear una descomposicion
genética preliminar de la integral definida la cual es un conjunto estructurado de
construcciones mentales que pueden describir como un concepto puede desarrollarse en
la mente de un individuo.
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