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Los esquemas cognitivos que involucran los conceptos de razon, proporcion y variacion
proporcional al aplicarse en contextos distintos donde fueron aprendidos, son una de las
principales dificultades que enfrentan los estudiantes ante situaciones de la vida cotidiana.
Nuestra investigacion aplicada a estudiantes de nivel medio superior muestra, en su primera
etapa, la permanencia de las problematica. En la sequnda etapa de la investigacion, a través de la
teoria de la Abstraccion Reflexiva de Piaget, se han podido identificar las actuaciones que lleva a
cabo el estudiante para reconstruir el concepto de razon durante el desarrollo de actividades
disefiadas. Se presentan conclusiones parciales de la investigacion.
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Introduccion

La estructura del curriculum de matematicas de los programas académicos de primer
ano del Nivel Medio Superior del Instituto Politécnico Nacional, contiene temas que
involucran los conceptos de razén. Su presencia curricular es justificada porque
permiten relacionar muchas de las situaciones fisico-empiricas de comparacién de
cantidades (Adjiage & Pluvinage, 2007). Ademas es de vital importancia su dominio
matematico, al ser considerados antecedentes para el estudio del algebra y sirven de
soporte para la comprension futura de la derivada y la integral (Piaget, 1971; Thompson,
1994; Nabors, 2003).

Los diversos problemas que existen para la ensenianza y el aprendizaje de las
razones, pueden ser caracterizados en dos grandes grupos: algunos problemas, en
primer lugar, han sido estudiados desde la didactica por Freudenthal (1983/2001);
Karplus, Pulos, & K. Stage (1983); Aebli (1985/2000); Figueras (1988); Thompson (1994);
Sowder, et al., (1998); asi como Ruiz-Ledesma (2002); y otros analizados desde una
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perspectiva cognitiva destacamos los de Piaget (1967/2003); Ausubel (1983); Vergnoud
(1990); Stard (1991).

Con el propdsito de contribuir a la solucion de las dificultades, que se les
presentan a los alumnos, para la comprension de los conceptos de razén se desarrolld
una estrategia de investigacion que permitiera identificar si las concepciones de razon
que tienen los estudiantes se identifican como una relacién entre magnitudes.

Antecedentes

La razon es una de las diversas herramientas matematicas de que se dispone para
solucionar problemas de la vida cotidiana; por ejemplo, determinar los salarios que les
corresponden a un grupo de personas por horas trabajadas, o hacer distribuciones de
diversa indole a grupos de individuos. Sus usos se extienden hasta las relaciones que
existen en una misma magnitud o entre magnitudes distintas. De acuerdo con
Thompson, “las razones son la antesala para que el estudiante sea introducido al uso del
algebra y de ahi a las matematicas superiores” (Thompson, 1994).

Este campo matematico fue estudiado por Tourniaire y Pulos (1985), desde una
perspectiva histérico-didactica, con las metodologias usadas por Piaget, Quintero,
Schwartz, Vergnoud y Kieren, entre otros. Estos estudios han producido resultados
sobre correlaciones cognitivas y desarrollo de secuencias.

Mas reciente, Pitkethly y Hunting (1996) resefaron algunas investigaciones acerca
del inicio de los conceptos de razon, haciendo énfasis en la fraccidn; destacan --en su
investigacion-- aquéllas que han “resistido la prueba del tiempo”, hacen énfasis a los
subconstructos propuestos por Kieren en 1980 (relaciones parte de todo, razdn, cociente,
operador y medida); ademads citan autores como Deborah Ball, Cinzia Bonotto, Gary
Davis (et al), Thomas Kieren (et al), y otros mas. Este grupo de investigadores identifico
los conceptos que emergen inicialmente de fraccion, a partir de la aplicacion de
mecanismos intuitivos; otro grupo identifico ideas presentes de razon y relaciones
proporcionales.

Mas recientemente, Berenson y Cavey (2003), realizaron un estudio de las
distintas interpretaciones que existen en la bibliografia de soporte y consulta, en los
cursos donde se introduce a los estudiantes este objeto a.

Marco Teorico

Nuestro marco conceptual se fundamenta en los aspectos cognitivos presentes en la
teoria de la Abstraccion Reflexiva (AR) de Jean Piaget (2001), algunos de los
acercamientos conceptuales de razon y proporcion propuestos en la fenomenologia de
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Hans Freudenthal (1983/2001), y parte de la propuesta metodologica en el Design
Research! (Drijvers, 2003).

Esquemas

En nuestra investigacion el uso que se hace del término esquema es conforme a la teoria
de la Abstraccion Reflexiva (AR) de Piaget, debido a que consideramos a este como la
unidad minima de organizacién mental en el que se encuentra encapsulado un espacio
de conocimiento.

Para Piaget un esquema son “las acciones realizadas por el sujeto susceptibles de
repetirse activamente” (1967/2003, pag. 18). La presencia de esquemas conforme a esta
definicion se observa en las acciones que son repetidas continuamente por cualquier
persona, muestra de ello es el ejemplo propuesto por Piaget cuando un sujeto realiza la
accion para tratar de “atrapar a una mosca” (Piaget, Studies in Reflecting Abstration,
2001) o la accion de “abrochar un zapato”, acciones que estan presentes desde el estadio
sensorio motor y que en ocasiones el sujeto las realiza de forma inconsciente.

Tedricos posteriores a Piaget han propuesto su propia definicion de esquema, por
ejemplo: Vergnaud (1990, pag. 136) define un esquema como “una organizacion
invariante de la conducta para una clase de situaciones dada” o Dubinsky (1991, pag.
102) para quien el esquema es “mas o menos una coleccion coherente de objetos y
procesos”. Definiciones que sirvieron a estos investigadores para observar los
conocimientos en acto del sujeto, no obstante éstas, conservan la intencionalidad basica
de la propuesta por Piaget; que en nuestra opinion es el observar las acciones que
contienen estos esquemas a través de la conducta del sujeto al momento de interactuar
con distintos objetos.

De los diferentes tipos de esquemas definidos por Piaget, los esquemas que nos
interesan son los derivados de las acciones y procesos de tipo cognitivo realizadas por
los estudiantes con un proposito especifico, refiriéndonos en particular a aquellas
producto de la “asimilaciéon mental en donde se incorporan los objetos de la conducta”
(Piaget, 1967/2003, pag. 18) y que nos permitan observar de forma externa al
pensamiento del aprendiz. A los que llamo Piaget “esquemas de accién”.

! Se decidié conservar el nombre Design Research, para evitar la posible confusién que produce la traduccién con el
término disefio de la investigacién que evoca el método en su totalidad y no solo la técnica mostrada por Drivers
(2003)
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Desarrollo Cognitivo

Conforme a la teoria de la Abstraccion Reflexiva, las etapas y desarrollos cognitivos de
un aprendiz se hacen visibles a través de la conducta, considerando a estd como “un
acto desplegado al exterior o interiorizado en pensamiento” (Piaget, 1967/2003, pag. 14).
Actos que son acciones llevadas a cabo por el alumno? en respuesta al desequilibrio
momentdneo entre “el organismo y el medio ambiente” (pag. 14).

Janet (citada por Piaget 1967/2003, pag. 14) nombrd “inteligencia” a la accion
primaria entre el sujeto y el objeto —relacion que también puede interpretarse como
organismo y medio ambiente—. Que a decir de Claparede proporciona los medios o la
técnica a la conducta (pag. 15). Si bien, el aspecto afectivo --como lo destaca Piaget-- es
un factor importante para caracterizar a la conducta, nosotros nos enfocaremos
exclusivamente al aspecto cognoscitivo, al que llam¢ --de momento-- “inteligencia”.

Para Piaget la inteligencia no es una estructura entre otras, es “la forma de
equilibrio hacia la cual tienden todas las estructuras” (pag. 17). Considerando a ésta
como un “término genérico que designa las formas superiores de organizacion o de
equilibrio de las estructuras cognoscitivas” (pag. 17).

Congruente con la teoria de la Abstraccion Reflexiva, la inteligencia viene a ser
una caracterizacion de la cognicion que otorga estructura a la conducta (pag. 15).
Podemos decir conforme a la definicion de Piaget, que la estructura mas elemental
presente en el desarrollo cognitivo de un estudiante o de cualquier persona es la
“inteligencia”.

Este tipo de inteligencia considerada por Piaget como la adaptacion mental mas
avanzada (pag. 17), responde a los equilibrios y desequilibrios que sufre un organismo y
da origen a los esquemas de accién. Considerando al “desarrollo cognitivo” como un
conductor de procesos que tienden hacia un balance o equilibrio, entre la asimilacion y
la acomodacion.

La estructura “esquema de accidn”, es la estructura elemental cognitiva que se
observa a través de la conducta y que en conjunto con otras estructuras parecidas o
modificadas dan origen al conocimiento cognitivo. De las cuales la mas basica es el
esquema de accidn sensorio-motora.

2 piaget usa los términos sujeto y organismo para referirse a una persona y en ocasiones propiamente a un
organismo cualquiera. Nosotros los hemos limitado sélo a los conceptos alumno o aprendiz en dependencia del
contexto del presente trabajo.
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Piaget propuso que el desarrollo cognoscitivo transcurre a través de diferentes
etapas o desarrollos mentales, a los que nombro estadios. Estos van surgiendo en
distintas etapas de desarrollo bioldgico del individuo, llamando al primero sensorio
motor, el segundo pre-operativo, el tercero operatorio, el cuarto operaciones concretas y
al quinto y ultimo operaciones formales (Gutiérrez Goncet, Marco Stiefel, Olivares
Jiménez, y Serrano Gisbert, 1990, pags. 102 - 112).

Abstraccion Reflexiva

Inmersa dentro de la teoria de la Epistemologia Genética de Piaget (Campbell, 2001) se
ubica la teoria de la Abstraccion Reflexiva® (AR). La AR es la propuesta tedrica de Piaget
en la que describe un proceso para la construccién de las estructuras logicas-
matematicas.

En opinion de Garcia (2000) el origen de la AR se tiene a partir de “los dos
procesos elementales considerados por el constructivismo como intrumentos bdsicos en la
construccion del conocimiento, designados con los nombres clasicos de abstraccién y
generalizacion” .

En nuestra investigacion nos enfocamos tnicamente a la abstraccion y no en la
generalizacion; consideramos la opinidén de Garcia en el sentido de que para Piaget solo
existen dos tipos de Abstraccion, la Abstraccion Empirica y la Abstraccion Reflexiva
(2000), diferenciadas basicamente una de la otra por la referencia que hace a las
observaciones de las caracteristicas fisicas de los objetos. Es decir a aquellas que lo
constituyen como objeto fisico a través de los cinco sentidos, como pueden ser: el color,
la dureza, lo dulce o salado, etc. En contra parte dirige su opinién de la AR a las acciones
de indole cognitivo que realiza el sujeto sobre los objetos, ejemplo de esto, es la
capacidad de agrupar objetos de una misma cualidad, como puede ser: formas
triangulares con formas triangulares o formas redondas con formas redondas, de igual
forma la capacidad de agrupar dichos objetos y otorgarles una numeracién ordinal a
cada uno de los objetos de un grupo.

Por otra parte Dubinsky (1991) distingue de la teoria de la AR tres componentes,
dos de ellos ya han sido mencionados por Garcia y el tercero es la abstraccion semi-
empirica. Dubinsky tomo de la AR de Piaget algunos elementos que componen su teoria
de Acciones, Procesos, Objetos y Esquemas (APOE).

3 piaget uso los términos réfléchissante y réfléchie, para diferenciar las acciones de proyeccidn y reflexién cognitiva
dentro de la teoria de Abstraccidn Reflexiva.
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Dubinsky reconocio a la AR de Piaget como “un concepto [...] para describir la
construccion de estructuras logico-matematicas” ademas dice de ella que “este mismo
acercamiento puede ser extendido a temas mds avanzados de matematicas como las de
bachillerato y mas alla”. Lo anterior muestra la importancia de la comprension de los
estudios realizados por Piaget respecto al desarrollo cognitivo y la formacion de las
estructuras que dan origen a la AR, asi como la aplicacion de esta teoria a la
problematica de la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas.

En nuestra opinion, la funcion especial de la AR es la habilidad cognitiva del
sujeto de “proyectar”, “de re-pensar acerca de”, “de obtencion” y “de extraccion” de
acciones de nuestros procesos de conocimiento o de nuestra coordinacion de acciones.

Piaget (2001) describié los mecanismos por medio de los cuales se lleva a cabo la
AR, el primero de ellos se refiere a la abstraccidn réflechissante, mejor entendida como
reflejante o proyectiva; este mecanismo explica como se sucede el paso de un esquema
de accién de una estructura inferior a una superior. Es decir, cuando un esquema de
accion perteneciente a la estructura sensorio-motora es transferido por medio de una
proyeccion a una estructura pre-operatoria. Explicando que este proceso se sucede no
sOlo para estas estructuras, sino que también se sucede el mismo proceso para el paso de
un esquema de accién de una estructura de operaciones concretas a una estructura de
operaciones formales.

El segundo tipo de abstraccion es la especificada como réflechie, entendida en el
sentido cognitivo de la reflexion. Este tipo de abstraccion implica la reorganizacion de la
estructura en el nivel superior de la proyeccion, es tomar de los esquemas anteriores,
acciones o elementos precedentes que estan en forma generalizada, transportando la
caracteristica extraida a un esquema mas complejo. Reconstruyendo las acciones
precedentes en formas proposicionales dando origen a sucesiones de abstraccion.

Proceso que fue explicado por Campbell (2001) en la forma siguiente: “estas
sucesiones de abstraccion pasan del sensorio motor al intuitivo y de aqui a operaciones,
primero concretas y luego formales extendiéndose entre estados [...] o durante el lapso
completo del desarrollo mental” como una forma precisa de sucesion que constituye la
abstraccion de acciones.

La abstraccion de las acciones estan destinadas a traer alguna caracteristica —
generalizacion— a esquemas mas complejos, accion que nombro Piaget “abstraccion de
las acciones de la reflexion”, “meta-reflexion” o “pensamiento reflexivo”, como una
abstraccion de tercer orden.

Es asi como la AR propuesta por Piaget, implica la toma de conciencia del
aprendiz de sus acciones sobre las caracteristicas cognoscibles de los objetos, en

1-6 2015



particular los matematicos, separandolos del objeto mismo. Por ejemplo, en el caso de
realizar operaciones donde se deben de eliminar signos de agrupacion, el aprendiz debe
abstraer la caracteristica del orden de la operacion que esta implicita en la expresion
aritmética 4 + 3 *2 — 9/ 7 antes que la operacién misma.

Método de Investigacion

Nuestra investigacién ha tomado como marco metodoldgico las directrices generales del
Design Research, considerando fundamentalmente “los procesos de la produccion del
conocimiento que ocurre a través de la accion del disefio” (Faste y Faste, 2012, pag. 1).
Nuestro disefio de la investigacion consta de tres etapas que a continuacion se explican.

Al inicio de la investigacion fue necesario confirmar las dificultades que tienen
los estudiantes en el uso y aplicacion de la razén en distintos contextos fuera del
ambiente escolar y que permanecian vigentes en el nivel medio superior del Instituto
Politécnico Nacional.

Por esto, en la primera etapa de la investigacién se buscd conocer cudles eran
estas dificultades; con ésta premisa, se proyecto la estrategia a seguir que consistio en: el
disefio preliminar con la finalidad de llevar a cabo la exploracion que nos mostrara la
permanencia de las problematicas que presenta el objeto matematico, seguida de una
fase exploratoria no estructurada que se compone de dos periodos a las que nombramos
primer y segundo acercamiento.

El primer acercamiento consistio de un cuestionario que contenia items
relacionados a la razdn, éste fue aplicado en formato electrénico a 119 estudiantes; con
los datos obtenidos se llevo a cabo el andlisis estadistico. El segundo acercamiento fue
otro cuestionario en 1apiz y papel, que se aplico a 26 alumnos, a los datos obtenidos se
llevd a cabo el andlisis cualitativo bajo la premisa de estudio de caso. De los resultados
obtenidos de esta etapa, solo se presenta uno que corresponde al segundo acercamiento
y que muestra una de las dificultades encontradas; el total de los andlisis no se
presentan en este documento.

Una vez concluida la primea etapa se disefio la estrategia de ensefianza, que tiene
como fin reconstruir los conceptos de razon, proporcion, asi como el caso especial del
porcentaje, ademds de introducir a los alumnos a la proporcionalidad; objetivo que
pertenece a la segunda etapa. Esta etapa se compone de la secuencia de ensefianza, las
actividades, las entrevistas, la aplicacion del pre-test y del post-test, asi como el analisis
de los resultados.

La tercera y ultima etapa incluye el andlisis retrospectivo, la organizacion y
presentacion de la informacion y la formulacion y verificacion de conclusiones.
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Las caracteristicas particulares de la investigacion son las siguientes: Transversal,
en la primera etapa “doble ciego” de naturaleza exploratoria. A los datos obtenidos en el
primer acercamiento se aplicd un tratamiento cuantitativo-porcentual y a los datos
obtenidos del segundo acercamiento el método aplicado fue cualitativo-porcentual y
cualitativo, bajo la premisa del estudio de caso. En la segunda etapa, compuesta de los
tres momentos mencionados anteriormente, el procedimiento a utilizar serd cualitativo
bajo la modalidad de “estudio de caso” de observacion participante y entrevista.

Analisis.
De la primera etapa, se presenta a continuacion el caso de Raul quien resuelve los
items que componen el ejercicio Prci, la solucion que propone Ratl a los items muestra

una de las dificultades mas comunes en los estudiantes de este nivel, que es no lograr
realizar procedimientos inversos en el uso de porcentajes. Figura 1.

Figura 1; Procedimiento desarrollado por Raul.

Producir una llanta tiene un costo "X, sobre este costo 1a empresa tiene un margen de ganancia del
25%, los intermediarios buscan una ganancia del 10% sobre el precio de la empresa, y el distribuidor al
publico se queda con una ganancia del 5% sobre el precio que se obtiene del intermediario.
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Los datos obtenidos muestran que el 77% de los estudiantes no resuelve el primer
item. Respecto al segundo item el 90% de los estudiantes su resultado fue incorrecto y
en algunos casos no intentaron resolverlo. En la segunda etapa, Andrea al inicio de la
secuencia de ensefianza resuelve el pre-test obteniendo los mismos resultados que Raul.
Figura 2

El desarrollo de los dos procedimientos muestra la permanencia de la misma
dificultad. No obstante Andrea que participé en la secuencia de ensefianza cuando
desarrolla la segunda actividad y tiene que resolver por primera vez un proceso inverso,
sus acciones muestran una mejor comprension del uso del porcentaje. Figura 3.

Figura 2; Procedimiento desarrollado por Andrea.
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Pcy.- Producir una llanta tiene un costo “X”, sobre este costo la empresa tiene un margen de ganancia del
25%, los intermediarios buscan una ganancia del 10% sobre el precio de la empresa, y el distribuidor al
publico se queda con una ganancia del 5% sobre el precio que se obtiene del intermediario.
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Figura 3; Procedimiento desarrollado por Andrea en el ejercicio 3 de la
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Andrea, a la pregunta expresa de: ;Cudl fue el costo de estos productos en el afio
2009- 20107, a diferencia del procedimiento mostrado en el pre-test, dentro del proceso
de las acciones lleva a cabo un anadlisis de la estructura que antecede a ésta pregunta,
que muestra la intencion de comprender la relacion que existe entre los incrementos
porcentuales y las proyecciones anules.
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Lo que indica conforme a la teoria de la AR, que se esta llevando a cabo un
proceso de cambio del esquema que mostro en el pre-test. Este cambio no solo se
observa al establecer la estructura anterior; también se muestra en el planteamiento que
hace al llevar a cabo el proceso inverso del porcentaje.

La teoria de la AR explica que; para que suceda un cambio importante en un
esquema ya establecido, se debe transformar por medio del proceso de proyeccion del
esquema en cuestion de un estado inferior a uno superior, considerando el individuo en
una accion consiente o no, algunas estructuras que componen al esquema y que
mediando un proceso de asimilacion se lleva a cabo una transformacion del mismo para
conducirlo en algunos casos a la meta-reflexion.

Comentario Final

Los resultados obtenidos de la primera y segunda etapa, muestran en primer
lugar la permanencia del problema de investigacion. También se puede observar que el
proceso propuesto conforme a la teoria AR permite establecer estrategias en la secuencia
de ensefianza que conducen a un cambio en la forma en que el alumno afronta este tipo
de problemas.
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