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Resumen: En este articulo presentamos el andlisis de los argumentos de siete
estudiantes de grado décimo (14 al6 anos) en los que usan la negacién de
proposiciones, cuando intentan definir una figura geométrica, desconocida para
ellos, y justificar su decision. El objetivo del estudio fue encontrar las caracte-
risticas del uso de la negacion, para determinar si se cumple lo que muchos
investigadores en educacién matematica han encontrado: el uso de la negacion
acarrea muchas dificultades. La estrategia metodolégica utilizada es el estudio
de caso, dado que los datos empleados fueron las transcripciones de los
registros en audio y video del trabajo realizado por los estudiantes. Concluimos
que el tipo de tareas propuestas a las estudiantes, disenadas para favorecer
los procesos matematicos definir y argumentar y el uso de un software de
geometria dinamica, propiciaron el uso espontdneo de la negacion. Identifica-
mos bajo qué circunstancias los estudiantes recurrieron al uso de la negacion
para justificar sus aserciones.
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Abstract: In this article, we present an analysis of the arguments of seven tenth
grade students (14 to 16 years old) when they try to define a geometric figure
unknown to them, and justify their decision, for which they use the negation of
propositions. The objective of our study was to find the characteristics of the use
of negations, to determine whether what many researchers in mathematics edu-
cation have found is true: the use of negations in arguments entails difficulties.
The research strategy used was case study method, because our data were the
transcriptions of the video and audio registers of the student's work. We conclude
thatthe type of tasks proposed to the students, designed to favor the mathematical
processes defining and justifying and the use of a dynamic geometry software,
promotes spontaneous use of negations. We identify under what circumstances
the students recurred to the use of negations to justify their assertions.

Keywords: argument negation, defining, justifying, dynamic geometry

INTRODUCCION

Desde hace muchas décadas, educadores matematicos han promulgado que
una definicién no puede ser significativa para un estudiante si no ha participado
en la construccion de ésta (de Villiers, 1995). Para que ello sea posible, Tsamir,
Tirosh y Levinson (2008) aseguran que se deben estudiar tanto ejemplos como
no-ejemplos (contraejemplos) de un concepto, dado que ello ayuda a identificar
cudles son las caracteristicas esenciales que lo definen. Reconocer que se tiene
un no-ejemplo de un concepto requiere identificar cual atributo definitorio no
se cumple, lo que implica establecer que una caracteristica que si se tiene es la
negacion de ese atributo. Por ejemplo, si uno de los angulos de un cuadrilatero
es obtuso, ello es la negacion de la caracteristica que define a un rectangulo.

Varios investigadores de educacion matematica se han preocupado por asun-
tos que tienen de trasfondo la l6gica matematica y su efecto en el desarrollo del
razonamiento (Epp, 2003; Selden y Selden, 2009). Se preguntan si, por ejemplo,
introducir el estudio de la légica formal contribuye para aprender a razonar l6gi-
camente, o si, mas bien, es suficiente la experiencia con el uso de la légica en los
diversos cursos de matematicas (Inglis y Simpson, 2008). También ha sido asunto
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de varias investigaciones determinar qué aspectos especificos de la logica inciden
durante el aprendizaje de la argumentacion. Por ejemplo, Antonini (2004), Antonini
y Mariotti (2008), Durand-Guerrier (2006) y Stylianides, Stylianides y Philippou
(2004) aseguran que el uso de la negacion en procesos de argumentacion no es
intuitivo y genera dificultades para el aprendizaje de la justificacion.

Pero, como indican Tall, Yevdokimov, Koichu, Whiteley, Kondratieva y Cheng
(2012), los estudiantes deben llegar a entender y usar demostraciones por contra-
diccion (ie. aquellas en las que la negacion del consecuente de la asercion que
se pretende demostrar, se anade como premisa) porque son una herramienta
esencial para la matematica avanzada. Ejemplos de usos tempranos de demos-
traciones por contradicciéon son la irracionalidad de la V2 (Pitagoricos) y la teoria
de paralelismo desarrollada por Euclides (Grabiner, 2012). Desde entonces, la
negacion ha jugado un papel importante en la demostracion. Esta presente cuan-
do se buscan no-ejemplos para refutar una proposicion; cuando se hacen demos-
traciones por casos, pues se llega a una contradiccion; cuando se demuestra la
unicidad de objetos matematicos; cuando se demuestra la contrarreciproca de una
proposicion; y cuando se hacen demostraciones por reduccion al absurdo.

En el proceso de una investigacion que realizamos, cuyo fin era estudiar los
argumentos que formulan estudiantes de grado décimo cuando construyen una
definicion de una figura geomeétrica, descubrimos que algunos estudiantes usa-
ban espontaneamente la negacién de proposiciones, sin ser conscientes de que
estaban procediendo de una forma logicamente valida. Teniendo en cuenta esto
y lo expuesto anteriormente, decidimos estudiar con detenimiento los episodios
en donde evidenciamos el uso de la negacién de proposiciones. Especificamente,
buscamos la respuesta a la siguiente pregunta: icudles son las caracteristicas
del uso de la negacién en los argumentos de los estudiantes cuando intentan
definir una figura geométrica y justificar su decision?

1. MARCO DE REFERENCIA

A continuacion, presentamos los referentes tedricos utilizados en nuestro estudio.
Estos incluyen la caracterizacion del proceso de definiry de argumentar, ademas
de lo que expresan algunos investigadores sobre su importancia en la formacion
matematica de estudiantes escolares. También, haremos referencia a la relacion
entre una proposicion condicional y el uso de la negacion en el proceso de
justificar, y las dificultades que se han reportado respecto a su uso.
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EL PROCESO DE DEFINIR

Una definicion en geometria puede entenderse como un enunciado que con-
tiene las propiedades necesarias y suficientes para que una figura o relacion
pueda ser etiquetada por una expresion o una palabra (Herbst, Gonzalez y
Macke, 2005). Segun Escudero, Gavilan y Sanchez-Matamoros (2014), las defi-
niciones predeterminan al concepto dentro de un sistema teérico de una manera
no circular y consistente, y pueden existir definiciones equivalentes para un
mismo objeto. Para ellos, aprender a definir significa que: 1) se pasa de asumir
la definicion como un nombre a entenderla como una lista de caracteristicas
del objeto; 2) se reconoce que una definicién incluye unas caracteristicas mini-
mas del objeto, y no una lista exhaustiva; 3) se reconoce que a partir de un
listado de caracteristicas se pueden encontrar definiciones equivalentes.

Para definir en geometria, es necesario establecer las diferencias de un objeto
con otros similares, pues una definicion agrupa a las figuras que comparten un
conjunto especifico de atributos (Herbst, et al, 2005). Estos investigadores pro-
mulgan que para desarrollar el proceso de definir en la clase de geometria, es
necesario crear escenarios en los cuales los estudiantes describan figuras
geométricas, para determinar atributos comunes que permitan definirlas y dife-
renciarlas de otras. Estos escenarios también deben promover que los estudian-
tes generen ejemplos de figuras a partir de un conjunto de propiedades
especificas. Precisamente, la geometria dinamica es un escenario en donde el
estudiante puede asumir este proceso como una actividad creativa y entender
que las definiciones no son parte de un cuerpo teérico inmutable (Govender,
2003). Ademas, su uso contribuye a generar un ambiente de participacion y de
interaccion en el aula (Perry, Samper, Camargo y Molina, 2013).

LA ARGUMENTACION EN EL PROCESO DE DEFINIR

La argumentacion consiste en cualquier enunciaciéon retérica que tiene como
fin convencer a alguien de la verdad o la falsedad de una afirmacién particular,
dentro de un contexto especifico. En matematicas, argumentar es esgrimir razo-
nes o puntos de vista, identificar enunciados o proponer referentes teéricos, con
el objeto de buscar ideas que conformaran la demostracion del enunciado
matematico (Douek, 2007) y de esta forma validarlo. La argumentacién pretende
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lograr la aceptabilidad del enunciado dentro de una comunidad especifica como,
por ejemplo, la conformada por un profesor y sus alumnos o por matematicos.

Sobre la naturaleza de los argumentos, Boero (1999) distingue entre argu-
mentos empiricos y tedricos. En un argumento empirico la validez recae en las
mediciones, en la evidencia visual y las referencias corporales, si eso lo acepta
la comunidad en la que se quiere validar determinada proposicion. Mientras
que los argumentos tedricos se basan en el uso de elementos que conforman
la teoria que dicha comunidad ha establecido como valida: definiciones, postu-
lados o teoremas (figura 1).

Figura 1: Ejemplos de argumentos empiricos y tedricos

"Dos angulos opuestos de un "Al medir dos angulos opuestos de un
cuadrildtero no son congruentes cuadrildtero, uno mide 30°y el otro 40°.
porque uno de los angulos esta Como tienen diferentes medidas, por
mas abierto que el otro." definicién, no son congruentes."

(Argumento empirico) (Argumento tedrico)

Para Toulmin, un argumento esta compuesto, principalmente, de tres elementos:
datos, asercion y garantia. Los datos y la asercidon son proposiciones que se
relacionan por medio de una regla general denominada garantia (Molina y
Samper, 2019). Los datos son propiedades que en algun momento se asumen
como verdaderas. La asercion es una propiedad que se considera consecuencia
de los datos, y la garantia son los principios o enunciados, considerados verdade-
ros, que permiten realizar inferencias que relacionan los datos con la asercion.
Los tipos de argumentos que se presentan en la actividad matematica estan
determinados por el componente principal, de la estructura ternaria, que se
concluye. En correspondencia con ello, los argumentos se clasifican en deduc-
tivos, abductivos e inductivos.

Un argumento deductivo surge cuando partiendo de los datos se utiliza una
regla general como garantia para obtener la asercion (figura 2). Este tipo de
argumentos se dan principalmente en el proceso de justificacion.
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Figura 2: Esquema de un argumento deductivo

seostene. ————> | Asercion
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l

Un argumento abductivo puede surgir en el proceso de conjeturacion o de
justificacion. En este tipo de argumento se asume que la asercion es verdadera.
A partir de esto y de posibles garantias conocidas que podrian justificar a la
asercion, se concluyen, como posibles, unos datos adecuados. Es importante
mencionar que la naturaleza de la regla general (garantia) puede ser dife-
rente: puede ser una regla hipotética que proviene de una exploracion empi-
rica o puede ser una regla extraida, por una exploracion teorica, del sistema
teorico en el que se trabaja (figura 3).

Figura 3: Esquema de un argumento abductivo

Asercion Se buscanlos ——————> Datos

H

Se relaciona con

ﬂ

Finalmente, un argumento inductivo surge principalmente en el proceso de
conjeturacion. En este tipo de argumentos, se tienen varios datos o proposiciones
particulares D,, D,, D5, ..,.D, de una proposicion general D que producen un mismo
resultado, que corresponde a la asercion. Ello conlleva a la formulacion de una
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proposicion o regla general. La regla obtenida en este tipo de argumento es
provisional, es decir, es una proposicién plausible. En este caso, lo que se con-
cluye es la garantia (figura 4).

Figura 4: Esquema de un argumento inductivo

[n Casos particulares J— Producen el mismo —D[ Resultado ]

H

Establecen una

Regla General

ACERCA DEL USO DE LA NEGACION EN LA ARGUMENTACION

En un sistema axiomatico, una proposicioén condicional p — g se puede demostrar
de forma directa o indirecta. El primer tipo de demostracion se da cuando, partiendo
de la proposicion p verdadera, se deduce que q es verdadera utilizando un sistema
tedrico de referencia y principalmente el esquema de razonamiento Modus Ponendo
Ponens.? El segundo tipo de demostracion, llamado por contradiccion o prueba
indirecta, consiste en introducir la negacién del consecuente del enunciado, —q,
COmO una nueva premisa. Si con €l se deducen las proposiciones r y —r, que
por el Principio del Tercio Excluido no pueden ser simultaneamente verdaderas,
entonces —=q no puede ser verdadero. Como el suponer que el consecuente de
la condicional es falso lleva a una contradiccion, por el Principio de Reduccion
al Absurdo se puede concluir que el consecuente de la condicional que se quiere
demostrar es verdadero (Caicedo, 1990).

Para demostrar una afirmacion condicional (p — ¢), también se puede validar
su contrarreciproca (—q — —p), pues son logicamente equivalentes. El método
de demostracion por contrarreciproca consiste precisamente en demostrar 1a
validez de una proposicién condicional demostrando de forma directa su

* Modus Ponendo Ponens: [(p— q) Ap] = q.
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contrarreciproca. Finalmente, para demostrar que una afirmacion es falsa basta
con encontrar un no-ejemplo, es decir, un ejemplo en el cual se cumpla simul-
taneamente p y —gq.

Algunas investigaciones, sobre la produccion de pruebas indirectas por parte
de estudiantes de diferentes grados de escolaridad, reportan que ellos tienen
mas dificultades para comprender las pruebas indirectas que las directas (Anto-
nini, 2004). Una de las posibles razones de esta situacion es que las pruebas
directas son mas intuitivas que las indirectas. Algunas de las dificultades aso-
ciadas a las pruebas por contrarreciproca son: equivocarse al formular la pro-
posicién contrarreciproca del enunciado que se quiere probar (Antonini, 2004);
no aceptar como validas las pruebas por contrarreciproca porque consideran
que no corresponden a la demostracion del enunciado inicial (Antonini y Mario-
tti, 2008); no diferenciar los datos iniciales de las aserciones del enunciado vy
asumir que las pruebas por contrarreciproca son argumentos hacia atras (Stylia-
nides, et al, 2004). Con respecto a las pruebas por contradiccion, algunas difi-
cultades de los estudiantes son: aceptar que la contradiccion encontrada permite
validar la proposicion condicional que se pretende probar, y comprender que
algunos de las afirmaciones que se deducen durante este tipo de prueba, ted-
ricamente no se pueden dar (Antonini y Mariotti, 2010). Adicionalmente, asociado
al uso de la negacion para justificar afirmaciones, Antonini (2004) indica que
los estudiantes utilizan de forma intuitiva una relacién de equivalencia falsa
que consiste en asumir que la proposicion p — g es equivalente a su inversa

-p — q.

LA IMPORTANCIA DE LOS PROCESOS ARGUMENTAR Y DEFINIR EN EL AULA

Furinghetti y Paola (2002) afirman que involucrar a los estudiantes en la activi-
dad de definir tiene un valor didactico invaluable para la comprension de la
estructura logica de una proposicion condicional, o cual es un elemento indis-
pensable para la argumentacion matematica. Un resultado similar lo reportan
Sdenz-Ludlow y Athanasopoulou (2008) cuando senalan la interdependencia
entre el conocimiento de la definicion de un cuadrilatero y los argumentos que
despliegan los estudiantes para justificar afirmaciones que han establecido
relacionadas a estos. Douek y Scali (2000) sefalan que la argumentacion tiene
un papel importante en el proceso de construccion de conceptos. Como parte
esencial de este proceso es entender la definicion, la relevancia de la
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argumentacion se transfiere al proceso de definir. Es por medio de la argumen-
tacion que se puede llegar a acuerdos sobre las propiedades que definen un
objeto, y sobre los vinculos entre éstas y las propiedades que de su definicion
se deducen.

2. CONTEXTUALIZACION DEL ESTUDIO

Se describe el contexto de la situacién de donde provienen los datos de este
estudio. También se expone la metodologia que usamos para su analisis.

CONTEXTO

La investigacion original se llevd a cabo con siete estudiantes de grado
décimo de educacion basica secundaria (14 - 16 afnos), como una actividad
extracurricular en la que participaron voluntariamente y que fue dirigida por
una de las autoras de este articulo. Para ella, se disen6d una secuencia de
tareas que tiene como proposito que los estudiantes aprendan a definir y,
requiere el uso de geometria dinamica. Los estudiantes desarrollaron esta
secuencia durante siete sesiones de cuatro horas cada una, que fueron graba-
das en audio y video. Durante la implementacién de la secuencia, los estudiantes
trabajaron en dos grupos, dado que solo habia dos computadores. Ellos deci-
dieron con quienes trabajar. El Grupo 1 lo conformaron Saul, Noé y Néstor, y el
Grupo 2 Andrea, Martin, Le6n y Armando.* Los datos del estudio que estamos
reportando se obtuvieron de la séptima sesion, en la cual los estudiantes desa-
rrollaron las Ultimas tres tareas de la secuencia (tabla 1).

* Seudénimos.
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Tabla 1. Objetivos y descripcion de las tareas propuestas

Define la Figura Incégnita
Objetivos de ensenanza
e Determinar la comprension de los estudiantes del proceso definir en geometria.

*  Favorecer el uso de la geometria dinamica para resolver problemas y como medio
para la justificacion.

Objetivos de aprendizaje
*  Descubrir, con geometria dinamica, propiedades esenciales de una figura
geométrica desconocida.

e Definir la figura geométrica desconocida a partir de las propiedades encontradas.

e Usar una representacion realizada con geometria dinamica como medio para
justificar aserciones.

Descripcién de la actividad
Abra el archivo Figura Incégnita® en GeoGebra:

Figura 5: Diferentes representaciones obtenidas al arrastrar
la imagen del archivo Figura Incdgnita

-
J
.
T J K 4
J K JVK
R R .
R R K

Tarea 1. Escribe las propiedades de la figura.

Tarea 2. Determina conjunto de propiedades que no definen la figura. En cada caso, propon un
contraejemplo.

Tarea 3. Determina conjuntos de propiedades que definan la figura. Justifica tu respuesta.

A continuacion (tabla 2), se describen los tipos de tareas que conforman la
secuencia completa, y la clasificacion de las tres tareas descritas en la tabla 1.

> La figura representada era una cometa. Es decir, un cuadrildtero con dos pares de lados adyacentes
congruentes y ningun par de lados opuestos congruentes.
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Tabla 2. Tipos de tareas con geometria dinamica

Tarea Tipo |

Tarea Tipo Il

Tarea Tipo lll

Tareas en las cuales el es-
tudiante debe relacionar
los pasos realizados para
construir una figura con las
propiedades exigidas en
una definicion.

Descripcion

Tareas en las cuales el estu-
diante explora la represen-
tacion de una figura para
encontrar sus propiedades.

Tareas en las cuales el estu-
diante representa una figura
que cumpla un conjunto de
propiedades.

Evaluar posibles modificacio-
nes a la definicion, quitando
0 agregando propiedades.

Proponer posibles definicio-
nes a partir de las propieda-
des descubiertas.

Determinar si la figura resultan-
te corresponde a la representa-
cion de un objeto conocido,

Intencion

para determinar si las propie-
dades usadas constituyen una
definicion del objeto.

La tarea 1 es del tipo Il porque los estudiantes tienen que descubrir las propie-
dades de la Figura Incégnita para poder proponer una definicion; la tarea 2y
la tarea 3 son del tipo Ill porque requieren usar las propiedades elegidas en la
construccion de una figura, para determinar si representa o no la Figura Incog-
nitay asi justificar si las propiedades la definen o no. En el proceso de solucionar
las tres tareas, surgen tareas tipo | cuando, para construir posibles definiciones
de la Figura Incégnita, los estudiantes representen una figura a partir del con-
junto de propiedades que seleccionaron, para asi determinar cuales son nece-
sarias y cuales se pueden eliminar.

METODOLOGIA DE INVESTIGACION

Los datos que se usan en este articulo son algunas de las trascripciones de las
interacciones de los dos grupos de estudiantes cuando intentaban establecer la
definicion de la Figura Incégnita. El objetivo de nuestro estudio es caracterizar
el uso de la negacion en los argumentos de los estudiantes, cuando proponen
definiciones de la figura a partir de las propiedades que descubren. La metodo-
logia de investigacion utilizada es un estudio de caso (Stake, 1998).

Para el analisis, tuvimos en cuenta tres asuntos: i) el tipo de argumento que
formulan los estudiantes cuando usan la negacion (Molina y Samper, 2019); ii)
el uso de la negacion, desde el punto de vista de la logica matematica (Caicedo,
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1990) y iii) las dificultades respecto al uso de la negacion (Antonini, 2004; Anto-
nini y Mariotti, 2008; Stylianides, et al, 2004; Antonini y Mariotti, 2010).

3. ANALISIS

En lo que sigue, presentaremos las evidencias que recogimos del uso de la
negacion de proposiciones en los argumentos de los estudiantes para justificar
sus ideas. Se presenta el analisis de tres fragmentos: uno de cada grupo vy el
tercero de la puesta en comun, cuando los estudiantes justifican una posible
definicion para la Figura Incognita. Los dos primeros se dieron durante el desa-
rrollo de la primera tarea, cuando los estudiantes estan encontrando las propie-
dades de la figura (tabla 3).

Tabla 3: Propiedades encontradas de la Figura Incégnita

Tiene un par de lados adyacentes congruentes.

Tiene otro par de lados adyacentes congruentes.

Solo una diagonal biseca a la ofra.

Diagonales perpendiculares.

Tiene dos angulos opuestos congruentes.

Tiene dos angulos opuestos no congruentes.

Una diagonal determina triangulos isésceles no congruentes.
Ninguno de sus angulos es de 90 grados.

La diagonal biseca los angulos opuestos no congruentes.
Los lados no son paralelos.

Tiene dos pares de lados adyacentes no congruentes.

—_ =

FRAGMENTO 1. EL GRUPO 2 DESCARTA QUE LA FIGURA SEA UN PARALELOGRAMO

En el proceso para determinar cudles son las propiedades de la Figura Incognita
(figura 5), un integrante del Grupo 2 plantea la posibilidad de incluir como una
propiedad de la figura “ser paralelogramo” [86]. En el momento en que se realiza
la siguiente intervencion, el grupo ya habia realizado un proceso exhaustivo de
exploracion, midiendo los lados y los angulos de la figura y construyendo las
bisectrices de sus angulos.
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87. Armando: ¢Como es un paralelogramo? Son dos lineas paralelas o sea cuatro, o sea dos
lados paralelos.

88.  Profesora: Para esta figura, {cudles tendrian que ser paralelas?

89. Ledn: Estay ésta [serala TJ y RK]y ésta y ésta [sefala JR y TK].

90. Armando: [Traza TR y(ﬁ (Figura 6)].

91.  Profesora: [Dirigiéndose a Armando] éUsted va intentar mostrar que es un paralelogramo?

92.  Andrea: Pero no es, porque se encuen- Figura 6
tran en un punto. Mira [diri-
giéndose al profesor al sefalar
las rectas construidas por Ar-
mando].

93.  Leon: Al parecer se encuentran en
un punto. Mira [Armando da
zoom y reduce la pantalla y
muestra el punto de intersec-
cion de las rectas]. No. En este
caso ya descartamos que no
es un paralelogramo.

94.  Armando: O sea, no es un paralelogramo.

Se evidencia la construccion de un argumento colectivo, el cual es deductivo
empirico. Los datos (—q) son la informacion visual de la interseccion de las
rectas, TK y TR, que contienen dos lados (Andrea, [92]), la garantia (p - q) es
la definicion personal de Armando de paralelogramo [87] y la asercidn (—p) es
que la figura no es un paralelogramo (Leon, [93]). Es decir, han utilizado el
esquema de razonamiento valido Modus Tollendo Tollens,® esquema en el que
se usan las negaciones de proposiciones.

En su definicion, Armando incluye una conjuncién: un par de lados opues-
tos paralelos y el otro par de lados opuestos paralelos. Trabajan con la nega-
cion de solo una de esas proposiciones, posiblemente sin ser conscientes de
que negar solo una de ellas es suficiente para que quede negada la conjuncion, y
que por tanto es valido el esquema de razonamiento que usaron. Es decir, pro-
cedieron de una forma que es légicamente valida, aunque no fueron conscientes
de ello.

® Modus tollendo tollens: [(p = q) A—q] = —p
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FRAGMENTO 2. EL GRUPO 1 EXPLICA POR QUE LA FIGURA NO ES ROMBO

Este fragmento consta de dos momentos: i) establecen y formulan un hecho
geométrico que llaman el Criterio de Dos Tridngulos Isosceles, que versa sobre los
rombos; y ii) usan el Criterio para justificar otra propiedad de la Figura Incégnita.

Momento 1: Noé pasa al tablero para explicarle a sus companeros de grupo
su argumento de por qué la Figura Incégnita no es un rombo [158]. Para ello,
dibuja en el tablero un rombo con una diagonal (figura 7). Cuando Saul le
comenta que eso ya lo habian concluido, Noé expresa que “.. hay que explicar
por qué no es un rombo; no es sélo decir que no es un rombo” [162]. Por tanto,
indica las condiciones que deberian cumplir los triangulos isésceles determina-
dos por una de las diagonales del cuadrilatero.

168.  Noé: [.] Tendria que tener dos triangulos equilateros.
169.  Profesora: &Y por qué?

170.  Noé: Porque, es que, digamos el rombo también se puede dar a través de la forma.
O sea; digo yo; no sé si esté bien. Digamos como un cuadrado cuando el
cuadrado se comprime. ¢Si? Como el cuadrado tiene todos sus lados iguales,
équé nos formaria eso? Dos triangulos equilateros.

[]
174, Saul: Yo diria que un rombo se forma también con dos tridngulos isésceles. [..]

176.  Saul: Se necesitaria que los dos tridangulos isés- Figura 7

celes fueran congruentes. O sea... si fueran

dos triangulos equildteros [congruentes],

implicaria que esta medida [senala la dia-

gonal del rombo dibujado por su compa-

fero, figura 7(a)l sea igual a ésta [senala

un lado del rombo de la figura 7(a)l. Pero,

pues también... Pero, pues con ésta [sefiala

los dos triangulos equilateros de la figura

7(2)] también se puede hacer un rombo.

Pero con dos triangulos isdsceles también (a) (b)
se podria hacer un rombo. Pero no necesa-

riamente esta medida [la de la diagonall

tiene que ser igual a ésta [medida de un

lado del rombo]. Digamos, puede ser asi y

asi [dibuja la figura 7(b)l.
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En la justificacion que realizan Noé y Saul se evidencian varios argumentos.
El primer argumento es empirico; tiene como datos visuales que las diagonales
del cuadrilatero no determinan triangulos equildteros [168] (=p) , y como aser-
cion que la figura representada en el computador no es un rombo [158] (=q);
no dan una garantia. La afirmacion que resulta del primer argumento de
Noé es: Si la diagonal de la Figura Incégnita no determina triangulos equi-
lateros, entonces la figura no es rombo (Afirmacion A). Bajo el cuestiona-
miento de la profesora, Noé expone tres argumentos deductivos que validan
la contrarreciproca de la afirmacion anterior [170].

El primer argumento es una equivalencia que Noé establece: rombo siy solo
si cuadrado comprimido. Esta proposicion corresponde a la definicién personal
de rombo que Noé ha manifestado desde el inicio de la actividad. El sequndo
argumento es: si el rombo (gq) es un cuadrado comprimido (datos) entonces
todos sus lados son congruentes (asercion). La garantia implicita es que al
comprimir un cuadrado se mantiene la congruencia de los lados del cuadrilatero.
El tercer argumento tiene como datos la asercion anterior y concluye que la
diagonal determina dos triangulos equilateros (p), siendo la garantia la defini-
cion de triangulo equilatero.

Saul quiere expresar su acuerdo parcial de lo que expuso Noé, pero enuncia
la proposicion inversa de la Afirmacion A de Noé, sin saber que no son nece-
sariamente equivalentes. Es decir, afirma que: si la diagonal determina triangulos
equilateros entonces es rombo. Con el proposito de justificar su afirmacion, Saul
construye una cadena de argumentos [176]. El primer argumento es precisa-
mente el establecimiento de la inversa, convencido de que esta reportando lo
que dijo Noé. En el segundo argumento, Saul asevera que si la diagonal del
cuadrilatero determina dos triangulos equildteros (datos), entonces la medida
de la diagonal serd igual a la medida de los lados (asercion). La garantia impli-
cita de este argumento deductivo es la definicion de triangulo equilatero. El
tercero argumento, que es empirico, parte del hecho de que si la figura es un
rombo (datos), entonces no necesariamente la medida de la diagonal es igual
a la de uno de los lados (asercion). La garantia implicita son las representa-
ciones de rombo que hicieron en el tablero. A partir de esto, Saul establece lo
que denominamos el Criterio de Dos Triangulos Isdsceles, al cual se va a referir
mas adelante.

El esquema a continuacion ilustra la cadena de argumentos que exponen
los estudiantes en la discusion anterior:
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Figura 8. Cadena de argumentos realizados por Noé y Saul

Interpretacion de Saul de lo
que dice Noé [168]

Si la diagonal de un cuadrilatero
determina dos triangulos equila-

teros entonces es un rombo Saul [176 - 2]

Si la diagonal de un cuadrilatero deter-
l mina dos triangulos isésceles congruen-
tes, tal que la diagonal es congruente a

Objecién la medida de los lados, entonces es un
\L Caso 1 rombo
Saul [176 - 1]

Criterio de dos Triangulos Isdsceles

Si la diagonal de un cuadrilatero Saul [176 - 3]
determina dos triangulos isosce-

Si la diagonal de un cuadrilatero deter-
les congruentes es un rombo

Caso 2 mina dos tridngulos isdsceles congruen-
tes, tal que la diagonal no es congruente
a la medida de los lados, entonces es
rombo.

La equivocacion de Saul al transformar la Afirmacion A es una de las dificultades
que identifica Antonini (2004). No es valido, desde el punto de vista de la logica,
usar la inversa para validar una proposicion, porque esta no es equivalente a
ella. Pero en este caso, como la proposicion y su reciproca son validas, Saul logro
lo que querfa.

Momento Z: Con la intencién de buscar otras propiedades de la Figura
Incégnita, retoman las ideas expuestas en el didlogo anterior. En la siguiente
intervencion, le justifican a la profesora la validez de una de las propiedades de
la Figura Incognita que quieren incluir en el listado. Como consecuencia de lo
que exponen, escriben en la hoja, donde han consignado las propiedades que
han encontrado, la siguiente propiedad: “Una diagonal determina dos triangulos
isosceles no congruentes’.
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192, Saul: Seria mejor si sacaramos el Criterio de Dos Triangulos Isosceles.

193.  Profesora:  ¢El Criterio de Dos Triangulos Isésceles?... O sea, t me dices que, teniendo los
dos triangulos isdsceles, épodemos demostrar qué?

194.  Saul: Pero tendria que.. O sea, esos dos tridngulos isésceles no tendrian que ser
congruentes, porque si fueran congruentes se formaria el rombo.

En la anterior intervencion, Saul intenta justificar por medio de un argumento
deductivo tedrico que si se tiene la Figura Incégnita (dato), entonces una dia-
gonal determina dos triangulos is6sceles no congruentes (asercién). Para cons-
truir la justificacion, agrega como dato la negacion del consecuente, es decir,
supone que la diagonal determina dos triangulos isésceles congruentes [194].
Utilizando el Criterio de Dos Tridngulos Isésceles [192] como garantia, concluye
como asercion que la figura seria un rombo [194]. Con esto Saul llega a una
contradiccion, pues anteriormente habia afirmado que la Figura Incognita no es
un rombo. Asi concluye que la afirmacion que nego es verdadera. El esquema
de la justificacion de Saul corresponde a una demostracién por contradiccion.
Hizo la demostracion indirecta sin dificultades.

FRAGMENTO 3. ¢POR QUE LA FIGURA TIENE UN PAR DE ANGULOS NO
CONGRUENTES?

Despues de que los estudiantes de cada grupo han trabajado independiente-
mente en la formulacion y justificacion de definiciones para la Figura Incégnita,
es decir para el cuadrilatero denominado cometa, se abre un espacio para la
comunicacion de resultados. Ambos grupos reportan que una posible definicion
es: Una cometa es un cuadrilatero con diagonales perpendiculares, tal que solo
una biseca a la otra. La profesora cuestiona si la definicion que proponen ase-
gura la no congruencia de dos angulos opuestos (Propiedad 6). El siguiente
fragmento corresponde a la justificacion dada por un estudiante:
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216.  Armando: iEeeh.., bueno! Ya tenemos las dos rectas perpendiculares. Entonces decimos
que ‘s6lo una biseca a la otra". Entonces, por consiguiente, los lados son
iguales [senala al JA vy al K4 (figura 9)I. O sea, uno tiene que ser mas largo
que el otro para que s6lo una biseque a la otra [mostrando al TA vy al RAL
Entonces al ser uno mas largo que el otro, la distancia de aqui [senala el
vertice R] hasta aqui [senala el punto A], va a ser mayor, y eso hace que los
angulos pues cambien sus grados. {Si me hago entender?

Figura 9

R

240.  Profesora: ¢Sera que en algun momento el £JTK va a ser congruente con el £JRK?

241, Armando:  No. En ninglin momento porque al ser iguales entonces las dos [diagonales]
se bisecarian. O sea, al ser los angulos iguales tendrian que ser las diagona-
les... las dos diagonales bisecarse, y la propiedad dice que “solo una diagonal
biseca a la otra”.

Lo que pretende Armando justificar es la siguiente afirmacion: Si sélo una dia-
gonal del cuadrildtero biseca a la otra, entonces el cuadrildtero tiene un par de
dngulos que no son congruentes. En la intervencion [216], Armando desarrolla
dos argumentos. El primero, es un argumento deductivo tecrico, cuyo dato es
que “solo una diagonal biseca a la otra” y la asercion es la congruencia de KA
y JAy la no congruencia de TA y RA (figura 9). La garantia implicita es la defi-
nicion de bisecar” Armando asume que el JK es la diagonal que no biseca a
la otra e indica que esto implica que AR ® es diferente a TA. Llegar a esta

7 La definicion de bisecar que hace parte del sistema tedrico establece que una figura geométrica
biseca a un segmento si la interseca en su punto medio.

¢ Es la notacién que usaremos para representar la distancia del punto A al punto R.
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conclusion requiere reconocer que si una diagonal no biseca a la otra, A no es
punto medio del RT,y si A no es punto medio del RT, entonces AR >TA o0 AR
< TA. Es decir, usa la negacion de la definicién de punto medio,’ sin tal vez
reconocer que la negacion es una disyuncion, y que por tanto basta que no se
cumpla una de las dos condiciones para no ser punto medio. La asercion de
este primer argumento se convierte en el dato del segundo, que tiene como
asercion que la medida de los angulos no puede ser la misma. Este sequndo
argumento es inductivo empirico.

Debido al cuestionamiento de la profesora, Armando emite otro argumento
[241], usando la negacion del consecuente de la condicional que quiere demos-
trar (datos); es decir, asume que la figura tiene dos pares de angulos congruen-
tes. Su asercion es que sus diagonales se tendrian que bisecar. Esto, junto con
la propiedad que ya se conoce de las diagonales de una cometa, conforman la
proposicion ry —r. Por ello, como si conociera el Principio de Reduccién al
Absurdo, deduce que los angulos no pueden ser congruentes. Esto convierte su
argumento en una demostracion por contradiccion, en la que no se presento
alguna dificultad de las mencionadas por Antonini y Mariotti (2010).

CONCLUSIONES

Durante el desarrollo de la secuencia, los estudiantes tenian que proponer dife-
rentes definiciones para una figura desconocida, a partir de las propiedades que
descubrieron. Para poder expresar las propiedades de la Figura Incégnita, los
estudiantes evocaron propiedades de cuadrilateros conocidos que tenian alguna
similitud con la representacion de la Figura Incognita (el paralelogramo vy el
rombo). Debido a ello, tenian que determinar cuales de esas propiedades debian
dejarse de cumplir para que el rombo y el paralelogramo no fueran ejemplos
de la Figura Incégnita. Para expresarlas como propiedades de esta, requirieron
el uso de la negacién (Ver propiedades 3y 5 — 11, de la tabla 3).

La estrategia usada por los estudiantes para analizar las propuestas de
posibles definiciones de la Figura Incdgnita era tratar de construir, con geometria
dindmica, figuras que cumplieran las propiedades reportadas. De esta forma,
surge el no-ejemplo (el rombo) como herramienta para rechazar algunas

% La definicion de punto medio establece que el punto pertenece al segmento y que su distancia a
cada extremo es la misma.
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definiciones propuestas. Ademas, los estudiantes vieron la necesidad de justificar
por qué la figura que intentaban definir no corresponde ni a un paralelogramo
ni-a un rombo.

Las caracteristicas de las tareas propuestas (tabla 2) llevaron a que el uso
de la negacion surgiera en cuatro momentos: 1) cuando los estudiantes repor-
taban las propiedades de la Figura Incognita; 2) cuando querian encontrar un
no-ejemplo para indicar que el conjunto de propiedades no podia definir a la
Figura Incégnita; 3) cuando justificaban por qué la Figura Incégnita no podia
ser clasificada como una figura conocida; 4) cuando tenfan que argumentar que
una propiedad de la Figura Incdgnita, que incluia la palabra “no’, era valida.

Parece que los tipos de tareas disenados favorecieron el uso espontaneo de
esquemas de razonamiento propios de una prueba por contradiccion. El surgi-
miento de este tipo de razonamiento, también se dio porque los estudiantes
estaban inmersos en un ambiente que les permitié involucrarse genuinamente
en el proceso matematico de argumentar y definir. Dado que la profesora exigia
justificaciones, los estudiantes tuvieron la confianza para exponer sus argumen-
tos a los demas, tal vez porque la geometria dinamica les dio soporte empirico
para estos. A pesar de que no incluian las garantias, la mayoria de sus argu-
mentos eran deductivos.

No pretendemos que a nivel escolar se dé un tratamiento formal sobre
asuntos relacionados con la légica. Sin embargo, siendo que surgié con tanta
espontaneidad el uso de la negacion, nos preguntamos si no habria sido perti-
nente abordar con los estudiantes asuntos relacionados con el porque de la
validez del esquema de razonamiento que utilizaron. Es necesario que el
profesor identifique la estructura logica de los argumentos que formulan los
estudiantes, para determinar si corresponden a esquemas de razonamiento
valido. Contribuir a que los estudiantes también identifiquen la estructura de
sus argumentos, puede llegar a ser una estrategia que le permita al profesor
ayudar a que ellos entiendan las formas validas de justificar en matematicas.
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