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LA ENSENANZA DE LOSNUMEROS RACIONALES
A PARTIR DE LA RELACION PARTE-TODO

GILBERTO OBANDO

Se presentan aqui algunos aspectos relativos al desarrollo del trabajo
de grado titulado: “ La ensefianza de los nimeros racionales a partir
de la relacion parte-todo” , en € marco de la Maestria en Educacién
Matematica de la Universidad del Valle. Esta investigacion giro alre-
dedor delos procesos de ensefianza y |0s procesos de aprendizaje rela-
tivos a los nimeros racionales, centrando la atencién en aquellos que
conciernen a las relaciones parte-todo. A través de este trabajo se
detectd que la forma actual como se orientan tales procesos en la
escuela, es fuente de conceptualizaciones erroneas por parte de los
estudiantes. Sobre la base de este andlisis y apoyada en metodologias
propias de la Didéactica de las Mateméticas se desarrollé una pro-
puesta de trabajo mediante la cual se pudieran desencadenar procesos
de aprendizaje mas significativos en los alumnos.

e present here some aspects related to a degree work called “ Teach-
ing rational numbers based on whole part relationship”, in the context
of a Mathematics Education Master of Universidad del Valle, Colom-
bia. This research moves around rational numbers teaching and learn-
ing processes, with focusin whole part relationship. Through this work
we were able to detect that the current way for conducting these pro-
cesses in school is source of students misconceptions. Based on this
analysis and on methodologies of Didactics of Mathematics, we devel-
oped a working proposal that allow to generate more significant learn-
ing processes for students.

Palabras claves: nimeros racionales, fracciones, relacién parte-todo, educacién basica.

INTRODUCCION

En laactualidad se hace necesario que los curriculosy las practicas educati-
vas se centren en procurar una actividad matematica del alumno que le per-
mita desarrollar autonomiaintelectual frente a sus procesos de aprendizaje.
Esta necesidad es consecuente con los cambios que se han dado en las con-
cepciones sobre las matematicas, la enseflanza y €l aprendizaje de las mis-
mas. Lograr este fin es algo que trasciende ampliamente la mera seleccion
de los contenidos apropiados que se deben ensefiar, o € disefio de técnicas
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metodol dgicas a través de las cuales se pueda hacer més eficiente la ense-
flanza. Se debe hacer de la escuela un gran laboratorio de investigacion, en
e cua lareflexion constante sobre las préacticas pedagdgicas del maestro,
asi como sobre las producciones de los alumnos, sean motor constante de
nuevas decisiones pedagdgicas.

Considerando las anteriores hipotesis generales de trabajo se realizo la
tesis “La ensefianza de los niimeros racionales a partir de larelacion parte-
todo”, bajo la direccion de la profesora Gloria Castrillon Castro. El proble-
ma central de investigacion giré arededor de los procesos de ensefianza y
de aprendizgje relativos a los nimeros racionales, centrando la atencion en
aquellos que conciernen alas relaciones parte-todo.

La seleccion de los nimeros racionales como temética, se debio, entre
otras razones, a que éstos constituyen un campo numérico de gran importan-
Cia, tanto desde &l punto de vistamatemético, como por su utilidad en el pro-
cesamiento e interpretacion de situaciones de la vida cotidiana. La
importancia de |os nimeros racional es en nuestra culturaes indudable: cada
dia los medios de comunicacion nos entregan grandes volimenes de infor-
macion, que es cuantificada en términos de porcentajes, probabilidades, ra-
zones, fracciones, etc., y una buena comprension de los nimeros racionales
es fundamental para analizarla e interpretarla. Por ejemplo, los nimeros ra-
cionales son necesarios para entender: |os resultados de las encuestas y po-
der juzgar su credibilidad, los indicadores econémicos y sociales del pais,
|as tasas de interés que ofrece una cuenta de ahorro o que afectan a un cré-
dito hipotecario, los descuentos de los supermercados, la probabilidad de
ganar una loteria, la prediccién del clima, etc. También son importantes en
los procesos escolares dado que los nimeros racionales constituyen una
base fundamental, no solo para el estudio de la matematica, sino también
paralaformacién en otras disciplinas como lafisica, laquimica, labiologia,
etcétera.

A pesar de su marcadaimportanciay delos grandes esfuerzos en tiempo
y dedicacién que actualmente se consagran, en nuestro curriculo de mate-
maéticas, adesarrollar |os procesos de aprendi zaj e necesarios en los alumnos,
éste sigue siendo un temade alta complgjidad y, por supuesto, sus nivelesde
logro apenas si [legan alacomprension de los conceptos més basicos y ele-
mental es.

A continuacion se reportan, a través de cuatro secciones, aspectos de la
investigacion realizada, con la que se esperaba contribuir ala comprension
del funcionamiento didéctico de la tematica en el &nbito escolar como un
paso necesario pararealizar propuestas pedagdgicas que mejoren el apren-
dizaje de los estudiantes.
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MARCO TEORICO

Dos gjes centrales alrededor de los cuales gira el trabajo desarrollado son €l
andlisis historico-epistemolégico de los nimeros racionales y €l andlisis
didéctico de los mismos. Desde |0 histérico-epistemol 6gico se logran iden-
tificar elementos conceptuales claves en el proceso de consolidacién de los
ndmeros racional es como objetos mateméticos a través de la historia de la
humanidad; tales elementos tienen que ver con el papel social de las préacti-
cas de medicién y con los cambios conceptuales en torno a la nocién de
unidad. Por su parte € andlisis didactico permite delimitar campos de
accion para el desarrollo de los procesos de ensefianza de los conceptos
relativos a este sistema numérico; entre ellos vale la pena destacar la nece-
sidad y pertinencia de identificar y categorizar €l conjunto de conceptos y
situaciones en las cuales tienen sentido los nimeros racionales.

Unamirada alahistoria

La dicotomia nimero—magnitud subyacente al pensamiento griego condujo
auna conceptualizacién muy particular de lanocién de unidad. De un lado,
el nimero estaba ligado a lo discreto, es decir alo contable; de otro lado, la
magnitud estaba ligada a |o continuo, es decir alo medible. La ciencia del
ndmero eralaaritmética en tanto que la de las magnitudes erala geometria.
Baj o estas condiciones se reconocian dos tipos de unidad: launidad aritmé-
ticay launidad geométrica.

Launidad aritmética—esdecir, €l “uno”— no eraun nimero, puessien-
do e principio generador de todos |os nimeros, debia tener naturaleza dis-
tinta.l Ademés, por ser la esencia de todos los nimeros, e uno era tnico,
universal eindivisible. Platén en su libro VI de La Republica expresalo si-
guiente apropdsito delaindivisibilidad del uno: “ Si intentas en su presencia
dividir launidad propiamente dicha, se burlan deti y no te escuchan, y si la
divides, ellos la multiplican otras tantas veces, temiendo que la unidad no
parezcacomo ellaes, esdecir, una, sino un conjunto de partes’ (Platon, trad.
1997, p. 283).

1. Enlafilosofia griega se tenia una distincion entre esenciay sustancia, siendo la esenciala
unidad bésicay elemental de la cual se compone la sustancia, y por ende, sin posibilidad
de ser descompuesta en componentes més simples. Asi, sustanciay esencia son de natura-
leza diferente. De esta manera, dado que cualquier nimero natural mayor o igual que dos
es en Ultima instancia una repeticion del uno, entonces éste se constituye en €l principio
generador de todos los nimeros. Como tal, es entonces la unidad mas simple y elemental
que da origen a todos los nimeros, y por tanto es la esencia de la cual se compone la sus-
tancia (los nimeros).
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Launidad geométrica, por su parte, erarelativaalamagnitud que seiba
amedir. En este sentido no era tnicay universal como el nimero, sino que
dependia de aquello que se quisiera medir. Es mas, para medir una misma
magnitud se podia disponer de diferentes unidades seguin |as necesidades de
lamedicion que sefueraarealizar. Asi pues, launidad geométrica era, mul-
tiple y particular. Pero ademés, dado que la unidad geométrica no era otra
cosa gque un elemento particular elegido arbitrariamente de entre todos los
elementos que comparten lamisma cualidad medible, entonceslanaturaleza
de dicha unidad era la misma que la de las magnitudes. divisible infinita-
mente —por o menos en potencia.

Asi pues, paralos griegos, solo eran nimeros |os natural es mayores que
uno. No existian las fracciones de la unidad, como nimeros. Se aceptabala

fraccién % . en tanto que ella expresaba el resultado de la cuantificacion de

dos magnitudes homogéneas, en las cuales sus medidas estuvieran en una
razén de 1 a2. Lasdemas medicionesinexactas, esdecir aquellasquedieran
como resultado otro tipo de fracciones, eran expresadas como razones ho-

mogéneas entre niimeros naturales. Por gjemplo % erapensado como unara

zon de 3 a 4, y representaba la conmensurabilidad de dos magnitudes
homogéneas. De esta manera, a expresar las medidas como razones entre
ndmeros, se establecia un contacto entre la aritméticay la geometria.

Lafusién de ambos tipos de unidad se daen €l siglo XV1, apartir delos
trabajos de Simén Stevin®. El creciente comercio de la Europa de finales de
la Edad Mediay la gran diversidad de sistemas de medida existentes en
aquella época, se constituian en una gran barrera para efectuar los negocios
de maneraeficientey precisa. Sobre labase detal necesidad, Stevin selanza
alatareade disefiar un sistema de medida que permitierala estandarizacion
de los sistemas de medida en todas las regiones, y que ademas facilitara el
célculo necesario en las medicionesy, por ende, en las transacciones comer-
ciales. Con este fin se apoya en la utilizacion cada vez més generalizada del
sistema de numeracion decimal, y propone € disefio de conjuntos de siste-
mas de medida (uno para las longitudes, uno para los pesos, etc.) en cada
uno de los cual es se tomara una unidad como fundamental (o unidad patrén)
y otras unidades construidas guardando unarelacion de 1 a 10 entre unida-
des consecutivas (tal como en nuestro sistemameétrico decimal). De estama-
nera, las técnicas de célculo desarrolladas para los nimeros podian ser
aplicadas alos procesos de medicion. Este proceso llevaa Stevin aidentifi-
car launidad geométrica de los procesos de medicion, con launidad aritmé-

2. Para mayor informacién sobre los trabajos de Stevin se puede consultar Waldegg (1996),
Moreno (1991) y Klein (1992).
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ticaorigen delosnimerosy, por tanto, adeterminar quelaunidad aritmética
es también un nimero y, en consecuencia, divisible en fracciones de unidad
(al igual que se podia dividir la unidad geométrica). Asi pues, Stevin esta
blece el carécter de nimero de la unidad, asi como su divisibilidad, sin que
por ello degje de ser unidad. De esta manera borralas fronteras entre lo con-
tinuoy lo discreto, esto es, entre las magnitudesy los nimeros. Pero ademés
extiendelanotacion decimal paralaescrituradelasfraccionesde unidad (tal
como la conocemos hoy en dia), las cuales desde entonces son consideradas
CcOmMo NUMeros.

Como puede verse, €l trabajo de Stevin permite la transformacion pro-
funda de la naturaleza epistemoldgica del concepto de nimero instaurada
desde los griegos. Pero es de destacar que este cambio tiene entre sus raices
el interés de matematizar las préacticas socia esligadas al comercio, préacticas
que, desde la perspectiva griega, no merecian la atencion del matemético.

Pero este no es e Unico caso dela historia de las mateméticas en el cual
las précticas sociales de la medicién son fuente importante para la concep-
tualizacion de las fracciones como nimeros; en culturas como la egipciay
la babil 6nica se pueden encontrar gjemplos de tal relacion. En ambos casos,
aungue en épocas distantes unade laotra, se promovio unaculturaen lacua
laagricultura eralabase de su desarrolloy, por consiguiente, lo relacionado
con laagrimensuray laastronomiaerade vital importancia. Asi, lamedicion
y los célculos aritméticos relativos a los problemas que debian enfrentar
constantemente (medida de la superficie cultivable en un determinado terre-
no, cobro de impuestos en funcién de la tierra cultivada, etc.) hicieron que
aritméticay geometria estuvieran estrechamente unidas y que, por tanto, se
asumiera la divisibilidad de la unidad aritmética con la misma naturalidad
con que se asumia la divisibilidad de la unidad geométrica. De esta manera
las fracciones de unidad también eran nimeros, en tanto que expresaban el
resultado de unamedida. Por supuesto que la conceptualizacién de las frac-
ciones como ndmeros se encontrd con limitaciones propias impuestas por €
sistema de numeracion utilizado por una u otra cultura.

En suma, desde el estudio histérico—epistemol 6gico se pueden destacar
dos hechos fundamental es:

* Las dicotomias “ continuo—discreto”, “unidad aritmética—unidad
geométrica’ y “ndmero—magnitud”, que se muestran como fac-
tores epistemol 6gicos claves en el proceso de construccién his-
térico del concepto de nimero racional, deben ser firmemente
conceptualizadas si se quiere que las fracciones de unidad sean
aceptadas como nimeros.
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« Las practicas sociales de la medicién son una fuente importante
para avanzar en € proceso de conceptualizacion de las fraccio-
nes de unidad como ndimeros.

Como se vera més adelante, estas dos conclusiones se constituyeron en hi-
potesis de trabajo fundamentales en el disefio de la propuesta de interven-
cibnend aula

El aspecto didéactico del nimero racional

La ensefianza y aprendizaje de los nimeros racionales son asuntos comple-
jos; dicha complejidad esta relacionada con el hecho de que lafraccion pre-
sentaalavez homonimiay sinonimia; a respecto, Mancera (1992) afirma:

Uno de los problemas en el aprendizaje de las fracciones es que €
simbolo 5 donde x,y 0 Z,y 20, estd asociado a diversos signifi-

cados (homonimia); en efecto, puede representar una razén, un nd-
mero racional, un operador, etc. En €l sentido inverso, el concepto
de fraccion puede representarse como un cociente de enteros o una
expresién decimal, un porcentaje (sinonimia). (p. 32)

Entre los diferentes trabajos que han abordado una interpretacion de los nu-
meros racional es desde un andlisis semantico, sintéactico y matematico dela
fraccion vale la pena destacar el presentado por Ohlsson (1988), en €l cual
Se propone una caracterizacion para las fracciones a partir del concepto de
constructo matemético®, y de dos tipos de significados: el significado mate-
mético y e significado aplicacional®. Desde esta perspectiva se distinguen
cuatro constructos para las fracciones: funcién cociente, nimero racional,
vectores binarios y funcion compuesta. El primero tiene como significados
aplicacionales las particiones, los acortamientos, las extracciones y € co-
ciente cartesiano; €l segundo, las relaciones parte-todo, la medida fraccio-
nal, e cociente (indicado), la recta numérica y la fraccion decimal; €

3. Seentiende el constructo (traduccion literal del término en inglés construct) matemético
como una entidad conceptual (en este caso matemética) que esta compuesta no solo de un
conjunto de definiciones, axiomas y teoremas (teoria matemética), sino que también
incluye todas aquellas situaciones problemay sistemas simbdlicos que estén relacionados
con dichateoria. Cuando esta entidad se hace objeto de aprendizaje, éste se da através de
un proceso en e cual entran en juego las representaciones simbdlicas (formales y no for-
males) y cognitivas de quien aprende, |as situaciones problemas desde |as cuales se dota de
sentido alaentidad conceptual, lasleyesy propiedades mateméticas que dan sentido mate-
mético a constructo y |os procedimientos (tanto formales como no formales) bajo los cua-
les se puedan resolver |as situaciones problema que se planteen.
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tercero, lasrazones, lasratas, las proporcionesy las cantidades intensivas; y
el cuarto tiene como unico significado aplicacional el operador fraccionario.

Aunque Ohlsson propone una caracterizacién de las fracciones mas que
del nimero racional, su trabajo exhibe un avance significativo en la caracte-
rizacion de la problemética alrededor de la ensefianza de los nimeros racio-
nales, ya que pone de manifiesto la complejidad del campo de significados
de las fracciones a mostrar como éstas pueden ser interpretadas desde cua
tro constructos mateméti cos.

Por su parte varios autores (Behr y Harel, 1990; Behr, Harel, Post y Sil-
ver, 1992; Behr, Harel, Post y Lesh, 1993) profundizan en el andlisis pro-
puesto por Ohlsson, en el sentido de realizar una caracterizacion semantica
mas fina de | os distintos constructos bajo |a 6ptica de |a matematica de can-
tidades®. Esta dpticalosllevaa considerar dos nuevas variables, a saber: e
tipo de unidad (simple o compuesta) y el tipo de magnitud (continua o dis-
creta). Estas variables |e asignan unaimportancia especial a su trabajo; am-
bas son claves a la hora de disefiar las secuencias de tareas a través de las
cuales ensefiar los nimeros racionales, pues permiten ver la necesidad de
conocer tanto los distintos constructos del nimero racional, como el conjun-
to de significados provenientes del andlisis de los mismos desde la Opticade
la matematica de cantidades.

En conclusion, desde el andlisis didactico se reconocen nuevos elemen-
tosparael desarrollo delapropuestadetrabajo en el aula. De un lado, laim-
portanciadel concepto de fraccion como un puente de entradaalos nimeros
racionales®, pero sin dejar de lado |os aspectos seménticos, sintacticosy ma-
temati cos unidos a los diferentes constructos en que se pueden organizar |os

4. El significado matemético estd dado por la teoria —axiomas y teoremas— de la entidad
matemética que represente. El significado aplicacional (traduccion literal de la expresion
en inglés applicational meaning) esta determinado por todas aquellas relaciones que se
puedan establecer desde el constructo matemético hacia situaciones del mundo real. Estas
relaciones asignan tanto un sentido como unareferencia a dicho constructo. Es decir que el
significado aplicacional esta determinado tanto por el sentido como por la referencia del
constructo.

5. Lamatemética de las cantidades (traduccion de la expresion en inglés mathematical quan-
tity) presenta una nueva perspectiva en la que se plantea que el significado de los nimeros,
asi como de |as operaciones, estd determinado por las unidades y las magnitudes sobre las
gue se opera. Esto quiere decir que no basta con trabajar con los valores numéricos, sino
gue se deben tener en cuenta las magnitudes que dan origen a estas cantidades asi como a
las unidades en que son medidas. Esto se hace més importante cuando se trabaja con ope-
raciones como la multiplicacién, en la que se encuentran interpretaciones en las que se
opera sobre dos cantidades y €l resultado es una nueva cantidad de distinta naturaleza, es
decir, operaciones que transforman el referente (Schwartz, 1988).

6. Al respecto Freudenthal (1983) plantea que las fracciones son la fuente fenomenol 6gica
del nimero racional.
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diferentes significados matematicosy aplicaciones de éstas. De otro lado, en
tanto que las fracciones tienen en | os procesos de medicién un elemento im-
portante para su conceptualizacién, entonces se hace necesaria una referen-
cia explicita, desde la Optica de la matemética de cantidades, a tipo de
unidad y de magnitud sobre los que se realizan |os procesos de medicién a
partir de los cuales se establecen las fracciones y, por ende, alas relaciones
entre unidad aritméticay geométrica.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Desde e marco tedrico que antecede se pueden identificar dos elementos
claves para el desarrollo de la investigaciéon. De un lado, la complejidad
inherente a proceso de conceptualizacion del nimero raciona vy, por lo
tanto, la imposibilidad de abordar en una sola investigacion el estudio de
tal conceptualizacion. Y de otro, la importancia del concepto de fraccién
como fuente fenoménica del nimero raciona y la posibilidad de aproxi-
marse alas fracciones desde la relacion parte-todo.

Ahorabien, una aproximacion inicial a las fracciones desde la relacion
parte-todo es pertinente al menos por |as siguientes razones.

* Larelacién parte-todo constituye un ge através del cual acceder
a otros conceptos de los nlmeros racionaes. Las medidas, las
fracciones decimales, los nimeros decimaes no enteros, los
cocientes, algunos tipos de razones, la recta numérica, entre otros,
encuentran en la relacion parte-todo una fuente importante para
iniciar su proceso de conceptualizacion.

* A través delarelacion parte-todo se tiene un puente de entrada a
la conceptualizacion de la unidad como un todo divisible en par-
tes mas pequefias, sin que por esto deje de ser unidad. Por lo
tanto, se inicia un trabgjo en la nocién del continuo real. Pero
ademas, lo anterior hace necesario un andlisis de las relaciones
entre launidad aritméticay la unidad geométrica, proceso indis-
pensable en la construccion conceptual de las fracciones de uni-
dad como ndmeros.

Larelacién parte-todo es un camino natural parala conceptuali-
zacion de algunas propiedades (como la que conduce a la deno-
minacion “fraccion propia’ e “impropia’), algunas relaciones
(como lade equivalencia), y algunas operaciones (como la suma
y laresta).
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* Larelacion parte-todo constituye un contexto importante a partir
del cual se conceptualiza la unidad en sus dos caracteristicas
basicas: tipo de unidad (simple o compuesta) y tipo de magnitud
(continua o discreta).

Por lo tanto, el campo de accion dentro del cual se delimito el desarrollo de
lainvestigacion se centro en el trabajo con fracciones, pero tomando lare-
lacion parte-todo como punto de partida para €l proceso de conceptualiza
cion de lafraccion. En este sentido la fraccién como relacién parte-todo es
interpretada como un ndimero que expresa la relacion cuantitativa entre una
cierta cantidad tomada como unidad (todo) y otra cantidad tomada como
parte. El establecimiento de tal relacidn cuantitativa implica un proceso de
medicion.

En este contexto de delimitaciones conceptuales el problema de investi-
gacion se formul 6 en los siguientes términos. ¢COmo organizar la ensefian-
za delos nimeros racionales a partir dela relacion parte-todo?

METODOLOGIA

Esta investigacion —enmarcada dentro del campo de la Educacion Mate-
matica— tuvo carécter interdisciplinario. Esto quiere decir, que e pro-
blema de investigacion se abordd de una manera integrada con aportes de
disciplinas como: la Historia de las mateméticas, en cuanto a un estudio de
los aportes de investigaciones que se han realizado en € campo delaevolu-
cion histérica del concepto de nimero racional; la Psicologia, en cuanto a
la psicologia cognitiva; las Mateméticas, como e orientador del trabajo; y
la Didéactica de las matematicas, como campo de investigacion integrador
de las diversas disciplinas que intervinieron en el desarrollo del proyecto.

Asi, la metodologia de investigacion fue el resultado de enfoques tedri-
cos propios de la Didacticade las matematicas, fuertementeinfluidos por los
trabajos de investigadores franceses como Guy Brousseau, Gerard Vergn-
aud, Régine Douady y Michéle Artigue, entre otros. El andlisis didactico
desde la perspectiva de la ingenieria didactica (en el marco de la teoria de
situaciones didacticas), constituy, junto con el ementos tedricostomados de
la psicologia cognitiva y de la teoria de los campos conceptuales, los ges
orientadores de lainvestigacion.

Consistente con los elementos tedricos de la ingenieria didéctica como
metodol ogia de investigaci6n en Didéactica de las mateméticas, lainvestiga-
cion se desarroll6 siguiendo las cuatro fases de lamisma: € analisis preli-
minar, la concepcion y el andlisis a priori de las situaciones, la
experimentaciény el andlisisaposteriori. Dado el carécter holistico delain-
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vestigacion, estas cuatro etapas no se sucedieron linealmente en el tiempo,
sino que en el proceso de avance de lainvestigacion, algunas de ellas se su-
perpusieron realimentandose mutuamente. Por gjemplo, si bien los andlisis
preliminares fueron el punto de partida parala formulacion de las primeras
hipétesis de trabajo en € disefio de las situaciones didécticas, |os resultados
de la aplicacion de éstas se revirtieron sobre los andlisis preliminares, con-
firmando o refutando las hipétesisiniciales, y por tanto, dando elementos de
andlisis para el redisefio de las situaciones o €l disefio de unas nuevas. No
obstante la no linealidad, a continuacién se presentan en orden las cuatro
etapas a través de las cuales se identificaron variables didacticas para e di-
sefio de situaciones didécticas cuyo objetivo sea la ensefianza de los nime-
ros racionaes, estas variables estan relacionadas con € tipo de unidad
(simple o compuesta) y con €l tipo de magnitud (continua o discreta) sobre
las que se establece la relacion parte-todo, y con una interpretacion de la
fraccion desde |a perspectiva de lamatematica de las cantidades y, por ende,
desde las relaciones y operaciones que le dan su sentido numeérico.

Primeraetapa: el anélisispreliminar

Su objetivo fundamental fue analizar las condiciones de funcionamiento
del sistema educativo en la ensefianza de |os nimeros racionales. Se inves-
tigaron tales condiciones a través de tres dimensiones distintas: |a episte-
molégica, la didéctica y la cognitiva, y a fina se construyd un marco
tedrico didactico general sobre el nimero racional. Este trabgjo se realiz6
en las siguientes cuatro fases:

Primera fase. Indagacion en trabgj os realizados sobre la historiay |a episte-
mologia de las mateméticas, con el fin de conceptualizar los elementos que
através delahistoriadinamizaron u obstaculizaron el desarrollo delos con-
ceptos matemaéticos relacionados con €l nimero racional.

Segunda fase. Indagacién sobre cdmo se presenta el concepto de nimero ra-
cional en € curriculo de mateméticas de la educacién basica, tanto concep-
tualmente (esdecir, desde el punto de vistamatemético), como enlorelativo
a las sugerencias y estrategias metodolégicas. Esta indagacion se realizod
fundamentalmente a través de un analisis de textos escolares y de laimple-
mentacion de talleres que buscaban indagar sobre las estrategias de trabajo
empleadas por |os maestros para presentar en el aula de clase |os conceptos
relativosalosracionales. Parallevar acabo estafase fue necesario combinar
digtintas estrategias, tales como: la indagacion bibliogréfica, la realizacion
de entrevistas (orales y escritas) a profesores de mateméticas, los talleres
con profesores y la observacion de clases de matematicas.
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Tercera fase. Una mirada detallada a los alumnos con €l fin de conocer sus
concepciones, errores, dificultadesy obstaculos en el proceso de aprendizaje
de los nimeros racionales. Esta fase se llevé a cabo a través de entrevistas
oralesy pruebas escritas; ademas se realizo unaindagacion bibliogréfica so-
breinvestigacionesrealizadas en Colombiay el mundo sobre estos aspectos.
Esto permitio —entre otros resultados— reconocer conoci mientos esponta
neos einformales de los estudiantes y confrontarlos con los yaformalizados
gue seimparten en la escuela.

Cuarta fase. Establecer interrel aciones entre |os resultados del trabajo reali-
zado en lastresfases anteriores. Setratd de laelaboracion de un marco con-
ceptual que permitierainterpretar el conocimiento de los alumnos asi como
las causas y consecuencias de su estado de conocimiento. Esto condujo ala
formulacion de hipétesis de trabajo para buscar un nuevo punto de equili-
brio en el sistema educativo; es decir, que los procesos de ensefianza desa-
rrollados|levaran alos alumnos aunos procesos de conceptualizacién en los
gue se superaran las limitaciones detectadas.

Segunda etapa: concepcion y analisisa priori

En esta etapa, sobre la base de los resultados de los andlisis preliminares, se
tomaron decisiones con respecto al disefio de las situaciones problemas que
serian trabajadas con los alumnos. Estas decisiones estaban relacionadas
con laeleccion de las variables de comando’ de las situaciones, y por ende,
con los elementos que se pondrian en juego en éstas.

El andlisis a priori, constituy6 un aspecto fundamental de la investiga-
cion dado el caracter interno de su validacion.® Su principal objetivo fue de-
terminar lamanera como las elecciones realizadas permitirian un control de
los comportamientos de los alumnos, asi como del sentido construido por
ellos a propdsito del tema en estudio. Es decir, se debia prever la manera
como a manipular las variables de comando respectivas, las situaciones
aplicadas permitirian alos alumnos una evolucién de su aprendizaje.

Tercera etapa: la experimentacion

Consistio en la gjecucion de las situaciones problémicas disefiadas y la
recoleccion de informacion para €l andlisis a posteriori. Esta aplicacion se
realizo con alumnos del colegio Gimnasio La Colina (Santiago de Cali) de

7. Seentiende por variables de comando aquellas que el investigador puede controlar en las
situaciones que propone a los alumnosy que son determinantes paralograr la construccion
del sentido y significado en ellos.

8. Enlaingenieriadidéctica, la validacién se determina en términos del grado de coherencia
entreel andlisisapriori y €l andlisis a posteriori.
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los grados 4°, 5° y 6°. El trabajo se realizd durante dos afios | ectivos conse-
cutivos, en € horario asignado para las clases de mateméticasy en €l desa-
rrollo normal de la vida institucional. La profesora titular de los cursos
siempre fue la persona encargada de implementar las situaciones, para lo
cual previamente se realizaba un estudio de éstas entre e investigador y
dla

Larecoleccion de lainformacion se dio através de entrevistas, cuestio-
narios, registros filmicos y producciones escritas de los alumnos.

Esta etapa se realizd casi en paralelo con la anterior, pues unavez dise-
fiado €l primer conjunto de actividades era necesaria su aplicacion, ya que
sobre labase de | os resul tados obtenidos se di sefiaban | as nuevas situaciones
con las cuales continuar € trabajo.

Cuarta etapa: e analisisa posteriori

Consistio en lainterpretacion de los resultados del trabajo con los aumnos,
y € contraste con el andlisisapriori y las hipotesis de lainvestigacion. Esto
es, sobre la base de | os resultados de 1os alumnos se juzgd la pertinencia de
las decisiones tomadas en €l andlisis a priori y se valor6 hasta qué punto
fueron determinantes en € proceso de conceptualizacion acanzado por
ellos. Estafase del trabajo serealizd apartir de lasistematizaciony andisis
estadistico de los resultados obtenidos en |a fase de experimentacion.

RESULTADOS OBTENIDOS

Dos grupos de resultados importantes provienen del estudio histérico-epis-
temolégico y del estudio de la ensefianza usual de los nimeros racionales
en € sistema educativo colombiano: el primer grupo relativo a las caracte-
risticas de la ensefianza usual del nimero raciona en el sistema educativo
colombiano y & segundo alas situaciones disefiadas.

Caracteristicas de la ensefianza usual del nimero racional

El trabajo escolar sobre €l nimero racional inicia con € estudio de las frac-
ciones, através de estrategias metodol 6gicas y conceptuales centradas en la
particién y €l conteo, y en la mecanizacion de reglas y algoritmos; en con-
secuencia, en el proceso de conceptualizacion de las fracciones, la medi-
cion no es e ge central ni hay un tratamiento cuidadoso del tipo de
magnitud y del tipo de unidad. Estos elementos, como se vera a continua
cion, son fuente de dificultades en |os procesos de conceptualizacion de los
alumnos.
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Trabajo centrado en la particion y el conteo

Al poner laatencién en actividades de partir y contar?, los alumnos centran
el proceso de conceptuaizacion en € nimero natural y no en la fraccién
como tal. En efecto, a centrar la atencion en el nimero de partes que repre-
senta el numerador y € ndmero de partes que representa el denominador —
y no en larelacion cuantitativa entre las cantidades de magnitud de la parte
y €l todo—, se piensa la fraccion como dos nimeros naturales separados
por unarayita (vinculo) y no como unarelacion cuantitativa entre la parte y

el todo. Por gemplo, en la Figura N° 1, % se piensa como “las tres partes

sombreadas de las cuatro posibles’, y no como “la relacion cuantitativa
entre la cantidad de magnitud de estas tres partes y la cantidad de magnitud
total de las partes’; es mas, para muchos alumnos la parte o partes que no
se sombrean no constituyen unafraccion de la unidad.

Figura N° 1.

Este trabajo centrado en el nimero natural permite explicar € error comdn
delosaumnos al sumar varias fracciones: sumar numeradores entre si y de-
nominadores entre si, pues “si las fracciones son ndmeros naturales separa
dos por unas rayitas, entonces, ¢por qué no sumarlos como la suma que ya
se sabe hacer?’.

Pero ademés, como el proceso de particién no se basaen lamedidadela
magnitud que se desea repartir, entonces debe realizarse a partir de procesos
visuales que privilegian la congruencia geométrica entre las partes para ga-
rantizar su igualdad. Esto hace que en situaciones como laque se muestraen
laFigura N° 2, los alumnos no acepten que cada una de las cuatro regiones
triangulares tengala cuarta parte de la cantidad de superficie del rectangulo.

Figura N° 2.

9. Setratadelasactividadestipicas en las cuales un objeto (el todo) es partido en partesigua
les (en forma), obteniendo N partes en éste. Luego se toman (sombrean, colorean, etc.) M
partes de las N obtenidas. Por tanto, las partes que se han tomado se representan por la

M
fraccion N
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Otra consecuencia de que las actividades no pongan énfasis en lamedicién
sino en el conteo, es precisamente que lanocion de equivalencia entre frac-
ciones queda significada en la congruencia de | as partes en que se hadividi-
do cada unidad, lo cual constituye un significado muy débil, por demés
basado en la percepcidn y no en las relaciones numéricas. Por gemplo enla
Figura N° 3, las fracciones representadas en cada uno de los rectangulos
(que expresan correspondientemente la relacién entre la cantidad de super-
ficie sombreada con respecto a la cantidad de superficie total del rectangu-
lo), dificilmente son aceptadas como equivalentes por los alumnos, y mucho
menos si las formas de cada particion son irregulares; esto, en tanto que las
partes sombreadas no son congruentes entre si.

Figura N° 3.

Si paralos rectangulos de la Figura N° 3 se comparan las cantidades de su-
perficie sombreadas entre si, se obtienen que unas son mayores quelasotras,

pero como fracciones, cada unaexpresa“ % de...”. Esdecir, laeguivalencia

no se da porque las cantidades de superficie sombreadas sean iguales, sino
porque larelacién cuantitativa entre éstas 'y |as correspondientes cantidades
de superficie de los rectdngul os respectivos, de los cuales hacen parte, esla
misma.

Finalmente, €l trabgjo centrado en la particién y € conteo hace que €
proceso de conceptualizar las fracciones impropias sea de dificil compren-
sién paralos alumnos. “Si € denominador indica el nimero de partesen las
que se divide launidad, y el numerador la cantidad de partes que se toman,
entonces ¢cOmo poder tomar una cantidad de partes que sea mayor de las
gue se obtuvieron a dividir launidad?’. Por gemplo, en laFiguraN° 4 se
muestra una respuesta tipica de los alumnos cuando deben representar una

fraccion impropiacomo ;5’1 . En este caso, dado que de la unidad solo se pue-

den obtener cuatro partes, entonces se parte una de ellas para poder obtener
las cinco que indica € numerador. Este error es comprensible en tanto que
la fraccion es vista como un par de nimeros naturales y no como unarela
cion cuantitativa entre dos cantidades de magnitud.
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Figura N° 4.

El tratamiento del tipo de magnitud y de unidad

En |os procesos de ensefianza desarrollados en la escuel a, muchas veces no
se da un tratamiento cuidadoso del tipo de unidad ni del tipo de magnitud,
lo que lleva a que se propongan de manera indiscriminada actividades en
contextos de colecciones o de magnitudes continuas, desconociendo que
los procesos de conceptualizaciéon de los alumnos son distintos en uno u
otro contexto. Por gjemplo, en la Figura N° 5 se presentan dos actividades
que se le proponen alos alumnos de manera simultanea.

Sombrear las tres cuartas partes del Encerrar las tres cuartas partes de los
rectangulo. bombillos.

Figura N° 5,

En este caso no se asume que hallar las tres cuartas partes de una magnitud
continua o de una discretaimplica procesos diferentes, ni se advierte que el
proceso parael caso de las magnitudes discretas es méas complegjo. Hallar las
tres cuartas partes de doce bombillos conlleva: (i) comprender que el “doce”
es una unidad; (ii) hacer la reparticién de dicha unidad, en cuatro partes
iguales; (iii) conceptualizar cada parte obtenida, como la cuarta parte de la
unidad (i.e., dedoce); v, (iv) juntar tres de esas cuatro partes obtenidas para
obtener las tres cuartas partes de la unidad. En el caso del rectangulo, éste
es asumido como una unidad simple y por tanto las tres cuartas partes del
mismo se obtienen de manera directa partiendo la unidad en cuatro partes
(congruentes o deigua cantidad de superficie) y juntando tres de éstas.
Como se ve, conceptualizar una unidad compuesta es, desde €l punto de
vista psicoldgico, mas complejo. Primero se conceptualizan las unidades
simples y, posteriormente, se accede a la posibilidad de conceptualizar las
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unidades compuestas, es decir, se accede a la posibilidad de entender que
una multitud también puede ser una unidad.

Igualmente, es comun encontrar propuestas de actividades escolares en
las cuales no hay un tratamiento cuidadoso de la unidad. Por gemplo, en la

Figura N° 6 se muestra una representacion de las fracciones g y % —por

demas muy tipicaen los salones de clase y hasta en libros de texto— la cual
puedellevar aun error conceptual debido alafaltaderigor en el tratamiento
delaunidad. En este gemplo, lafaltaderigor en el tratamiento de launidad
se expresa de varias formas. En primerainstancia, €l rectangulo se alargao
se acorta segun las necesidades de tal forma que tenga tantos cuadritos de
largo como indique e denominador de la fraccion (la unidad es entonces el
cuadrito y no el rectangulo). En segundainstancia, y relacionado con lo ex-
presado antes sobre la fraccién como partidor y la fraccién como relacion,
no se explicitala magnitud sobre la cua se establece la comparacion parte-
todo, lo que termina por confundir més cual es la unidad en cada caso.

La parte sombreada representa 2 delafigura

La parte sombreada representa % delafigura

Figura N° 6.

Si el trabajo se ha centrado en la congruencia de las partesy no en lasrela
ciones cuantitativas entre las partes y €l todo, entonces es natural que los

alumnos concluyan que é esigua a % 0, lo cual eserréneo.

Enfasis en la mecanizacion de reglas y algoritmos

Es comdn encontrar en |os procesos de ensefianza estrategias, como la pre-
sentada en la Figura N° 7, en las cuales primero se exhiben algunas situa
ciones concretas, acto seguido se muestran algunos eemplos, luego se
expone la férmula o regla que generaliza el proceso conceptual que se
espera que los alumnos aprendan y, finalmente, se proponen algunos gjerci-
cios para practicar laregla o férmula aprendida.
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Actividad 1

Observalastres cintas; en cada una de €llas |a parte sombreada representa
: : 1_2_4

lamitad de lacinta. Por tanto, 571§

Actividad 2:
Observa los siguientes gemplos:

%porque1><4 = 2x2.

NI

[ee])e)]

porque 3x8 = 4x6.

AW
|

WIN
Y
I

Zporque2x4¢3><3.

Pararecordar:

La fraccion 2—‘ es equivalente a la fraccion <, siempre y cuando

axd =bxc.

FiguraN° 7.

En estrategias como esta se asume que para generalizar basta con dar unos
cuantos casos particulares, para luego —de manera natural— inferir laley
genera. Se olvida que—como lo plantean Mason, Graham, Pimmy Gowar
(1999)— el paso alaformulacion de unaley general implica algo maés pro-
fundo: reconocer una estructura invariante en un conjunto de situaciones
particulares, la cual, una vez conceptualizada, debe permitir el tratamiento
de cada situacion particular como si setratara de lasituacion general. Se ha
mostrado que un proceso de generalizacidn no se puede dar a partir de unos
cuantos gjemplos, sino que requiere de multiples situaciones en diferentes
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contextos, através de diversos sistemas de representacion y alo largo de un
periodo de tiempo considerable.

Sobr e las situaciones disefladas

Las variables de comando

Sobre |la base del andlisis histérico—epistemol 6gico, matemético y didac-
tico, se determind tomar como variables de comando paraorientar el disefio
de las situaciones didéacticas los siguientes elementos: la fraccion como
relacién parte-todo, la medicion como fuente fenomenol égica para concep-
tualizar la fraccién, e tipo de unidad y de magnitud y la fraccion como
relacién multiplicativa.

La fraccion como relacion parte-todo, constituye una primera variable
de comando. Desde esta perspectiva, la fraccion puede ser definida como
una “nueva cantidad” que expresa la relacién cuantitativa entre una cierta
cantidad de magnitud tomada como unidad (todo) y otra cantidad de magni-
tud tomada como parte. Las magnitudes involucradas pueden ser continuas
o discretasy, por consiguiente, las unidades simples o compuestas, respec-
tivamente.

Pensar la fraccién como relacion parte-todo implica, fundamentalmente, la
realizacion de procesos de medicion para establecer la cuantificacion de la
parte y del todo y, por consiguiente, la relacion cuantitativa entre ambos.
Igualmente, elegir tal sentido de la fraccion obliga a la explicitacion de la
magnitud sobrelacual se deberealizar la cuantificacion. Hay en este sentido
una diferencia importante con los procesos de ensefianza usual, ya que en
elloslamedicién no es un aspecto fundamental en el proceso de conceptua-
lizar lafraccion. Por lo anterior, la medicidn se instaura como una variable
de comando.

Dos variables de comando més, que determinan distintas situaciones
problema que se pueden proponer desde la relacion parte-todo, correspon-
den alanaturaleza de launidad y al tipo de magnitud sobre el cual se esta-
blezca la comparacion.

Inicialmente en las situaciones disefiadas se trabaja con unidades sim-
ples, lo cual implicatareas en e contexto de las magnitudes continuas. Esta
eleccion se sustenta, como se dijo antes, en que una tarea que implique la
conformacién de unidades simples es de menor complejidad psicoldgica
gue una que implique la conformacion de unidades compuestas. Desde esta
perspectiva, las primerastareas se proponen en un contexto de laslongitudes
y, posteriormente, en €l de las superficies; esto hace indispensable la refe-
rencia a la matematica de las cantidades y, por lo tanto, a considerar en el
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establecimiento de larelacion parte—todo, la unidad (geométrica) en lacua
se miden las magnitudes geométricas involucradas.

Otra variable fundamental est4 determinada por la escogencia de la in-
terpretacién de la fraccién como una relacion multiplicativa sobre lainter-
pretacion usua de la fraccion como una particién. Desde el punto de vista

matemético, larelacion X = n [V esequivalentealarelacion Y = %EIX

Esto es, larelacion multiplicativa“n veces...”, definelarelacioninversa“n-
ésima parte de...” y viceversa. En términos de las magnitudes, dicha equi-

valenciase puedeinterpretar asi: Si X y Y son dos cantidades de magnitud
tales que una de €ellas (Y') esta contenida un nimero entero de veces n en
la otra cantidad de magnitud (X ), entonces se puede concluir que la canti-

dad de magnitud Y eslan-ésima parte de la cantidad de magnitud X . Fa-
vorecer una interpretacion de las fracciones desde esta perspectiva no sélo
es coherente con la perspectiva de la matemética de cantidades, sino que
permite generar procesos de conceptualizacion a partir de lamedicién, y no
de laparticion y € conteo. Asi, la fraccion es efectivamente una relacion
cuantitativa entre dos cantidades de magnitud (la parte y el todo); ademés,

como relacion que es, lafraccion yano es una propiedad o un nombre de la

parte, sino que lafraccion es el resultado de una comparacion'®.

De estamanera, se presentaalos alumnos un conjunto de actividades en
las cuales seiniciaun proceso de conceptualizacién de las fracciones unita-
rias (es decir, aquellas con numerador uno) a partir de unas actividades que
centran la reflexion en procesos de medicién y que por tanto, enfatizan en
las relaciones “n veces...” y “n-ésima parte de...” como dos relaciones in-
versas que se pueden utilizar launa para definir laotra. Es decir, que en vez
1
n

de conceptualizar lafraccién = como “unaparte sombreadadelas n en que

sedividié launidad”, se comprende como “la cantidad de magnitud Y es %

veces la cantidad de magnitud X s y solo si la cantidad de magnitud X es
n veceslacantidad de magnitud Y ".

Pero desde la anterior perspectiva alin queda un problema por resolver:
¢cOmo proponer alos alumnos un proceso paraconceptualizar lasfracciones

delaforma% ?Desde €l punto de vistaformal, lafraccién % esequivalente

10. Por ejemplo, se puede ver que una determinada cantidad de magnitud puede ser la mitad
de una segunda, pero la cuarta parte de una tercera, o incluso, €l doble de una cuarta. Asi,
las fracciones dejan de ser nombres para las partes sombreadas y se toman como relaciones
entre cantidades de magnitud.

ReviSTA EMA VoL. 8, N° 2, 2003



176 GILBERTO OBANDO

am [% . Esto es, larepeticion aditiva de unafraccion unitaria (lo cual es, en

ultima instancia, una multiplicacion) genera unafraccion no unitaria. O di-

cho de otra forma, la fraccidn % puede ser interpretada como

T

doloooh
m sumandos

. De esta manera, se generaron procesos en los cuales frac-

ciones como g eran interpretadas no como 3 de las 5 partes en las que se

partio launidad, sino como 3 veces ?1) de launidad.

Con las aproximaciones anteriores parallegar al concepto de fraccion se
logra desarrollar un proceso basado en |las operaciones que le dan sentido
numeérico. Como se vera més adel ante, estas decisiones fueron importantes
en los procesos de conceptualizacién de las fracciones impropias y de la
suma de fracciones por parte de los alumnos.

Caracteristicas de las situaciones disefiadas

La determinacién de las anteriores variables dirigio el disefio de las situa-
ciones que podrian replantear |a ensefianza usual de los nimeros racionales
apartir delasfracciones. Las principal es caracteristicas de tales situaciones
fueron las siguientes:

La fraccion es e resultado de una relacion cuantitativa entre la parte y el
todo. Esto implicaba que las situaciones debian rescatar €l proceso de medir

y que lafraccion debia ser el resultado de comparar los resultados de dicha
medicion. Por lo tanto, lareferencia ala magnitud sobre la que se redlizara
la cuantificacion era fundamental .

Por gemplo, en vez de expresar “ ;Qué parte del rectangulo se ha som-
breado?’ se podria decir “La cantidad de superficie sombreada en lafigura,
¢cuanto es de la cantidad total de superficie de lamisma?’. Nétese como la
primera pregunta, por demas tipica en €l trabajo sobre fracciones, no hace
referenciani alamagnitud, ni ala cuantificacion relativa entre el &rea som-
breaday €l &reatotal; esto eslo que hace que lafraccion sea entendida como
la etiqueta que se le asigna a una parte de lafiguray no como unarelacion
cuantitativa. Por el contrario, en la segunda pregunta, centrar la atencién en

REVISTA EMA VoL. 8, N° 2, 2003



LA ENSENANZA DE LOS NUMEROS RACIONALES A PARTIR DE LA RELACION PARTE-TODO 177

lamagnitud sobrelaque serealizala cuantificaci ontt y hacer ver lafraccién
como unarelacién entre dos cantidades, permite superar tal dificultad.

El sentido y significado de las fracciones esta fundamentado en las relacio-
nesy operaciones que le dan sentido numérico. Esto es, se trataba de pro-
poner un trabajo alos alumnos através del cual pudieran conceptualizar las

fracciones apartir delasrelaciones matematicas Y = % X = X=nllYy

mo _

L= m D:i Para lograr esta meta, €l trabajo propuesto debia permitir la

construccion del significado de las fracciones, no sobre | as propiedades fisi-
cas delos objetos con los que se actla, sino sobrelasrelaciones cuantitativas
establecidas a partir de las medicionesy, fundamentalmente, sobre las com-
posiciones aditivas y multiplicativas que se deriven de estas relaciones
cuantitativas. Es decir, dar sentido numérico alafracciény, por ende, a nu-
mero racional, desde sus propiedades aritméticas. En la Figura N°8 se
muestra un gjemplo del tipo de actividades que en tal direccién se les pro-
puso alos alumnos; como se puede observar, no solo se enfatiza en lamedi-
da de una magnitud (&l area de la superficie de los triangulos), sino que
también se proponen los dos tipos de relaciones: larelacion “nveces ...” y
larelacion “n-ésimapartede ...”.

1) El areadd triangulo G, ¢cuanto esdel area

A del triangulo A?

2) El &rea del tridngulo A, ¢cuéntas veces

contiene al areadel triangulo G?

3) El &readéd triangulo C, scuénto esdel drea
D del tridngulo G?

C 4) ¢Cuéntas veces esti contenida el &rea del

triangulo C en el dreadel triangulo G?

Figura N° 8.

|gualmente parael caso delasfraccionesno unitarias, oincluso el delasma-
yores que launidad, seles propuso actividades como |as que se muestran en
laFiguraN® 9, enlas cual es se buscaba que larepeticion de unafraccion uni-
taria fuerala base parala conceptualizacion de las no unitarias.

11. Cuando se trabaja con objetos fisicos es indispensable la referencia ala magnitud sobre la
gue se realiza la cuantificacion, pues, por ejemplo, la mitad de la cantidad de frijoles en
unalibra, puede no pesar medialibra
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1) Tresveces el areadel triangulo A ¢cuénto
A del &reatotal del cuadrado completan?

= 2) Las éareas de los tridngulo A y B, ¢cuanto
B E del areatotal del cuadrado completan?

3) Tresvecese areadel triangulo C, ¢cuanto
D del areadel cuadrado completan?

Figura N° 9.

Las situaciones planteadas deben permitir en el alumno €l desarrollo deuna
génesis del concepto a través de la estructuracion de un lenguaje matema-
tico, con su respectiva semantica y sintaxis. Se trata de que el disefio de las
situaciones no plantee como objetivo central la mecanizacién de reglas al-
goritmicas, sino un proceso de construccion conceptual de las relacionesy
operaciones bésicas para la comprensién de las fracciones y, por lo tanto,
unacomprension y utilizacién significativa de |os procesos sintacticosy se-
manticos involucrados.

Desde esta perspectiva | as notaciones simbdlicas deben necesariamente
considerar las utilizadas espontaneamente por el dumno 'y, a partir de ellas,
ir introduciendo paulatinay comprensivamente |as notaciones formales. Por
gemplo, en un primer momento del trabajo, |0s alumnos usaban notaciones
particulares para aludir alas fracciones; asi, para referirse a las fracciones
“un cuarto” o “tres cuartos’, algunos expresaban “la cuatro partes’, o “la
tres cuatro partes’. Posteriormente, en analogia con la notacion utilizada

paralafraccion % (lacual conocian pues aparece en muchos productos co-

merciales) empezaron a utilizar notaciones como % 0 ;3’1 . Nétese que no hubo

unaintencion explicita de ensefiar tal notacion, sino que amedida que ellos
avanzaban en su proceso conceptual, veian la necesidad y posibilidad de
simplificar sus escrituras con notaciones simbdlicas. En esos momentos, s
eranecesariaalgunacorreccion alaescrituraserealizabacon € fin delograr
unamejor estructura conceptual.

Otro ejemplo del trabajo realizado en la estructuracion del lenguaje se
evidencia en las anotaciones que se hacian alos alumnos con respecto a sus
producciones. Asi, S las respuestas a actividades como |as propuestas en la
Figura N° 8 o en la Figura N° 9 eran parciales o incompletas'?, se les mos-
traba lo inapropiado de su respuestay se les motivaba a reescribirla de ma-
nera més coherente y completa.
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Asi pues, €l trabajo propuesto alos alumnos no solo planteabala posibi-
lidad de una construccion conceptual, sino también de una construccion sin-
tactica, en donde cada proceso de construccion apoya a otro. Pero para
lograr tal proceso se deben involucrar, en la presentacién de las actividades,
consignas que puntualicen aspectos tales como: explicitar sobre qué magni-
tud se realizala comparacion, explicitar que se trata de unarelacién cuanti-
tativa, no dar instrucciones innecesarias que sugieran al alumno qué debe
hacer y variar laestructuragramatical delasconsignas. Laintencién detales
puntualizaciones es minimizar las imprecisiones conceptualesy los errores
en losalumnos a trabajar con dllas.

Las situaciones deben tomar en cuenta los aspectos epistemol 6gicos y psi-
coldgicos relacionados con €l tipo de unidad y de magnitud. Si bien no se
puede asumir que los problemas epistemol 6gicos relativos a la dicotomia
continuo-discreto presentes en la construccion histéricadel concepto de ni-
mero racional serepliquen en el aulade clase, tampoco se puede esperar que
alumnos con edades de entre diez y doce afios tengan resuel tos estos aspec-
tos conceptuales. Una ensefianza de los nlimeros racionales que tenga en
cuenta dichos aspectos debe considerar las caracteristicas epistemol dgicas
de lo continuo versus |o discreto:

Lo continuo Lo discreto

Divisible infinitamente. Divisible un nimero finito de veces.

Da origen alas unidades geométricas

y otras unidades métricas. Daorigen alaunidad aritmética.

Esta relacionado con las magnitudes. | Estarelacionado con las colecciones.

Launidad esdivisible infinitamente. | Launidad no esdivisible.

Laposibilidad de acercar estas diferencias epistemol dgicas esta dada por la
comprension de la unidad aritmética no como distinta de la unidad geomé-

12. Si enlapregunta 1 de la Figura N° 8 respondian, “un medio”, se les hacian cuestionamien-
tos tales como: “un medio de quién”, o “quién es un medio de quién”. Con este tipo de
cuestionamientos se esperaba que tomaran consciencia de la necesidad de una escritura
més coherente con lo preguntado, como por ejemplo, “el &readel triangulo G es un medio
del &readel triangulo A”. Posteriormente, cuando empezaban a utilizar de manera espont&
nea una escritura mas simbdlica, se continuaba con este proceso de correccion. Asi, era

comun que como respuesta a dicha pregunta propusieran “G % A", alo cua seguia una

correccion hacia“G = %A
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trica. Esto se puede lograr si |as préacticas de medicién son lafuente fenome-
nolégica para la construccion conceptual de la fraccion. Por lo tanto, las
situaciones que se propongan deben fundamentarse sobre unos elementos
gue involucren estas variables.

La pertinencia de las elecciones hechas

Los resultados del trabajo con los alumnos permitié confirmar la pertinen-
cia de las elecciones realizadas, pues se pudo evidenciar que sus procesos
de conceptualizacion de lafraccidn se debieron al tipo de trabajo realizado.

Los aumnos, en la medida en que avanzaron en €l trabajo propuesto,
fueron estructurando el concepto de fraccion desde |os dos procesos funda-

mentales que se tenian previstos: A = %B S A estacontenidan vecesen

1,1, 1

IElIEI I%I oo Eln

m sumandos
Estos dos procesos conceptuales estan ligados a las acciones realizadas en
las actividades desarrolladas y se van constituyendo en esquemas que orga-
nizan los desempefios de los alumnos, alcanzando cada vez mayores grados
de generalizacién y de abstraccion. Estos dos conceptos son fundamentales
para la conceptualizacion de las fracciones impropias y de la suma entre

fracciones!S.

Notese cdmo en el primero de estos procesos, €l juego entre la unidad
aritméticay launidad geométrica se constituye en un elemento fundamental
en tanto que la fraccién es conceptualizada a partir de una relacién métrica
entre dos magnitudes, |o que implica asumir a una magnitud como unidad
geomeétricaen un momento determinado del proceso, mientras quelaotraes
asumida como unidad aritmética en otro momento del mismo proceso.

Por su parte, en € segundo de los procesos, |afraccion es asumidacomo
una nueva unidad la cual puede ser iterada para formar nuevas fracciones.
Desde éste la suma de fracciones homogéneas es interpretada como resulta-

(delo cua se desprende que % esmveces 711 ).

13. Las fracciones impropias son facilmente conceptualizadas, pues como la fraccion % es
una iteracion de la fraccién o entonces s se toma como referencia el hecho de que n

veces % es equivalente ala unidad, entonces se tiene un parametro claro para determinar

cuando una fraccion es mayor o menor que la unidad dependiendo desi m>n om<n.

Por su parte, la suma entre fracciones es un proceso natural debido al proceso iterativo que
generalas fracciones no unitarias.
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do de un conteo de fracciones. Se cuentan medios, tercios, cuartos, etc., y
por lo tanto, se obtiene un nimero determinado de medios, tercios, cuartos,
etc. De esta manera se logra una conceptualizacion de la suma a partir del
proceso de contar, |o cual permite ver lasuma entre fracciones como un pro-
ceso de agregar a una cantidad otra cantidad, obteniéndose una nueva canti-
dad de la misma naturaleza de las dos sumadas.

De otraparte, las actividades realizadas permitieron alos alumnos € de-
sarrollo de un tercer proceso conceptual relativo ala equivalencia de frac-

ciones: % esequivalentea;fJ S % estacontenida k veceﬁen% ya =kxm,

(esdecir, s % esk vecm% entonces% esigua al% ). Nétese como esta
manera de encontrar las equivalencias entre fracciones se fundamentaen la
comparacién entre fracciones y cdmo, en cierta forma, recurre a principio

de unafraccion que divide a otra un nimero exacto de veces: si % esta con-

tenida k vecesen % , entonces lafraccion % divide alafraccion % . Esto es
importante pues se dispone de un proceso para hallar fracciones equivalen-
tes basado en lamedicion y en la comparacion de fracciones, lo cual marca
unadiferenciaimportante con el procedimiento convencional, que se funda-
mentaen lamultiplicacion por launidad y no recurre alacomparacion entre
las fracciones.

CONCLUSIONES

Los resultados obtenidos al observar los procesos de conceptualizacion de
los alumnos muestran laimportancia de recuperar para la ensefianza de los
numeros racional es1os aspectos rel acionados con lamedida, el tipo de mag-
nitud y el tipo de unidad. Un trabajo desde la fraccion como relacién parte-
todo, fundamentado en los tres aspectos antes sefialados, permitié desarro-
[lar en los alumnos procesos de aprendizaje constructivos y auténomos, en
lo relativo alas relaciones de orden, larelacion de equivalenciay la opera
cion aditiva en los nimeros racionales. Pero, de otra parte, lainvestigacion
también mostré la debilidad que hay desde esta perspectivade las fracciones
como relacion parte-todo para conceptualizar |os aspectos relativos ala es-
tructura multiplicativa de los nimeros racionales. Esta es pues una linea
abierta para nuevas investigaciones.
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