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Resumen

En el presente trabajo se plantea una forma alternativa de investigar sobre como favorecer
el estudio escolar del Teorema Fundamental del Calculo (TFC), a partir de tres
consideraciones basicas. La primera, la componente situacional en el conocimiento
matematico; la segunda, asumir a dicho teorema como el eje rector para el entendimiento
del Célculo; y la tercera, conferirle un tratamiento variacional en el que la acumulacion de
una variable esta en relacidn con su razén de cambio y viceversa, esto en contraposicion al
tratamiento analitico-formal que suele darse ain en las aulas.

Palabras clave: Teorema Fundamental del Calculo, variacion, acumulacion.

Introduccion

Escolarmente se concibe al TFC como un argumento para validar el algoritmo que facilita
el calculo de una integral definida. Sin embargo, su relevancia esta en constituir una
relacién natural entre la variacion de una variable y la acumulacion de la misma, esto es,
una relacién entre el calculo diferencial e integral entendidos como métodos o herramientas
matematicas de cuantificacion variacional. De ahi que en esta propuesta investigativa se
asume como premisa fundamental el que para lograr una mejor aprehension conceptual del
TFC, es necesario considerar el papel de la acumulacion y razén de cambio de lo variable,
tal como se menciona en Thompson (1994), empero, agregando una componente
situacional, pues segun Aparicio y Sosa (2015), lo situacional connota una situacion de
caracteristicas especificas en la que esencialmente se produce la toma de consciencia de sus
condiciones y contenido, posibilitando la realizacion e incluso la aprehension conceptual de
las tareas que de dicha situacion emanan.

Los aspectos claves de esta propuesta investigativa se hallan en la manera en que
conceptualmente evolucionaron las nociones bésicas del célculo. Por ejemplo y en primera
instancia, se hace una consideracion sobre la manera intuitiva en la que el ser humano se
aproxima al anélisis de las causas reales que motivan el movimiento, lo cual se asume es
mediante descripciones cualitativas, pues como se sefiala en Mufoz (2007), es
precisamente de esta manera en la que el ser humano describe inicialmente situaciones de
movimiento. Lo anterior se enmarca bien con la historia del calculo, pues es sabido que a
partir de trabajos como los desarrollados por Arquimedes, se introduce la idea de la
cuantificacion en el estudio de areas y volumenes de figuras geométricas. Basta recordar
que hacia los siglos XVII y XVIII, se presenta un énfasis en la necesidad de establecer
relaciones entre magnitudes variables, tal es el caso del trabajo realizado por Leibniz sobre
las relaciones entre sucesiones de sumas y diferencias de nimeros. El examina una
sucesion infinita de valores de una variable, por ejemplo la variable x, y una diferencia
entre dos valores sucesivos (dx) infinitesimal, comparada con los valores de la variable. Al
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tomar la suma de tales diferencias, denotada por [ dx = x se obtiene la variable completa.
Es decir, de esta forma se obtiene la nocién de diferenciacion e integraciébn como procesos
inversos e interrelacionados (Cantoral, 1983), y a partir de esto, sumando el trabajo de
Newton, es que se identifican de manera méas evidente la diferenciacion e integracion como
procesos inversos (Lavrent’ev y Nikol’skii, 1956).

No obstante lo antes dicho y en contraste con la naturaleza histérica-epistemoldgica del
TFC, en el tratamiento escolar otorgado a dicho contenido se deja de lado el proceso
llevado a cabo por el ser humano en su constitucion y desarrollo. Es sabido que en un curso
tradicional, lo comun es mostrar a los estudiantes procedimientos para calcular integrales
con los llamados métodos de integracion, basicamente mediante ejercicios repetitivos y
separadamente de lo conceptual (Mufioz, 2007). Luego entonces, el TFC es erroneamente
considerado como una técnica de integracion, pues se le presenta y trata como “el
argumento” que permite concebir el concepto de la integral definida como dos de sus
formas mas usuales de representacion: como operacion inversa de la derivada, y como
método de determinacion del area bajo una curva para funciones continuas sobre intervalos
cerrados (Cabarias y Cantoral, 2007), razén por la que el significado y alcance conceptual
que el teorema tiene, queda relegado a lo algoritmico.

Para desarrollar una base cognitiva que favorezca un entendimiento mas amplio del TFC y
del Célculo mismo, se asume necesario reconocer una condicién situacional en la que se
entrelace lo variacional continuo y el cambio de lo variable, mas que en los conceptos de
derivada e integral en si mismos. Por ejemplo, en el estudio de la integral y la integracion
se debe considerar como idea central a la acumulacion por sobre el concepto funcion
derivada o suma de Riemann (Gray y Tall, 1994; Cordero, 2003, en Mufioz, 2007). Y sera
precisamente en el entendimiento de la acumulacion donde, de manera coherente, la
atencion esté puesta en que los estudiantes comprendan la conexion entre la razén de
cambio de cantidades y la acumulacion de esas cantidades (Thompson y Silverman, 2008).

Asi, tal y como Schnepp y Nemirovsky (2001) sugieren, en lugar de aprender Célculo
partiendo de la diferenciacion hacia la integracion, los estudiantes deben tratar con la
diferenciacion en relacién con la integracion y viceversa. En ese sentido, con el presente
trabajo se pretende determinar en qué medida actividades de cualificacion y cuantificacién
de lo variable en una situacion de relacion variacional asociada al movimiento, favorecen la
emergencia de nociones matematicas inherentes al TFC como un conocimiento en vias de
instituirse.

Marco tedrico

El TFC, y en general el Calculo, es una herramienta que permite cuantificar y cualificar
relaciones cambiantes, sin embargo, escolarmente se propicia el entender que la derivada e
integral tienen una relacion en tanto metodos de calculo que son inversos. Esto acota y
limita el que se vea la relacion variacional y la relacién funcional entre derivacion e
integracion, o variacion y acumulacion. La razon principal por la que esto ocurre es debido
a la prevalencia de centrarse en los objetos matematicos en el discurso matematico escolar,
dejando a un lado las practicas y situaciones que los significan. En el Calculo esto se
traduce como la ausencia de escenarios de intermediacion socioculturales que traten con
procesos de cambio y variacion (Cantoral, 2013).
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Por lo anterior, en este trabajo se toma como referente tedrico al Pensamiento y Lenguaje
Variacional (Pylvar) que estudia los fendmenos de ensefianza, aprendizaje y comunicacion
de saberes matematicos propios de la variacion y el cambio en el sistema educativo y el
medio social que le da cabida (Cantoral, 2004). En tal forma de pensar y comunicarse, los
énfasis estan puestos en las estructuras variacionales presentes o que se hacen presentes al
momento en que las personas asignan y comparten sentidos y significados.

El Pylvar se enmarca en la teoria socioepistemologica de la Matematica Educativa, pues en
ella se plantea la tesis de que para explicar el aprendizaje o la construccion del
conocimiento matematico, la atencion de los andlisis debe estar puesta en los procesos de
difusion social, asi como en el desarrollo e institucionalizacion de los saberes desde una
mirada socio-cultural; a diferencia de otras perspectivas que centran la atencién en los
objetos matematicos en si mismos, y a partir de ellos se pretende comprender y explicar los
fendmenos didacticos que se suceden. En esta teoria se reconoce que el conocimiento
matematico emerge como producto de una evolucién del pensamiento social en el que se
desarrolla, es decir, surge de la actividad humana en un contexto determinado.

Cordero (2001), refiere que “en la actividad humana el conocimiento tiene significados
propios, contextos, historia e intencion, de ahi surgen versiones diferentes alrededor de una
nocion matematica”. Para el caso del presente trabajo, esto se traduce en la idea de que el
TFC debe ser estudiado en relacion con actividades que le dieron origen y sentido, como es
la cuantificacion y cualificacion de lo cambiante o variable en una variacion acumulativa,
antes de situarlo en un discurso analitico-formal que soslaye estas nociones imprescindibles
para su entendimiento. Con esta reorientacion a su tratamiento didactico, se pretende
sustituir el discurso matematico escolar que hoy dia esta en las aulas de clase, a partir de
sentar las bases que permitan comprender el porqué de ese discurso por ejemplo, de modo
que se desarrolle en los estudiantes el Pylvar.

En Arrieta (2003) se sefiala que “el aprendizaje surge cuando los actores sociales ejercen y
modifican practicas sobre su entorno, sus realidades, sus herramientas y sus identidades”,
por lo que la actividad humana como referente para la produccion y construccion de
conocimiento matematico debe ser analizada en el contexto donde se ubica; esto implica
que el contexto permite explicar el pensamiento y la accion de los individuos, lo cual se
traduce en poder comprender como el humano, mediante su actividad, construye el
conocimiento bajo las condiciones y circunstancias socioculturales en las que fisica o
simbdlicamente se sitla (Aparicio, Sosa, Jarero y Tuyub, 2010). Entendido asi el proceso
de construccién y aprendizaje matematico desde una perspectiva sociocognosctiva, se
propone dar un tratamiento al TFC enmarcado en lo Variacional, es decir, en el estudio de
lo cambiante, donde el énfasis esté en las nociones variacionales de acumulacién y razén de
cambio, si lo que se desea es favorecer su aprehension.

En ese orden de ideas, también adquiere especial relevancia la nocion de lo matematico en
lo situacional, pues ésta se puede concebir como un entramado de naturaleza socio
cognoscitiva en el que se relacionan procesos de construccion, despersonalizacion o
descontextualizacion de saberes matematicos, posibilitando la objetivacion de los mismos
(Aparicio y Sosa, 2015). Lo matematico se inscribe en la especificidad de las acciones
matematicas que componen una situacion y de las cuales se logra o es posible abstraer un
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conocimiento matematico especifico y por tanto, denota una expresion socio cognoscente
de conocimiento matematico formalmente instituido (Aparicio y Sosa, 2015).

Un ejemplo de lo anterior se puede abstraer del estudio realizado por Aparicio y Cantoral
(2006), sobre la construccion del concepto de continuidad puntual, en el que se observa que
en un proceso de construccion de un saber matematico como es el de funcién continua en
un valor, el centro de atencion no estéa sobre el objeto matematico en si, sino en la actividad
0 practica que favorece u obstaculiza su produccién; mostrandose que no es la actividad
humana lo central, sino los procesos o mecanismos que de ellas pueden extraerse para el
aprendizaje en torno a dicha objeto matematico. Los autores plantearon en un escenario
variacional, el andlisis gréafico y visual de las relaciones entre dos variables (valores en el
dominio e iméagenes de una funcion real), dando cuenta de elementos discursivos y
gestuales sobre los cuales emergen ideas asociadas al concepto de continuidad puntual, en
tanto una cualidad discutida de relaciones entre variables.

Asi en la presente propuesta se parte de un contexto especifico de relacidn variacional en el
cual la actividad humana de cualificar y cuantificar lo variable en una situacion de
movimiento simulado, propicie la emergencia de lo matematico en relacion el TFC. Lo
anterior en conjunto (contexto, actividad humana y lo matematico) conforma lo Situacional
(Aparicio y Sosa, 2015). Se dira pues, que se ha logrado favorecer desde lo situacional, una
construccién o resignificacion social de un saber matematico, para este caso particular el
TFC, si los tres componentes referidos se logran integrar adecuadamente para la
consecucion de los objetivos planteados, en caso contrario no podria referirse asi.

Lo situacional

Componente Enel TFC

Contexto Variacional

Cuantificar y cualificar

Actividad humana ]
lo cambiante

Nocién acumulacion y

Lo matematico , ;
razon de cambio

Tabla 1.

En sintesis de lo dicho en este apartado, la tesis que se sostiene es que la construccion del
conocimiento matematico TFC, ha de darse en la medida en que éste se sitie como parte de
un contexto asociado a una actividad humana caracterizada por un hacer de matematicas,
por ejemplo, el cualificar y cuantificar lo variable. Tal construccion de conocimiento
matematico no ha de entenderse como un/el conocimiento matematico institucional, sino
como aquel que emerge de dicha relacion diddica (contexto y actividad), es decir, lo
matematico. Asi, se espera que la actuacion sobre una situacion variacional en el contexto
de llenado de una simulacion de llenado de recipientes, emerja el TFC en tanto una forma
de cualificar y cuantificar lo variable.

Metodologia
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Como se ha establecido anteriormente, lo situacional no pretende la emergencia de un
conocimiento formalmente institucionalizado, sino la movilizacion y aprehension de
nociones que estan en el conocimiento en vias de institucionalizarse. En vista que el TFC
como saber institucionalizado cuenta con una definicion y caracterizacion bien definida, en
esta investigacion, no se pretende trabajar sobre el TFC instituido, sino sobre las nociones
matematicas que subyacen en el conocimiento institucionalizado. Por tanto, es necesario
situar al estudiante en el estudio de aquello que le da sentido, en este caso, la variacion y la
acumulacion en una situacion de llenado de recipientes. La situacion anterior se ha
considerado conveniente debido a las ventajas que representa la visualizacion fisica de un
acumulado (puede percibirse fisicamente la cantidad de liquido acumulada), contrastandola
con situaciones usuales de velocidad de movimiento en donde el acumulado esta en
términos més abstractos (La distancia recorrida solo puede compararse en términos de
medicion o abstraccion).

En un sentido mas general, se propone desarrollar un trabajo didactico en dos Momentos: el
primero protagonizado por un analisis cualitativo de las nociones fundamentales de
variacion y acumulacién; y el segundo caracterizado por un analisis cuantitativo y con
matices mas formales desde el punto de vista clasico escolar, orientados a concretar las
ideas que se pusieron en juego en el primer momento.

El primer Momento del trabajo didactico se estructura por dos Estadios, donde la atencion
se sitla en la forma de variacion del llenado de un recipiente, con base en la informacion
que lo acumulado proporciona. Los Estadios representan sistemas de llenados de
recipientes con variables didacticas establecidas de tal forma que la atencion del estudiante
esté enfocada a un aspecto especifico:

Estadio 1 Estadio 2

e Diferente variacion

e Misma variacioén ) g
e Misma acumulacién

e Acumulacion diferente

¢, Queé causa que un recipiente se ¢La misma acumulacion implica
Ilene mas que otro? misma variacion?

Tabla 2.

No se hace énfasis en el saber TFC, sino en la actividad y la experiencia del estudiante, las
actividades exigiran movilizar argumentos cualitativos acerca de los efectos de la variacion
del llenado del recipiente sobre su acumulacién o bien, la variacién inherente del proceso
de acumulacion.

En el segundo Momento se pretende incluir un estudio cuantitativo de la misma situacion
empero, mediante tareas de interpretacion grafica y analitica en el que las ideas de
acumulacién y variacion de lo variable, se explicitan a partir los argumentos situacionales
del momento anterior. De ser asi, se consideraria el haber favorecido una construccion de lo
matematico asociado TFC, entendido éste como un conocimiento no institucionalizado.

La poblacion para el estudio consistira de jovenes universitarios en su primer afio de
estudios superiores o en ultimo afio de bachillerato, siempre que cuenten con conocimientos
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relacionados con el calculo, por ejemplo, entendimiento basico del concepto funcién. La
participacion sera por invitacion y de forma voluntaria.

Reflexiones

Consideramos que un tratamiento sobre las nociones relacionadas con el TFC como el que
se refiere, favoreceria el aprendizaje significativo del Calculo en el nivel medio superior, ya
que, mas alla de presentar la derivacion y la integracion como métodos algoritmicos, se
espera que cuando los estudiantes discutan la integracion en situaciones como las aqui
descritas, reconozcan la naturaleza de las relaciones variacionales presentes, por ejemplo, la
presencia de una acumulacion conlleva una razén de cambio, y que esta razon en cualquier
punto es el valor de la funcion a integrar; y cuando discutan la diferenciacion, reconozcan
que la razon de cambio es acumulativa, es decir, el acumulado hasta cierto punto es el valor
de la funcién a diferenciar. Esta manera de conceptualizar al TFC contribuiria a la
formacion de una base solida en los estudiantes para el estudio posterior y mas profundo
del Célculo.
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