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Resumen

Esta investigacion indagd como los estudiantes de nivel medio superior dan indicios de
prueba matematica, mientras iban solucionando algunos problemas geométricos, usando
software de geometria dinamica GeoGebra: qué hicieron, como advirtieron posibles
soluciones a estos problemas, y lo més importante, como los explicaron o validaron y al
final cdmo el software ayuda para poder alcanzar cierto grado de validacion.
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Introduccion

Una de las piezas méas importantes que influye en el aprendizaje de las matematicas es la
prueba de las diversas proposiciones inherentes en esta disciplina, ya que sin el
conocimiento de cdmo se construye y qué es la prueba, no se puede aprender matematicas
(Balacheff, 2010). En el ambito del aprendizaje de las matematicas, la prueba constituye
una herramienta poderosa para que el alumno pueda sustentar de manera mas adecuada el
conocimiento que adquiere y logre aprender bases matematicas cada vez mas sélidas. En
educacién matematica, se entiende como prueba de una proposicién (afirmacion o teorema)
al encadenamiento de afirmaciones (parciales, tomadas como verdaderas) que validan la
afirmacion (o negacion de algo), sin embargo, hay distintos tipos de pruebas matematicas;
cada una de ellas tiene caracteristicas especiales.

En sus primeros trabajos de investigacion sobre la prueba matematica, Balacheff (1987)
discutio la diferencia entre distintos conceptos que pueden ser confundidos con una prueba.
En seguida son parafraseadas las ideas de Balacheff (2000) sobre estos conceptos.

» Explicacion: implica dar a conocer la verdad a partir de una propuesta o de un
resultado.

» Probar: es exponer una verdad a partir de una evidencia aceptada por la comunidad,
la cual puede ser refutada.

» Demostrar o demostracién: tiene reglas formales y definidas a la hora de presentar
pruebas, las cuales estan sustentadas en criterios l6gicos rigurosos igualmente
aceptados por la comunidad matematica, donde el rigor es mucho mayor que en una
prueba.

» Razonamiento matematico: es la actividad, que no se explicita, y que sirve para
manipular la informacion para producir nueva informacion, pero cuando dicha
actividad busque como fin asegurarse de la validez de una proposicion, y ayude a
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producir una explicacion; a estas acciones se les asocia el proceso de validacion de
esa aseveracion.

En la parte de la validacion, Brousseau (1997) puntualiza que ésta debe verse como un
escenario en donde se trata de convencer a uno o a varios interlocutores de la validez de las
afirmaciones que hacen; por ejemplo, respecto de los alumnos, estos deben elaborar
pruebas para justificar sus afirmaciones, no basta la comprobacion empirica; aunque
Brousseau haya enunciado esta forma de validacion en una situacion de juego entre los
alumnos. 1.1. Investigaciones sobre la prueba

En el tema de la prueba matematica han contribuido los expertos en diversos campos como
la filosofia, la historia y la educacion; todas ellas referidas al dominio de las matematicas, y
de ese intercambio han surgido nuevas maneras de hacer y visualizar la prueba matemaética,
aunado al hecho de que en las Ultimas décadas han habido avances notables de las
herramientas tecnoldgicas al servicio de la prueba como la computadora, usada como
herramienta de verificacion o de elaboracion de heuristicas como bien se puntualiza en
Hanna (2010). El tema de la prueba ha motivado diversos acercamientos en la investigacion
de: filosofos, historiadores y educadores matematicos. Algunos ejemplos de trabajos en las
lineas de investigacion de estos cientificos son los que se citan a continuacion.

De las méas importantes investigaciones de la prueba esta la de Lakatos (1976) quien da un
tratamiento epistemoldgico de la prueba mediante el uso de nociones fundamentales de que
las pruebas y las refutaciones estan relacionadas con las ideas de los objetos matematicos.

Otra investigacion importante que tiene un gran aporte a la prueba matematica es el trabajo
de Brousseau (1997), quien propone el disefio por parte del profesor de situaciones
didacticas como medios de ensefianza y de aprendizaje de conceptos matematicos. En su
Teoria de Situaciones Didacticas (TSD), Brousseau (1997) menciona las situaciones a-
didacticas; las cuales estan asociadas al trabajo de los alumnos cuando abordan las
situaciones didacticas que les son propuestas por el profesor. Dentro de estas situaciones a-
didacticas esta la validacion de aquellos conceptos matematicos que el profesor desea que
aprendan sus alumnos, tal como es ejemplificado por su famosa situacion didactica "carrera
a 20" (Brousseau, 1997). Atendiendo a la TSD, y dado que se pretende que los alumnos
aprendan el concepto de prueba, se debe pensar en un buen disefio de situaciones didacticas
que conduzcan a los alumnos al concepto de prueba en el salén de clases.

El trabajo de Brousseau sirve también, como contexto para el desarrollo de otras
investigaciones, como Balacheff (1997, 2000) quien precisa (en sus diversos trabajos de
investigacion) qué es una explicacion, prueba y demostracion. Este investigador clasifica
distintos tipos de prueba, como: pruebas pragmaticas, pruebas basadas en el empirismo que
suelen carecer de indices de procesos de validacion y pruebas intelectuales, en las que
existe una explicacion de las razones que fundamenta la validez de las preposiciones
demostradas.

También, Balacheff (2010) retoma sus investigaciones anteriores, y propone un marco
conceptual para analizar la prueba. Este investigador argumenta que la explicacion esta
contenida en la prueba, y ésta a su vez esta contenida en la demostracion. Balacheff llega a
la conclusién de que existen tres componentes alrededor del concepto de prueba: la accion,
la formulacion y la validacion, por lo que no hay validacion posible si no esta bien
expresada y compartida. Esta trilogia figura situaciones didacticas dentro del contexto del
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trabajo de Brousseau (1997), ya que se puede enmarcar dentro de las situaciones a-
didacticas de: accion, formulacién, validacion e institucionalizacion del conocimiento
matematico. 1.2. Problema de investigacién

Diversas investigaciones en educacion matematica muestran que existen dificultades de
aprendizaje en la prueba de proposiciones geométricas, como bien lo demuestran Battista y
Clements (1995) comparando la teoria de Piaget y la de VVan Hiele, la primera estratifica el
pensamiento en niveles que van del no reflexivo y no sistemético al ldgico deductivo,
mientras que la de VVan Hiele estratifica niveles dentro del pensamiento geométrico y cémo
van desarrollandose bajo la influencia de un curriculo escolar.

Apoyandose en estas teorias, Battista y Clements (1995) concluyen que ambas teorias
sugieren que los estudiantes deben pasar forzosamente por los niveles iniciales para poder
alcanzar niveles superiores de razonamiento lo que requiere un considerable tiempo. La
teoria de los VVan Hiele sugiere que la ensefianza escolar deberia ayudar a los estudiantes a
alcanzar niveles mas altos de entendimiento geométrico, pero en el caso de intentar
prematuramente pasar a niveles superiores, los estudiantes terminan memorizando y
confundidos. Mas aun, ambas teorias (la de Piaget y la de los VVan Hiele) marcan que los
estudiantes pueden alcanzar a entender trabajos explicitos con sistemas axiomaticos
siempre y cuando alcancen niveles superiores de razonamiento [0 de entendimiento] en
ambas teorias.

En las ultimas tres décadas, la llegada de las computadoras al entorno cotidiano; en
particular, a la educacion ha propiciado que la ensefianza de temas geométricos con el uso
de software de geometria dindmica sea un poco mas amigable que sélo usar lapiz-y-papel
como medio para ensefiar conceptos de geometria euclidiana. Por ejemplo, el uso de
software, como herramienta de ensefianza, propicia el uso de representaciones dinamicas de
objetos matematicos, mientras que el uso de lapiz-y-papel en la ensefianza propicia el
tratamiento de objetos matematicos estaticos.

El software de geometria dindmica (SGD) tuvo su origen en la década de los 80, el cual
servia en aquel tiempo como analogo al lapiz-y-papel, ya que permitia replicar los
problemas de manera similar de como se hacen con regla y compés, siendo las
construcciones rigidas; con el paso de tiempo, diversos software, como: Geometer’s
Sketchpad y Cabri-Geometry evolucionaron de tal manera que las construcciones
geométricas podian ser dindmicas. Al usar el software de geometria dinamica, el alumno
puede dinamizar las contrucciones en lapiz-y-papel. Esta forma dindmica de objetos
matematicos producidos por los distintos tipos de software disponibles en la actualidad
(e.g., GeoGebra, Geometer’s Sketchpad y Cabri-Geometry, entre otros) da una vision
diferente de los distintos objetos matematicos, a través de sus representaciones, al permitir
"ver" como se preservan las relaciones entre esos objetos, y asi poder explicar y probar
aseveraciones de enunciados geométricos.

Marco Teorico

Utilizando las ideas de Brousseau (1997) de la teoria de situaciones didacticas, Balacheff (2010)
postula que las concepciones son el resultado de interacciones del alumno con el medio ambiente
(milieu), y que el aprendizaje es tanto un proceso como un resultado de la adaptacion del alumno a
este entorno. Por “medio ambiente”, se refiere a un entorno fisico, un contexto social o incluso un
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sistema simbdlico (sobre todo ahora que este Ultimo puede ser representado por una tecnologia que se
materializa dindmicamente).

Una concepcion, define Balacheff (2010), es un saber situado, en otras palabras, es la creacion de
instancias de un saber en una situacion especifica que se detalla por las propiedades del medio y de las

restricciones en las relaciones (accion / feedback) entre este medio y el sujeto [S <> M] (véase Figura
1).

accion

feedback

Figura 1. Relacion entre el sujeto y el medio.

Con esa definicion de concepcion Balacheff define el modelo ck¢ para el analisis del conjunto de
datos obtenidos de la observacion de las actividades de los estudiantes; el cual tiene como objetivo
establecer un puente necesario entre el saber y probar al proporcionar un papel equilibrado para
controlar las estructuras respecto a la funcion asignada generalmente a las acciones y representaciones.

Balacheff (2010) afirma que la prueba es la actividad més visible dentro del proceso de la validacion.
Hasta cierto punto, "probar” puede ser visto como un logro fundamental de control y validacion el
cual es fundamental, ya que nadie puede pretender saber sin comprometerse en la validez de un
conocimiento que se adquiere.

A cambio, este conocimiento funciona como un medio para establecer la validez de una decision en el
curso de la realizacion de una tarea e incluso en el proceso de construccion de nuevos conocimientos,
especialmente en el proceso de aprendizaje. En este sentido, conocer y probar estan estrechamente
relacionados. Por lo tanto, una concepcion es la validacion dependiente; en otras palabras, es posible
diagnosticar la existencia de una concepcion porgue hay un dominio observable en el que "funciona”,
en el que hay medios para validarlo y para impugnar las posibles falsificaciones.

Esta es la esencia de la declaracién de Vergnaud (Vergnaud, 1981, p. 220, citado en Balacheff 2010)
al aseverar que los problemas son las fuentes y los criterios del aprendizaje de conceptos. Vergnaud
demostrd que es posible caracterizar las concepciones de los alumnos en tres componentes: los
problemas, los sistemas de representacion y los operadores invariantes (esquemas).

Con lo anterior, Balacheff postula un modelo similar al de VVerganud, pero le agrega la estructura de
control, quedando una caracterizacién de la concepcidn en cuatro componentes (P, R, L, >’), donde:

e P es un conjunto de problemas: este conjunto corresponde a la clase de los desequilibrios del
sistema considerado sujeto / medio ambiente [S <> M] puede reconocer, en términos
matematicos. Dichos problemas pueden ser resueltos en términos pragmaticos, P es la esfera de la
concepcion de la practica.

e Resun conjunto de operadores.

e L es un sistema de representacion: R y L describen el ciclo de retroalimentacion en relacion al
sujeto y el medio, es decir, las acciones, las evaluaciones y los resultados.
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e > es una estructura de control: En la estructura de control se describen los componentes que
apoyan el seguimiento del equilibrio del sistema de [S <> M], esta estructura garantiza la
coherencia de la concepcion, ademas, incluye las herramientas necesarias para tomar decisiones, y
expresar un juicio sobre el uso de un operador o sobre el estado de un problema (es decir, resuelto
0 no).

Sobre el control (Schoenfeld, 1985) afirma que: “Esta categoria de comportamiento se
ocupa de la forma en que las personas utilizan la informacién potencialmente a su
disposicion. Se centra en las principales decisiones sobre qué hacer en caso de un problema,
las decisiones que en si mismos pueden “hacer o deshacer” un intento de resolver el
problema. Comportamientos de interés como la elaboracion de planes, la selecciéon de
objetivos y sub-objetivos , el seguimiento y la evaluacion de las soluciones a medida que
evolucionan, y revisar o abandonar planes cuando las evaluaciones indican la adopcion de
tales medidas”. (p. 27)

Balacheff (2010) afirma que el aprendizaje de las matemaéticas empieza desde los primeros afios de la
escuela; en este nivel dependen de su experiencia y del profesor para poder distinguir entre sus
opiniones y su conocimiento real. Para poder diferenciar entre aquello que se opina con el
conocimiento que poseen los estudiantes, ellos [los estudiantes] deben basarse en la eficacia tangible
del conocimiento y de la validacién del profesor, respecto de la prueba de algo. Pero, el profesor tiene
que a su vez confiar en el conocimiento [utilizado por €l o por sus estudiantes, cuando es movilizado
con fines de prueba de una cierta proposicién], lo que demuestra que no es la Ultima referencia. Por lo
tanto, la eficiencia y la evidencia tangible [de la utilizacion del conocimiento con fines de prueba
matematica] son los soportes para la validez de una declaracion; Balacheff (2000) afirma que es
cierto, porque funciona, ademéas declara que los estudiantes matematicos, antes que nada son
practicos, pero para poder entrar a las mateméticas tienen que cambiar dicha postura para poder
convertirse en teoricos.

Balacheff (2010) indica que la estrecha relacion entre la accion, la formulacion (sistema semidtico) y
validacion (estructura de control) se impone ampliando las ideas de Brousseau (1997). Esta trilogia
que define una concepcién (véase Figura 2), también da forma a una situacién didactica, no hay
validacion posible si un reclamo que no se ha expresado de manera explicita y compartida, y no hay
ninguna representacion sin una semantica que emerge de la actividad (es decir, de la interaccion del
alumno con el medio matemaético).

accion formulacién validacién
nepresentacion
A ~
medios para | pru.edbad
la accién = y unida
de control

Figura 2. Las tres dimensiones interrelacionadas y de interaccion del conocimiento matematico.

El lenguaje permite a los estudiantes entender y apropiarse del valor de la prueba matematica en
comparacion con la prueba pragmaética a la que estan acostumbrados. Ahora, este lenguaje podria ser
de los niveles mas bajos que el formalismo ingenuo matemaético que utilizan, el nivel de lenguaje se
une al nivel de la prueba que los alumnos pueden producir o entender.
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Sin embargo, hay espacio para una verdadera actividad matemética en todos estos niveles, siempre
que los alumnos hayan ido més alla del empirismo y hayan visto el valor afiadido de la postura tedrica
(vease Figura 3).

accién formulacién validacién
- practica ' demostracion pruebas
(saber como) pragmaticas

lenguaje de
\ un mundo
N familiar
pruebas
saber . intelectuales
explicito lenguaje como
herramienta
N
saber formalismo pruel’)a.
como teoria ingenuo matematica

Figura 3. La correlacion aproximada entre las categorias criticas en cada una de las tres dimensiones (accion,
formulacion y validacion). Se requiere que los maestros proporcionen a los estudiantes los medios para
cambiar de un enfoque préctico de la verdad a un enfoque tedrico de validez basada en la prueba mateméatica.
Donde el lenguaje como herramienta es fundamental ya que permite el cambio de la accion a la validacion.

Método

La investigacion es de corte cualitativo. Tomando en cuenta la informacidn respecto de este tipo de
estudios, respecto de cdmo fueron seleccionados los participantes en esta investigacion. Se debe
mencionar que al inicio de ésta, se preseleccionaron diez estudiantes, cuyas edades fluctuaban entre
los 15 y 16 afios quienes, en el momento de la experimentacion, se encontraban cursando el tercer
semestre en una institucion de educacién media superior. Se les pidi6 que resolvieran los primeros dos
problemas [construcciones geométricas relacionadas con el problema de Apolonio, que més adelante,
en este mismo capitulo se enuncia] seleccionados. Con base en su desempefio en el uso del Geogebra
se seleccionaron cinco estudiantes para que solucionaran los problemas restantes.

Tomando en cuenta la literatura de investigacion, referente a los problemas de construccion, usando
regla y compas, en este trabajo se decidié tomar en cuenta cinco problemas, los cuales pertenecen a
casos particulares del problema de Apolonio de Praga (262-190 a.C.). La seleccion de estos cinco
problemas fue tomando en cuenta los conocimientos previos de los estudiantes seleccionados, pues se
debia tener certeza de que sus conocimientos [de los estudiantes] debian estar “cerca” de aquellos
tanto en la construccion geométrica solicitada como en su justificacion de porqué ella es vélida. De
forma general, el problema de Apolonio puede ser enunciado de la siguiente manera: “Dadas tres
circunferencias arbitrarias en el plano, construir otra circunferencia que sea tangente a ellas™ (Courant
& Robins, 2002, p. 147).

Se recolectaron dos tipos de evidencias: los archivos de su trabajo para solucionar los problemas, y la
grabacion de sus acciones [justificaciones] mientras los solucionaban. Para los primeros, se les pidid
que terminando de solucionar los problemas, guardaran su trabajo al usar Geogebra como herramienta
de solucion de los problemas. Para lo segundo, se usé software de “screencasting” (grabacion digital
de la salida por pantalla de la computadora) donde se grabo en video lo que hacian con el Geogebra y
en audio lo que decian mientras eran interrogados acerca de sus acciones [justificacion de por qué
hacian algun trazo en particular] mientras solucionaban los problemas.

Resultados
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Los estudiantes al iniciar el estudio mostraban deficiencias de conocimientos geométricos en el
momento de hacerles preguntas especificas acerca de definiciones especificas como por ejemplo la
mediatriz 0 condiciones de perpendicularidad, pero el uso del software les ayudo a construir
definiciones emergentes que les ayudaron para encontrar solucion a los problemas propuestos. Para
poder solucionar los problemas era necesario que ellos tuvieran los conocimientos minimos
necesarios que les hubieran permitido llevar a cabo las acciones para llegar a solucion. Existe
evidencia de que tanto el software como las Actividades [problemas] pueden ayudar a que los
estudiantes construyan definiciones geométricas que les permitan construir soluciones para estos
problemas

Conclusiones

Es claro que uno de los principales obstaculos que los estudiantes tuvieron para lograr soluciones
correctas, en todos los problemas aqui propuestos, esta en el hecho de que no tenian los conocimientos
previos necesarios, aunque sus cursos precedentes a la presente investigacion indicaban lo contrario.

Por otro lado, también es claro que los estudiantes no estaban acostumbrados a actividades que
involucren la prueba matemética, como tal. El primer curso donde los estudiantes se enfrentan a la
prueba matematica es en el segundo semestre de la institucion. De manera informal, se sabe que en
actividades previas al presente trabajo, habian estado involucrados en una formacién académica
relacionada con la prueba matematica. EI hecho de que en cursos de matematicas de bachillerato no se
contemple la discusién sobre los primeros indicios de una prueba matemaética, contribuye a generar
obstaculos conceptuales en los estudiantes, o tal vez, tales obstaculos son generados por una mala
didéctica de los profesores responsables de los cursos de matemaéticas de ese nivel educativo.

Como consecuencia de esta falta de atencion, por parte de las autoridades educativas responsables del
buen aprendizaje de las matematicas de bachillerato al no contemplar discusiones con los estudiantes
tendientes a que ellos empiecen a entender el sentido de una prueba matematica, la mayoria de los
estudiantes de bachillerato estaran bastante lejos de poder resolver problemas como los propuestos en
este trabajo de investigacion.

De las reflexiones precedentes, se infiere que para trabajos futuros seria conveniente disefiar y
proponer actividades encaminadas a provocar basicamente en los estudiantes dos habilidades: a)
poder explicar a ellos mismos o bien a otro de sus comparieros de clase, y b) mediante el uso de
herramientas tecnoldgicas, ser capaces adoptar o adaptar definiciones de conceptos involucrados en
los problemas propuestos; de modo que después, al abordar ciertas tareas matematicas, ellos entiendan
y reflejen [en sus procesos de solucion] el uso de la prueba matematica en problemas cada vez més
complejos.
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