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Resumen

Este trabajo presenta una propuesta didactica de aprendizaje dirigida a estudiantes de nivel
medio superior que cursan la asignatura de Probabilidad y Estadistica, en la que se pretende
desarrollar la nocion de “Probabilidad Frecuencial” al reconocer la estabilizacion de las
frecuencias relativas de un suceso aleatorio hacia un valor numérico fijo a medida que
aumenta el nimero de ensayos 0 pruebas en un experimento, para posteriormente reconocer
dicho valor numérico como la probabilidad frecuencial del suceso. A manera de
introduccién se propone una simulacién digital de un suceso aleatorio que permita al
estudiante observar y estudiar el comportamiento y regularidades de las frecuencias
relativas en gréficas de poligonos de frecuencias de dicho suceso, complementando dicho
estudio con actividades que favorezcan el analisis y la interpretacion critica de datos
estadisticos y tablas numéricas, para tomar decisiones.

Palabras clave: Probabilidad frecuencial, estabilizacion de frecuencias, tendencia,
aleatoriedad.

Introduccién

La importancia de la probabilidad frecuencial reside en que cuantifica el grado de
ocurrencia de un evento de manera empirica (a posteriori) y no deductiva, lo que permite
predecir la posibilidad de ocurrencia de la mayoria de los fenGmenos aleatorios que nos
rodean, por medio de la enumeracion estadistica de la frecuencia de un evento observado,
calculando asi las probabilidades cuando las distintas causas o caracteristicas de dicho
evento no pueden determinarse a priori (Sosa, 2006).

Sin embargo, la ensefianza del concepto de probabilidad frecuencial suele limitarse al
calculo de la frecuencia relativa de un evento y se trata a este resultado como la
probabilidad frecuencial, existiendo asi una falta de comprensién del significado de la
estabilidad de las frecuencias relativas (necesario para el concepto de probabilidad en el
enfoque frecuencial), lo cual se asume como problematica en este trabajo. Por otra parte, en
la realidad escolar, no se favorece la experimentacion de las tendencias de las series
aleatorias y no se tratan situaciones de naturaleza empirica, al utilizar ejemplos
relacionados a los juegos de azar, los cuales tienen resultados predecibles, restandole
importancia a la naturaleza a posteriori de la probabilidad frecuencial (Serrad6, Cardefioso
y Azcarate, 2005).

Por lo mencionado anteriormente, en este trabajo se aborda el concepto fendmeno aleatorio
cuando el estudiante interactie con la simulacion digital de un evento, el cual le permitira
observar los resultados que se obtienen al realizar dicho evento, y como estos resultados
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varian e influyen en la probabilidad de ocurrencia del suceso de acuerdo a cuantos méas
ensayos se efectlen.

Asi, esta propuesta tiene como propdsito determinar la probabilidad de ocurrencia de un
evento de naturaleza aleatoria a posteriori, como la tendencia a la que se estabilizan las
frecuencias relativas de dicho evento al realizar el experimento un nimero suficientemente
grande de veces, a traves de registros graficos y numéricos, para la toma de decisiones.

Desarrollo conceptual y aprendizaje de la probabilidad frecuencial

El concepto de probabilidad frecuencial surge por la necesidad de medir el grado de
ocurrencia de sucesos aleatorios que no pueden determinarse a priori. Estudiosos de la
probabilidad como Graunt (1620-1675) y Petty (1623-1687) fueron de los primeros en
intentar dar solucién a situaciones no relacionadas con los juegos de azar, abordando
problemas sobre demografia y percatdndose que “cuantas mas observaciones se hacian, mas
precisos eran los resultados” (Salinero, sf). Jakob Bernoulli (1654-1705) retoma estas ideas
para destacar que “lo que no se puede hallar a priori, se puede obtener a posteriori” y
considerando la repeticion de un experimento bajo las mismas circunstancias un nimero
grande de veces, establece su teorema conocido con el nombre de Ley de los Grandes
Numeros o Teorema de Bernoulli que, a la vez, sirve de base a la nocion intuitiva de
probabilidad como medida de la frecuencia relativa (probabilidad frecuencial) (Salinero, sf;
Batanero, 2005; Sosa, 2006). De manera simple, el teorema es enunciado asi:

“Si la probabilidad de que ocurra un hecho en una prueba Unica es
p, Y si se hacen varias pruebas independientemente y en las mismas
condiciones, la proporcion mas probable de que ocurran los hechos
en el nimero total de pruebas es también p; alin mas, la
probabilidad de que la proporcion en cuestion difiera de p en
menos que una cantidad dada, por pequefia que sea, aumenta al

mismo tiempo que aumenta el numero de pruebas” (Sosa, 2006,
p.32).

El teorema establece una relacion entre las probabilidades matematicas y las frecuencias
relativas, de los sucesos aleatorios que aparecen en diversos campos, como determinadas en
una forma puramente empirica (Sosa, 2006). Otros seguidores de esta vision fueron Ellis,
Bolzano, John Venn, Cournet, Richard Von Mises, Reichenbach, R. Fisher, A. Wald y E.
Ternier, quienes admitian el axioma conocido con el nombre de “limite de Venn”, el cual
enunciaba lo siguiente: “Si un suceso ocurre en gran nUmero de veces, entonces la
probabilidad de ocurrencia del suceso es el limite cuando el niUmero de pruebas tiende a
infinito del cociente entre el nimero de veces que se presenta el suceso y el nimero total de
pruebas”. Es decir, se postula la existencia de dicho limite (Franquet, 2008).

Para el desarrollo de esta propuesta, se adopta la vision de Von Mises (1920) descrita en
Franquet (2008), quien define el concepto de probabilidad para eventos que resultan de
considerar experimentos aleatorios que tienen una “regularidad estadistica”: al realizar un
experimento se observa la aparicion o no de un suceso S, y ante una sucesion indefinida de
experimentos se tiene, sucesivamente, un nuevo valor de la frecuencia relativa v/n (donde v
es la frecuencia absoluta del suceso S y n el nimero total de pruebas); pese al
comportamiento caprichoso de los resultados individuales, la frecuencia relativa presenta
una regularidad insistente al realizar el experimento un gran nimero de veces, tendiendo a
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aproximarse a cierto numero fijo P(S), es decir, un nimero hipotético hacia el cual tiende la
frecuencia relativa al estabilizarse y el cual es la probabilidad del evento S (Sosa, 2006;
Franquet, 2008).

De acuerdo a Kolmogorov (1979), este numero P(S) representa una ley probabilistica util
para explicar la ocurrencia o no de ese suceso S en particular, donde no se conocen a priori
todas las relaciones/parametros que intervienen, y permite tomar decisiones a partir de
dicho resultado. Cabe mencionar que estas leyes probabilisticas s6lo aparecen, justamente,
en procesos masivos, de aqui la importancia de la Ley de los Grandes NUumeros. Esta ley
probabilista, Kolmogorov (1979) la explica de la siguiente manera:

“La afirmacion de que un suceso A ocurre en las condiciones S con
una determinada probabilidad P(A4/S) = p equivale a decir que en
una serie suficientemente larga de ensayos (es decir, realizaciones
del sistema de condiciones S), las frecuencias v, = u,./n, de
ocurrencia del suceso A (donde n, es el nimero de ensayos
realizados en la r-esima serie, y u, el nimero de ellos en que
ocurre A) son aproximadamente idénticas unas a otras y estan
proximas a p. La hipétesis de la existencia de una constante p =
P(A/S) (determinada objetivamente por la relacion entre el sistema
de condiciones S y el suceso A) tal que las frecuencias v se
aproximen mas (hablando en términos generales) a p a medida que
aumenta el nimero de ensayos, esté justificada en la practica para
una amplia clase de sucesos. Los sucesos de este tipo se denominan
normalmente aleatorios o estocasticos” (Kolmogorov, 1979, p.271).

En la actualidad, la falta de comprension del significado de la estabilidad de las frecuencias
relativas, de acuerdo a Kahneman, Slovic y Tversky (1982) citados en Serradd, Cardefioso
y Azcarate (2005) se ve reflejado al considerar que la estabilidad de las frecuencias se
cumple en un namero limitado de pruebas y tomar decisiones a partir de ello. Esto se ve
asociado a la persistencia de sesgos y heuristicas como son:

- Lainsensibilidad del tamafio de la muestra, la cual conduce a pensar que cualquier
muestra tomada de una poblacion, aunque se trate de una muestra de pequefio
tamafio, debe reproducir todas las caracteristicas de la poblacién, como si se creyese
en una “ley de los pequefios nimeros” (Barragués y Guisasola, 2007);

- El heuristico de la representatividad, que consiste en evaluar la probabilidad de un
suceso de acuerdo a la representatividad del mismo respecto a la poblacién de la que
proviene, es decir, se asignan probabilidades altas a aquellos sucesos que parecen
ser prototipicos de una poblacién y bajas probabilidades a los que parecen no serlo,
produciéndose una confianza indebida en las pequefias muestras (Serrano, Batanero,
Ortiz y Cafizares, 1998; Guisasola y Barragués, 2002);

- La falacia del jugador, donde se tiende a pensar que si en una serie de
experimentos se produce una racha de un mismo resultado, se espera entonces que
aumente la probabilidad del resultado contrario en el préximo experimento,
considerando que la estabilidad se puede dar en series limitadas de numeros
(Serrano et al, 1998; Serradd et al, 2005) y el
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- Outcome approach, que lleva a los sujetos a considerar que cada una de las
repeticiones de un experimento esta aislada y que no tienen por qué guardar relacion
con las anteriores o posteriores (Serrano, Batanero y Ortiz, 1996).

Todo esto se refuerza, en la realidad escolar, al introducir ejemplos que utilizan un namero
reducido de experimentos o bien limitarse al calculo de la frecuencia relativa de un evento
y tratar a este resultado como la probabilidad frecuencial, sin favorecer la experimentacion
de las tendencias de las series aleatorias.

Es por ello que en este trabajo se abordara el concepto de “Probabilidad Frecuencial” de
modo que se analicen las regularidades que se presentan al repetir un experimento (Alvarez,
2011) y se trabaje el vinculo construido entre la frecuencia relativa y la probabilidad,
tomando consciencia de la estabilizacion de las frecuencias relativas a medida que aumenta
el nimero de pruebas para introducir gradualmente la aproximacion frecuencial de
probabilidad, favoreciendo el analisis e interpretacion de datos criticamente, que permitan
tomar decisiones y opiniones fundamentadas sobre la base de estudios estadisticos
(Barragués y Guisasola, 2009).

Método

Para el desarrollo del concepto “probabilidad frecuencial”, en esta propuesta se resalta la
importancia del tamafio de la muestra y la tendencia de las frecuencias relativas de un
evento, introduciendo el uso de una applet (tomada y modificada del repositorio oficial de
construcciones 'y  recursos  relacionados con el  software  GeoGebra:
http://www.geogebratube.org/student/m16503), atendiendo a la sugerencia de Batanero
(2006), de manera que permita experimentar las muestras de tamafio creciente, para
posteriormente enfocarnos en el uso de graficas de poligonos de frecuencias y tablas
numericas.

Para el logro de este propoésito, se plantearon tareas de aprendizaje divididas en dos
momentos:

El primer momento, se inicia con el andlisis de los registros graficos, en los cuales el
estudiante debera interpretar el comportamiento tendencial de las frecuencias relativas para
tomar decisiones. Posteriormente el estudiante debe determinar el valor al cual tienden
dichas frecuencias relativas a partir del analisis de tablas numéricas. En una tercera parte
del primer momento, se pretende que el estudiante reconozca a la estabilizacion de la
tendencia de las frecuencias relativas como la probabilidad frecuencial de un suceso
aleatorio y a partir de esta probabilidad tomar una decision. Para ello, se dispondréa de una
computadora y una hoja de actividad por cada bina, en la que se les presenta una situacién
sobre “tiro con arco” y la cual podran simular mediante un applet, de manera que el
estudiante observe la aleatoriedad del evento estudiado (acertar a la diana) y como se
registran los resultados de este evento en un poligono de frecuencias al realizar los ensayos.
Los estudiantes pueden correr el applet cuantas veces sea necesario para asociarlo e
interpretar las representaciones graficas y numéricas que se le presentan a continuacion en
la hoja de actividades.

El siguiente applet Geog_simulacion, simula los tiros a la diana de un arquero cualquiera y
registra los aciertos obtenidos en cierta cantidad de tiros:
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Figura 1. Captura del applet Geog simulacion

Los valores en la grafica representan la frecuencia relativa de la cantidad de aciertos a la
diana en cierta cantidad de tiros.

a) EnlaFigura 2y Figura 3 siguientes, se representan los poligonos de frecuencias de
los aciertos a la diana de los arqueros A y B, en una serie de ensayos de 25 tiros por
dia durante 12 dias.

s Desempernio del o Desempeiio del
5 Arquero A 5 Arquero B
[}
& 100 _E 1,00
S S 0,80
s 2 0,60
§ ks’ S 040
& & 0,20

0,00 0,00

0 100 200 300 0 100 200 300
Cantidad de Tiros Cantidad de Tiros

Figura 3. Poligono de frecuencias de los

Figura 2. Poligono de frecuencias de los .
g g aciertos del Arquero B

aciertos del Arquero A

e Al realizar 20 tiros, el Arquero A tuvo aproximadamente 15% mas de aciertos que
el Arquero B. Describe si se mantiene esta relacion entre los 100 y 150 tiros.

e Al finalizar los 300 tiros, ¢quién de los dos arqueros fue el mas certero? Argumente
su respuesta.

b) Los resultados de los aciertos totales obtenidos por los arqueros después de 36 dias,
se anotaron en la Tablal siguiente:

Cantidad de | 20 50 10 15 20 30 35 40 45 50 60 70 80 85 900
Tiros 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

. 19 39 70 11 14 22 25 28 31 33 41 47 53 56 600
Aciertos

Arquer
oA Frecuencia .95 78 | .70 | .79 | .75 74 | 73 71 69 | 68 | 68 | .67 | .67 | .66 | .67
relativa
(aciertos/tir
0s)
Aciertos 16 39 70 11 12 19 24 28 33 37 46 54 61 65 700
2 4 8 0 3 0 8 0 1 5 5
Arquer
oB
Frecuencia .80 78 | .70 | .75 .62 66 | .69 | .71 .73 76 | 77 | 77 | 77 | .77 | .78

relativa

Tabla 1. Frecuencias relativas de los aciertos de los arqueros Ay B
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e A partir de los datos anteriores, se determinaron tres valores que representen la
medida de acertar a la diana.
Arquero A:  0.67 0.75 0.95

Arquero B: 0.66 0.77 0.80
¢ Cudl valor representa mejor esa medida? Justifique su respuesta.
c) Considere la siguiente conjetura:

“Para cada arquero, existe un niimero al que se aproximan las frecuencias relativas de los
aciertos a la diana al incrementarse el niumero de tiros. Cuantos mas tiros se realicen, mejor
sera la estabilidad de las frecuencias hacia dicho nimero. Este nimero es la probabilidad
frecuencial de acertar a la diana”.

e De acuerdo a la conjetura anterior y lo estudiado en los incisos a y b, ¢qué arquero
tiene mayor probabilidad de acertar a la diana en sus tiros? (A cual seleccionaria
como el mas certero? Argumente su respuesta.

Finalmente, en el segundo momento y a manera de valoracion de la probabilidad
frecuencial, se pretende que el estudiante relacione a ésta como la estabilizacion de las
frecuencias relativas para representar el comportamiento de las mismas y asociarla a la
ocurrencia de un evento, realizados n ensayos.

Un arquero tiene una probabilidad de .89 de acertar a la diana.

a) De las tres graficas que se te presentan a continuacion, ¢;cudl representa mejor los
registros de los aciertos a la diana dados por esta probabilidad? Justifica tu

respuesta.
Grafico 1 Grafico 2
1,00 1,00
0,90 0,90
0,80 0,80
0,70 0,70
0,60 0,60
-100 100 300 500 0 50 100 150 200
Grafico 3
1,00
0,90
N W
0,70
0,60

0 100 200 300 400 500

b) Si el total de tiros realizados fue 500, ¢aproximadamente cuantos aciertos tuvo el
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arquero?

Dichas tareas se realizaran en binas, esperando generar un ambiente de discusion y analisis
por parte de los estudiantes. Con un tiempo estimado para su resolucién de una hora y
veinte minutos, se propone realizarla en un centro de computo. El profesor actuara como
instructor en las actividades y moderador al momento de formalizar los resultados.

Reflexiones finales

Consideramos pertinente la idea propuesta para el aprendizaje del concepto de probabilidad
frecuencial, ya que rompe los esquemas tradicionales y erréneos, favoreciendo la
experimentacion del suceso aleatorio y permitiendo mirar a la probabilidad de ocurrencia
de un evento como la estabilizacion de las tendencias de las frecuencias relativas,
realizados un nimero grande de ensayos, y apoyados de los registros grafico y numérico.
La importancia de esta propuesta esta en que el estudiante se ve impulsado a estudiar las
diferentes representaciones graficas y numéricas, compararlas y asociarlas entre si para dar
una explicacion a lo que constata, obtener conclusiones, determinar sus resultados y tomar
decisiones, permitiendo al estudiante construir su propio aprendizaje. Ademas, el estudiante
puede observar y descartar algunas ideas erroneas (heuristicas) acerca de lo que sucede en
un evento al realizar un nimero reducido de ensayos contra lo que sucede al realizarlo un
numero suficientemente grande, para determinar la probabilidad en eventos de naturaleza
empirica.
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