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Resumen

Este trabajo se encuadra en un proyecto de investigacion doctoral en el Centro de
Investigacion en Ciencia Aplicada y Tecnologia Avanzada (CICATA) del Instituto
Politécnico Nacional, cuyo objetivo principal es “Construir el concepto de ecuacion
diferencial ordinaria de primer orden mediante la descomposicion genética para su
aplicacion en la solucion de problemas de circuitos eléctricos”. Desde la practica docente se
ha observado que en la ensefianza y aprendizaje de las ecuaciones diferenciales los
conceptos permanecen ocultos por férmulas y procesos algoritmicos que dificultan la
comprension 'y aplicacion de los mismos. Asi, como antecedente presentamos
investigaciones sobre la descomposicion genética de conceptos claves del calculo, como
son la transformacion lineal, la derivada, el diferencial de una funcion de varias variables,
la regla de la cadena y el de ecuacion diferencial; asi como la teoria y metodologia APOE,
acordes para trabajar con conceptos matematicos de alta abstraccion como el concepto de
ecuacion diferencial.
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Introduccion

El objetivo de este avance de investigacion en Matematica Educativa es presentar
problematicas y dificultades que se presentan para lograr la comprension y aplicacién del
concepto de ecuacion diferencial.

Distintas investigaciones en el campo de la Educacion Matematica han revelado un
conjunto de dificultades que los estudiantes han encontrado en el proceso de aprendizaje de
las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO), de las cuales se pueden citar:

Perdomo (2011), presenta una investigacién relacionada con los procesos de ensefianza y
aprendizaje de las EDO; donde se distinguen dos partes principales: analisis de la forma en
que un grupo de estudiantes que han recibido una formacién tradicional del concepto
utilizan sus conocimientos matematicos para resolver problemas y responder a cuestiones
relacionadas con las EDO vy, el analisis del papel que la resolucién de problemas, la
tecnologia y la interaccion juegan en el proceso de aprendizaje. El andlisis de los datos
obtenidos en la primera fase, permitieron constatar que el enfoque de ensefianza habitual,
en el que se introduce el concepto a partir de su definicion formal y los metodos algebraicos
de resolucion, no favorece el desarrollo de la comprension del concepto. El analisis con el
uso de la herramienta tecnoldgica y el modelo de trabajo en el aula, contribuyeron a crear
un clima de indagacion, reflexion, planteamiento de conjeturas y verificacion.
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Villar-Lifian y Llinares-Ciscar (1996), establecen el modo en que los estudiantes son
capaces de definir el concepto de ecuacion diferencial y la proximidad entre esta definicion
y la definicion formal. Los resultados de esta investigacion muestran que aunque solo la
décima parte de los estudiantes defini6 de forma precisa el concepto de ecuacion
diferencial, sefialando con ejemplos diferentes EDO de variables separadas o lineales, casi
la mitad de los alumnos propuso ejemplos correctos de ecuaciones diferenciales. Esto llevo
a los autores a concluir que “el hecho de no definir una nocién no es obstaculo para su
identificacion en un determinado contexto” y que “la imagen del concepto (de ecuacion
diferencial que tienen los alumnos) estd muy ligada a expresiones formales, casos
particulares y ejemplos concretos” (p. 99).

Rasmussen (2001), hace referencia a las dificultades que entrafia el concepto de solucion de
una ecuacion diferencial. Estas dificultades las asocia con el hecho de que es un espacio
formado por funciones y no por valores numéricos. Esta conclusion la extrae de un estudio
sobre la concepcion que tienen los estudiantes acerca de las soluciones de equilibrio de una
EDO, las aproximaciones numéricas y la estabilidad. Zandieh y McDonald (1999),
identificaron esta misma dificultad en una investigacion en la que apuntan como posible
causa de estos errores conceptuales al hecho de que en muchas de las actividades que
realizan los estudiantes no es necesario pensar en la variable, considerando ecuaciones de la
forma y’ = f'(x, y), como una solucién o una funcion.

Guerrero, Camacho y Mejia (2010), también observaron que los estudiantes consideraban
las funciones constantes s6lo como numeros y no como funciones. Estos autores realizan
una investigacion haciendo uso del registro grafico como medio de solucion de EDO. Los
resultados de esta investigacién muestran que los estudiantes recuerdan las definiciones de
algunos conceptos de calculo pero les resulta imposible aplicarlas en un nuevo contexto de
conocimiento, en este caso, el bosquejo de campos de direcciones y la interpretacion de
soluciones.

Rodriguez (2012) en su investigacion tiene como objetivo que el alumno comprenda el
modelo para representar, comprender y estudiar diversos fendmenos de naturaleza social,
quimica, mecéanica y eléctrica, asi como la importancia de la visualizacion de
representaciones de diversos aspectos de la Ecuacion Diferencial a través del uso de
tecnologia. La autora realiz6 su investigacion de tipo cualitativa. La autora concluye que el
disefio de las actividades como observacion, videograbaciones, realizacion de reactivos
permitié alcanzar los objetivos previstos para el proceso de modelacion matematica y la
tecnologia utilizada constituye un apoyo importante en la transicion entre el dominio fisico
y matematico asi como el desarrollo de competencias tecnolégicas.

En el taller “Introduccién a las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias a partir del andlisis de
fenémenos de variacion” de Codes y Perdomo (2012), los investigadores presentaron un
conjunto de actividades tanto para realizar de forma individual como en pequefios grupos
con lapiz y papel y, con el software de célculo simbolico Maple, para introducir el concepto
de EDO. Los resultados obtenidos sirvieron para reflexionar sobre los conocimientos
previos necesarios (como Algebra), para el disefio de cuestionarios y actividades de trabajo
en el aula.

El anélisis realizado de cada una de las investigaciones presentadas sobre las dificultades en
la comprension o aplicacién del concepto de EDO, nos permitié visualizar el papel tan
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importante que juega la resolucion de problemas, el uso de tecnologia y la interaccion en el
proceso de aprendizaje, de igual forma que la comprension del concepto matematico esta
muy ligada a expresiones formales y modelacion de casos contextuales en donde el uso de
registros graficos son un medio adecuado para la solucion de EDO. Lo anterior permite que
los estudiantes logren comprender el concepto de EDO, aunque en un inicio lo vean muy
distante.

Marco teorico

La Teoria APOE (por las siglas de Accion, Proceso, Objeto, Esquema) es una teoria de tipo
cognitivo-constructivista iniciada por Dubinsky y continuada por el grupo de investigadores
Ilamados Research in Undergraduate Mathematics Education Community (RUMEC); la
APOE se inicié en Estados Unidos y se ha extendido a otros paises (entre ellos México) a
partir de la formacion del RUMEC, cuya investigacion esta centrada en como un sujeto
construye conceptos matematicos y adquiere habilidades para enfrentar y resolver
problemas (Miranda, 2003).

Esta teoria fue desarrollada por Ed Dubinsky a partir de lo que Piaget llamaba “Abstraccion
Reflexiva”. Dicha “Abstraccion reflexiva” es un mecanismo, introducido por Piaget para
describir el desarrollo del pensamiento légico en nifios, y Dubinsky extiende esta idea al
mecanismo de construccion de los conceptos matematicos mas avanzados (Campero,
2010). En la Teoria APOE el investigador puede comparar las construcciones de un
estudiante sobre un concepto matematico cualquiera, con las construcciones mentales que
dicho estudiante pueda haber hecho o le falten por hacer.

Campero (2010) menciona que la Teoria APOE esta disefiada para trabajar con conceptos
de las matematicas universitarias, en particular conceptos que requieren grados altos de
abstraccién como los que trata la presente investigacion.

Miranda (2003) menciona que algunos investigadores han concluido con base a las
observaciones de los estudiantes, que para que alguien se apropie de un conocimiento es
necesario seguir una secuencia de construcciones mentales de la Teoria APOE, como se
describen a continuacion:

Acciones

Son una manipulacion fisica o mental sobre objetos. La persona las percibe como algo
externo, y cada uno de sus pasos es estimulado por el anterior.

Procesos

Se pueden describir como una seria de acciones sobre un objeto, con la particularidad de
que el individuo los controla de manera consciente, es decir, puede describirlas paso a paso,
invertirlas, coordinar y componer una transformacion con otras para obtener una nueva.

Objetos

Cuando una persona reflexiona sobre las operaciones aplicadas en un proceso particular,
Ilega a tomar conciencia de éste como una totalidad, sobre el que puede efectuar y construir
acciones o transformaciones; entonces, se dice que ese proceso ha sido transformado en un
objeto.

Esquemas

186



DESCOMPOSICIONES GENETICAS RELACIONADAS CON EL CONCEPTO DE LA ECUACION DIFERENCIAL
Abel Medina Mendoza, Alejandro Miguel Rosas Mendoza

Es una coleccion de acciones, procesos, objetos y aun otros esquemas (hay una relacion
dialéctica en espiral, pues los objetos pueden ser transformados por nuevas acciones, lo
cual lleva a nuevos procesos, objetos y esquemas).

Miranda (2003) menciona que una vez que se ha detectado el tema sobre el que se quiere
investigar, se tiene el reto de aplicar una pedagogia efectiva del concepto a ensefiar, que
empieza con el disefio de una descomposicion genética del tema, el cual es un modelo del
entendimiento en donde se proponen y muestran las posibles construcciones mentales que
tiene que realizar un estudiante para llegar a apropiarse de un conocimiento, asi como sus
origenes y las relaciones con otras estructuras que se deben poseer.

Azcérate y Camacho (2003) sugieren que para la elaboracion de una propuesta de una
descomposicion genética determinada, se considera que la comprension de un concepto
matematico comienza con la manipulacién de objetos fisicos o mentales, previamente
construidos, para formar acciones; entonces las acciones se interiorizan para formar
procesos, los cuales se encapsulan para formar objetos. A su vez los objetos pueden ser des-
encapsulados hacia los procesos a partir de los cuales fueron formados. Finalmente las
acciones, procesos y objetos pueden ser organizados en esquemas. Las construcciones son
las Acciones, los Procesos, los Objetos y los Esquemas, mientras que los mecanismos para
hacer esas construcciones son las siguientes: interiorizacion, coordinaciones, reversiones,
encapsulaciones y des-encapsulaciones. En definitiva, con los conceptos de accion,
proceso, objeto, esquema y los mecanismos de construccién se describe lo que se denomina
la descomposicion genética de un concepto.

La descomposicién genética, segin Badillo (2003) es el eje de la aplicacion de la Teoria
APOE en estudios sobre la comprension de objetos matematicos porque permite estructurar
el concepto matematico, orienta a la organizacion del contenido a ensefiar y el disefio de
actividades y tareas que contribuyan a la construccion de las estructuras que se busca que
los estudiantes desarrollen.

La Teoria APOE en la Mateméatica Educativa

Para determinar los elementos tedricos y metodoldgicos que conduzcan a atender la
problematica y considerando el impacto en investigaciones en el campo de la matematica
educativa, se abordan experiencias con la teoria APOE, teniendo como eje de aplicacion la
descomposicion genética en diferentes conceptos matematicos.

Roa y Oktac (2010), dan a conocer el procedimiento para disefiar una descomposicion
genética sobre el concepto de transformacion lineal, mostrando los pasos seguidos en su
construccion y las dificultades para realizarlo. El disefio se determina por la elaboracion y
desarrollo del anélisis tedrico que plantea el ciclo de investigacion de la Teoria APOE:
Analisis teorico, disefio e implementacion de ensefianza y observacion, analisis y
verificacion de datos. Los resultados permitieron describir dos caminos para construir el
concepto de transformacion lineal, que fueron determinados por mecanismos mentales
diferentes: uno por el de coordinacién, el otro por el de interiorizacion.

De igual forma, Gutiérrez y Valdive (2012) describen la descomposicién genética del
concepto de derivada bajo la Teoria APOE. El estudio estd enmarcado en uno de tipo
cualitativo, la recoleccion y analisis de la informacion, y se desarrollé a través de cuatro
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actividades: fragmentacion de la informacién, identificacion y clasificacion de las unidades
de andlisis, disposicion y organizacion de la informacion y descripcion estructurada. Lo
cual permitio reflexionar sobre el como explicar y desarrollar la definicion de la derivada
en clases para activar en los estudiantes procesos tales como reflexion, abstraccion, sintesis
y generalizacion, que generan la encapsulacion de la definicion.

Asi mismo, Suérez (2013) elabora un estudio sobre la descomposicion genética del
concepto diferencial de una funcion en varias variables, donde comprende el analisis de los
elementos matematicos que conforman el concepto, mencionando la importancia del
concepto diferencial en las matemaéticas avanzadas y en aplicaciones a otras ciencias.
Donde con el estudio se busca establecer los niveles de comprension del concepto en el
marco de la teoria APOE. El tipo de investigacion utilizada es cualitativa, orientada hacia la
forma como los estudiantes comprenden/construyen el concepto diferencial de un funcion
en varias variables. El autor concluye que la teoria APOE aporta una base metodoldgica y
tedrica para abordar la complejidad de la comprensién de un concepto del Pensamiento
Matematico Avanzado, es decir donde interactlan los procesos mentales para representar,
visualizar, generalizar, clasificar, conjeturar, inducir, analizar, sintetizar, abstraer, definir,
formalizar y demostrar.

Mybert, Maharaj y Brijlall (2012), presentan un estudio en progreso que tiene como
objetivo ayudar a los estudiantes a entender y aplicar la regla de la cadena, mediante el
uso de la Teoria APOE vy la descomposicion genética de un conjunto de construcciones
mentales, con la finalidad que los estudiantes comprendan la composicion de funciones,
derivadas y la regla de la cadena. El estudio se realiza bajo un enfoque cualitativo, donde se
busca que el anélisis de las respuestas escritas y las entrevistas del cuestionario utilizado,
permitan obtener informacion sustancial para la identificacion de construcciones mentales.
Los resultados obtenidos que la composicion de funciones es clave para entender la regla de
la cadena, haciendo mencion que la teoria APOE, a pesar que ha sido escasamente
utilizada, mediante el uso adecuado de diversas actividades ayudd a entender el concepto
matematico.

De gran importancia para este trabajo de investigacion es la aportacion de Jaimes y Chaves
(s.f.), que mencionan en su trabajo “Andlisis teorico de la ecuacion diferencial lineal de
primer orden que modela un problema de mezclas” que en el estudio de las ecuaciones
diferenciales, los conceptos son evadidos por formulas y procesos algoritmicos que
dificultan la comprensién del concepto. Desarrollan en su trabajo una descomposicion
genética preliminar del concepto ecuacién diferencial tomando como marco teorico y
metodolégico la Teoria APOE. Concluyen que para construir esquemas que permiten
comprender el objeto ecuacion diferencial lineal de primer orden que modela un problema
en general, es necesario comprender cdmo se construyen estos objetos matematicos en
algunos modelos particulares, lo que enriquece al sujeto de acciones, procesos Yy objetos.

Método

La Teoria APOE tiene una metodologia de investigacion fundamentada en el ciclo
metodologico de investigacion de dicha teoria (anélisis tedrico, disefio y aplicacion de
instrumentos y, analisis y verificacion de datos).

Analisis tedrico: El objetivo central es disefiar la descomposicion genética de los conceptos
matematicos de la investigacion.
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Disefio y aplicacion de instrumentos: Una vez definida la descomposicion genética
original, es necesario documentarla. El objetivo central es el disefio y aplicacién de
instrumentos que ayuden a construir los conceptos matematicos de la investigacion y
posteriormente el disefio y aplicacion de los instrumentos que nos ayudardn a validar la
propuesta didactica e identificar las construcciones mencionadas en la descomposicion
genética.

Analisis y verificacion de datos: El objetivo central es llevar a cabo el analisis de los datos
empiricos obtenidos de la componente anterior. En este punto determinar si fueron
adecuados los elementos considerados de la descomposicion genética de los conceptos
matematicos de la investigacion.

La metodologia de investigacién se abordara con un enfoque cualitativo, Hernandez,
Fernandez, y Baptista (2014), mencionan que el enfoque cualitativo puede concebirse como
un conjunto de practicas interpretativas que hacen al mundo “visible”, lo transforman y
convierten en una serie de representaciones en forma de observaciones, anotaciones,
grabaciones y documentos. Es naturalista porque estudia los fendmenos y seres vivos en
sus contextos o ambientes naturales y en su cotidianidad e interpretativo pues intenta
encontrar sentido a los fendmenos en funcion de los significados que las personas les
otorguen.

La poblacion para el desarrollo de la investigacion seran los estudiantes del IV semestre de
la carrera de Ingenieria en Sistemas Computacionales del Instituto Tecnolégico de
Comitan, el planteamiento a seguir en la metodologia de investigacion es:

Andlisis Teorico:
» Experiencia docente (cuestionario o entrevista a docentes e investigadores sobre la
ensefianza-aprendizaje de EDO de primer orden).

» Cuestionario a estudiantes sobre conocimientos previos necesarios para el tema de
EDO de primer orden.

» Mapas conceptuales sobre los conceptos y modelacion de EDO de primer orden
(informacion necesaria para determinar los componentes de la descomposicion
genética).

Disefio y Aplicacion de Instrumentos:

» Cuestionarios (de conceptos tedricos y de resolucién de problemas: de manera
manual y mediante el uso de una herramienta computacional)

» Entrevistas (escritas y audiograbadas) para analizar las respuestas de los
cuestionarios aplicados y llegar a interpretaciones mas precisas.

Analisis y Verificacion de datos:

> Se realizara simultdneamente con el analisis del resultado de la aplicacion de
instrumentos.

Reflexiones
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La revision de investigaciones en Matematica Educativa, aunado al analisis reflexivo de
estas investigaciones para el desarrollo de la competencia especifica, ha permitido definir
los elementos tedricos y metodoldgicos que conduciran el trabajo de investigacion para el
logro del objetivo planteado. Con lo anterior se llega a las siguientes consideraciones:

> La Teoria adecuada, por la complejidad del tema de investigacién como lo
sugieren algunos autores, es la Teoria APOE y porque se busca generar un
estudio sobre como se construye dicho conocimiento.

> El modelo para el desarrollo de la competencia especifica serd mediante la
descomposicion genética del concepto de EDO de primer orden.

» La metodologia que guia las actividades del trabajo de investigacion, es la
metodologia asociada fundamentada en el ciclo metodologico de la Teoria
APOE.

> El trabajo de investigacion tendra un enfoque cualitativo.

Aln no se cuenta con resultados, sin embargo con las consideraciones anteriores se esta
planeando el desarrollo de actividades e instrumentos que permitan la obtencion y analisis
de datos para finalmente valorar la descomposicién genética para el logro de la
competencia especifica y dar solucion a la problemaética planteada.
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