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SITUACIONES DE GENERALIZACION
Y USO DE MODELOS EN LA INICIACION
AL ALGEBRA ESCOLAR

LIGIA TORRES, EDITH VALOYES Y ROCIiO MALAGON

Se presentan algunas reflexiones acerca de los resultados obtenidos en
los proyectos de indagacion pedagogica: “Actividades de generaliza-
cion en la iniciacion al dlgebra” y la “Modelacion matemdtica en la
iniciacion al dlgebra”. Reflexiones relacionadas con elementos tedri-
cos fundamentales que sustentan las perspectivas de iniciacion a un
estudio formal del dlgebra escolar, como también reflexiones que alu-
den a las potencialidades y dificultades que se promueven cuando se
introducen actividades en estas perspectivas, en el aula.

PROBLEMATICA QUE ENMARCA LOS PROYECTOS

La motivacion inicial por el estudio de la problemadtica del paso de la arit-
mética al dlgebra en el dmbito escolar surge de nuestra propia experiencia
sobre esta materia en la prictica pedagdgica y del conocimiento que nos
hemos formado a lo largo de los tltimos afios sobre diferentes investigacio-
nes. En particular, sobre algunas que han tomado como objeto de estudio
los procesos cognitivos involucrados en el aprendizaje del dlgebra en
secundaria, el dlgebra y su lenguaje, el simbolismo algebraico, la abstrac-
cidén en dlgebra, estrategias de enseflanza en dlgebra, etc. Todas ellas reali-
zan el estudio de las dificultades u obstdculos que se oponen a la
comprension y al aprendizaje del dlgebra escolar. Entre estas dificultades
sobresalen las experimentadas por los alumnos cuando se avanza a un sis-
tema de representacion mds abstracto, en el cual aumenta tanto el poder del
lenguaje simbdlico como el grado de abstraccion. Tal circunstancia se da,
por ejemplo, cuando las letras comienzan a sustituir a los niimeros, es decir,
elementos concretos como los objetos y los nimeros que han sido basicos
en el trabajo matemadtico hasta el momento pasan a ser representados por
letras como incdgnitas, nimeros generalizados, pardmetros o variables.
Estas dificultades se manifiestan, entre otras, en errores usuales de sintaxis
cuando se trabaja operativamente con las expresiones algebraicas, errores
de traduccién cuando se utiliza el dlgebra para resolver problemas escritos
en el lenguaje cotidiano, e interpretaciones erréneas de expresiones alge-
braicas, dados los diferentes contextos en que ellas aparecen.
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Especificamente hemos abordado el estudio sobre la caracterizacion del
corte didactico entre el pensamiento aritmético y el algebraico en el momen-
to en que aparece como necesario operar lo representado, es decir, cuando
se requiere aceptar la existencia de lo desconocido para luego representarlo
y operar sobre ello, por ejemplo, operar la incégnita en el caso de la resolu-
cién de ecuaciones. Tal corte no significa que el dlgebra sea una asignatura
separada completamente de la aritmética, que es como el curriculo tradicio-
nal la ha considerado, constituyendo esto un grave error ya que no se puede
establecer un limite entre el conocimiento aritmético y el algebraico debido
a que aspectos primordiales del segundo estdn presentes en todo conoci-
miento matemdtico. Por este motivo la construccién de elementos del pen-
samiento algebraico debe ser un proceso paralelo y continuo dentro del
proceso de desarrollo de los pensamientos aritmético y geométrico.

La problematica del paso de la aritmética al dlgebra en el &mbito escolar
se ha reconocido de manera mas sistematica en nuestro medio (Valle del
Cauca, Colombia) a través de los estudios en tlrabajos1 de grado, pre-grado,
especializacion y maestria, lo mismo que en los proyectos de indagacién en
el aula adelantados por maestros de la Red en Educacién Matematica del Va-
lle del Cauca, trabajos estos registrados en el boletin de este organismo pu-
blicado en agosto de 2001. En este articulo se presentan los resultados
iniciales de dos de los proyectos adelantados dentro de la Red: “Actividades
de generalizacién en la iniciacién al dlgebra escolar” y “Modelacién mate-
madtica en la iniciacion al dlgebra”. Estos trabajos de investigacion se estan
continuando en la actualidad como proyectos de maestria.

MIRADA PANORAMICA A
LOS REFERENTES TEORICOS DE LOS PROYECTOS

Para iniciar el estudio formal de los conceptos algebraicos nos hemos apro-
piado de los resultados de la investigacion en didéctica del dlgebra en lo
que respecta a las formas de encarar la iniciacién del trabajo algebraico,

1. Trabajos desarrollados en el marco de los programas que dirige el grupo de Educacién
Matemdtica del Instituto de Educacién y Pedagogia de la Universidad del Valle. Algunos
de ellos en el nivel de pre-grado son: “La variable como incégnita en ecuaciones de primer
grado” y “Usos y significados del signo igual en ecuaciones de primer grado en contextos
geométricos”. Entre los trabajos de grado de la Especializacion en Educacién Matematica
estdn: “La resolucion de problemas en el inicio del dlgebra escolar” y “Propuesta didéctica
para la construccion de expresiones algebraicas desde la perspectiva de generalizacion”.
Entre las tesis de maestria en ejecucion cabe citar: “La generalizacién en las matemadticas
escolares” y “La nocién de variable en el dlgebra escolar. Connotaciones histéricas y peda-
gdbgicas del problema”.
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como son: la generalizacién de patrones numéricos y geométricos y de las
leyes que gobiernan las relaciones numéricas; la modelacion de situaciones
matemadticas y de situaciones concretas; y el estudio de situaciones funcio-
nales. Estas perspectivas se apoyan en la resoluciéon de problemas aritméti-
cos y/o algebraicos y en la historia de las ideas algebraicas. En los trabajos
reportados en este articulo se toman, de manera explicita, elementos de la
generalizacion y de la modelacidn sin que esto quiera decir que no se reco-
nozcan las interrelaciones entre las tres formas de abordar la iniciacién al
trabajo algebraico.

Dichos planteamientos de acercamiento al dlgebra consideran de suma
importancia no sélo la naturaleza del conocimiento matemaético, particular-
mente del algebraico —su cardcter general, analitico, estructural, etc.—, la
evolucioén ontogenética y psicogenética de sus conceptos, las particularida-
des del pensamiento algebraico —reconocer lo particular en lo general y lo
general en lo particular, percibir la variacion, etc.— y las peculiaridades del
aprendizaje matematico —e.g., la conversion entre representaciones— sino
también, los nexos entre los contextos socioculturales y la naturaleza del co-
nocimiento que se construye. Teniendo en cuenta estas observaciones, con-
sideramos que cuando se pretende que los jovenes construyan conceptos
relativos a la variacion en dlgebra como los de expresion algebraica, ecua-
cién, polinomio, variable y funcién tenemos que identificar, evaluar y apro-
vechar las significaciones que ellos poseen. Por ejemplo, habria que
identificar ciertas propiedades algebraicas que estdn presentes en sus signi-
ficaciones geométricas y en las aritméticas y evaluar cudles se corresponden
con las aportadas por la historia, los textos, los programas oficiales y las ma-
nejadas por el maestro, es decir, determinar elementos o factores en el ma-
nejo conceptual de estos conceptos o constructos matemdticos, en un
contexto social determinado, con el propésito de caracterizar la cultura de
estos conceptos en nuestro medio.

De acuerdo con los mencionados planteamientos de la didactica del al-
gebra se hace necesaria la movilizacion hacia lo algebraico a partir del tra-
bajo numérico y/o geométrico de problemas matematicos donde se utilicen
conceptos en diferentes contextos en los que, por medio de la experiencia,
el estudiante pueda verificar la utilidad que el lenguaje simbélico puede
ofrecer a la mente. En particular, trabajar en el estudiante la competencia
para generalizar y comunicar su generalizacién en lenguaje natural u otra
forma de representacién tiene gran importancia en la formacién de pensa-
miento matematico; sin embargo, la escuela tradicional no se ha preocupado
por desarrollar esta practica y en cambio, los conocimientos de los estudian-
tes se limitan al uso de algoritmos para resolver operaciones y problemas
numéricos y/o geométricos elementales.
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El diseno, la aplicacién y el andlisis de actividades de generalizacion
para lograr la introduccién significativa al dlgebra, a través de las expresio-
nes algebraicas, guié uno de los proyectos que se presentan aqui. Para ese
trabajo se asumid la perspectiva de la expresion de la generalidad. En la bus-
queda de regularidades y expresion de la generalidad se pretendio establecer
nexos con los procesos de modelacién y con las situaciones funcionales. El
disefio de secuencias didacticas que involucraran estas actividades de gene-
ralizacién march6 aunado a la reflexion en torno a varios tépicos entre los
que se pueden mencionar: la generalizacién en matematicas, la generaliza-
cién y la abstraccion, la generalizacién y la induccidn, la generalizacién y la
visualizacion, la generalizacién y la variable, la generalizacion y la cogni-
cién, y la generalizacion en las matemadticas escolares.

Las expresiones algebraicas cobran realmente su dimensién matematica
cuando se relacionan y operan, produciendo ecuaciones, inecuaciones y
nuevas expresiones algebraicas. En el surgimiento de estos objetos algebrai-
cos aparece el problema de la produccién de significado de estos construc-
tos. Esto ha sido ampliamente debatido por distintos investigadores, quienes
sustentan la necesidad de trabajar con los estudiantes diversas aproximacio-
nes, por ejemplo, al concepto de ecuacién para que ellos las puedan signifi-
car (Nemirovsky y Janvier, 1996). Se requiere para ello poner a los
estudiantes en una situacién que les permita construir el significado a partir
de varias representaciones (gréficas, tablas, etc.) y usarlas con una cierta fle-
xibilidad en la descripcién de fenémenos fisicos o eventos del mundo. En
este proceso de modelaciéon de fendmenos se hace necesaria cierta verbali-
zacion que dé significado al simbolismo gradualmente desarrollado por el
estudiante. Asi, el simbolismo estd basado en acciones reales o imaginarias
y aparece como la expresion de ciertas variaciones continuas y no como me-
diciones aisladas. En esta medida, las expresiones algebraicas son resultado
de generalizacion matematica, lo que permite observar los vinculos entre la
perspectiva de generalizacién y la funcional.

La modelacién en la introduccidn al dlgebra debe permitir el desarrollo
de la nocidén de variable en los estudiantes. El punto crucial en este proceso
de modelacién es la fase de formulacion que resulta en la creacién del mo-
delo (e.g., lineal). Las reflexiones anteriores fueron el punto de partida de la
segunda propuesta que se presenta en este articulo. Sin embargo, fue el uso
de modelos en la formulacién de ecuaciones y en su proceso de solucién lo
que realmente se redimensiond en este trabajo. El significado con el que se
utiliz6 el término “modelo” (e.g., balanza, maquina, geométrico) es el de
modo de producir significado, de constituir objetos matemdticos y de produ-
cir justificaciones relativas a lo que son tales objetos y lo que es posible ha-
cer con ellos. El modelo en el que se enmarque una ecuacion, por ejemplo,
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determinar4 las justificaciones de las distintas transformaciones que se efec-
tden para resolverla. Pero también, el tipo de ecuacion determinard tanto el
campo en el que se puede solucionar como el modelo que se puede usar, ya
que no todas las ecuaciones pueden significarse en un mismo campo y lo que
es valido hacer en uno, puede no serlo en otro. Se opera en un determinado
campo y es en €l en donde se establece la 16gica de las operaciones que se
van a utilizar en los procesos de resolucion. De ahi, la importancia de traba-
jar con variedad de modelos.

En los trabajos aqui expuestos se puede advertir un acercamiento al 4l-
gebra elemental en niveles de la ensefianza bésica (séptimo y octavo, grados
en los que el curriculo impone su estudio formal) en términos de traduccién
de lenguajes (habitual, algebraico, aritmético, geométrico y el de los mode-
los) que facilita la actividad matemdtica como un proceso reversible de ge-
neralizacién y particularizacion, que estimula y favorece el desarrollo del
conocimiento algebraico.

ACTIVIDADES DE GENERALIZACION
EN LA INICIACION AL ALGEBRA

En este proyecto se asumieron diferentes presupuestos enmarcados en los
referentes tedricos y andlisis de resultados de las investigaciones de John
Mason (1996). De tales presupuestos cabe destacar dos. Por un lado, el
dlgebra es un lenguaje, una forma de decir y comunicar algo. De esta
manera, el lenguaje algebraico frente a otros lenguajes —como el natural—
por sus propias reglas de juego y de expresion, presenta ventajas como la
posibilidad de expresar generalizaciones de situaciones, lo que permite
hacer inferencias y transferencias de las mismas situaciones a otras formas
mas complejas del conocimiento. Por otro lado, en el mundo con frecuen-
cia se encuentran regularidades. Al observar una regularidad o un patrén de
comportamiento, aparece la necesidad de expresarlo, de comunicarlo y es
el lenguaje algebraico, por ser mds sucinto, el indicado.

Coherente con los dos supuestos mencionados, es posible considerar que
dentro del proceso de desarrollo del pensamiento algebraico en los estudian-
tes, es fundamental presentarles situaciones donde se requiera establecer re-
laciones, identificar caracteristicas comunes a los casos especificos y llegar
a una lectura y escritura de lo general. En tales situaciones, presentadas
como actividades de generalizacidn, se deben concebir tres etapas bien di-
ferenciadas entre si, cada una de las cuales requiere un detallado estudio; di-
chas etapas son: ver, deciry registrar (Mason, 1999).
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Aunque en las dos primeras etapas (i.e., ver y decir) no es explicita la
sintaxis formal algebraica, sf es fundamental dedicarle en el trabajo escolar
suficiente tiempo a ellas; el paso apresurado al registro simbdlico de una re-
gularidad conlleva a una pérdida de sentido y significado de la expresion ge-
neral y a un obsticulo para el manejo adecuado de las expresiones
algebraicas resultantes. El paso del ver y del decir al registrar es un paso di-
ficil para los alumnos y por tanto debe ser realizado a través de suficientes
y variadas situaciones disefiadas para tal fin. Este aspecto ha sido amplia-
mente corroborado por los diferentes estudios e investigaciones que han
abordado los problemas de la ensefianza y el aprendizaje del dlgebra desde
esta perspectiva (Socas, 1989; Arzaquiel, 1993; Mason, 1999, 1996).

En la primera etapa, en la observacion de una generalidad, se trata de dis-
tinguir lo que es propio de cada caso especifico y lo que es comun a todos
ellos, lo que no varfa, para luego construir una regla que permita “percibir
lo general” sin hacer referencia a los casos concretos. Un aspecto de rele-
vancia en esta etapa es el contexto en el cual se presenta la situacién. En este
trabajo se han utilizado contextos geométricos y aritméticos; los primeros,
ya que facilitan la manipulacién de la informacién tanto como la percepcién
de las caracteristicas de la situacidn; por su parte, las series numéricas tienen
la ventaja de permitir aprovechar la mayor experiencia de los estudiantes en
el trabajo con los niimeros y sus propiedades.

Un dltimo aspecto que es necesario afrontar en la etapa de la percepcion
de la regularidad, es el problema de la validez de las conjeturas hechas sobre
las caracteristicas de los casos especificos y si se trata o no de patrones ge-
nerales de comportamiento. Es importante tener en cuenta que las conjeturas
deben ser probadas para ver si expresan propiedades de todos los casos que
se podrian observar o si simplemente son un resultado de ejemplos particu-
lares. En este aspecto hay que diferenciar entre la demostracion matemética
requerida para dar cuenta de la validez de la relacién encontrada y los pro-
cesos de argumentacion y prueba de los alumnos, cuando esta perspectiva
de busqueda de lo general tiene usos didacticos. Es este segundo caso el que
fue objeto de observacién y andlisis en nuestro trabajo.

Tal como se habia planteado antes, la mayor dificultad en los procesos
de generalizacién se encuentra en el paso de la descripcién verbal de la re-
gularidad al registro simbdlico de la misma. En consecuencia, se hace nece-
sario dar respuesta, desde la actividad misma, a la pregunta sobre cuando es
el momento oportuno para esa conversion y cémo movilizarla.

Diversas investigaciones (Mason, 1999; Kieran, 1988, 1996; Grupo
Azarquiel, 1993) sugieren que el paso al registro simbdlico se realice sélo
después de haber transcurrido suficiente tiempo y trabajo en las etapas de
observacién y descripcion verbal de los patrones; ademds, recomiendan a
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los profesores la tarea de crear ambientes propicios para que la escritura
simbdlica aparezca como una necesidad del estudiante de comunicar de ma-
nera mds efectiva sus registros. Por ejemplo, Mason (1999, p. 52) afirma:

El movimiento hacia la notacién matemadtica formal se debe trabajar
en forma gradual, a la velocidad individual de quien aprende. Los
alumnos necesitan ver que los simbolos se usan para expresar gene-
ralidades pero s6lo los emplearan en forma exitosa cuando estén lis-
tos para hacerlo, y cuando perciban una necesidad de hacerlo.

Sobre las situaciones y su implementacion

En esta etapa del proyecto, los aspectos metodoldgicos correspondieron a
un esquema experimental en el cual el disefio de las situaciones y su imple-
mentacion en el aula pretendian la construccidn, por parte de los estudian-
tes, de expresiones algebraicas desde dos perspectivas de andlisis: la
emergencia de la notacidn algebraica y la contextualizacion y construccién
de significados para las expresiones resultantes, verificado esto a través de
la observacion y la toma de registros de las ejecuciones de los alumnos y el
posterior andlisis de los resultados. En la siguiente etapa del proyecto —la
que se estd desarrollando como una tesis de maestria— se espera dar cuenta
de los procesos de significacion de la operatividad de las expresiones pro-
ducidas.

La poblacién objeto de estudio estuvo conformada por treinta jovenes,
entre trece y quince afios de edad, del grado octavo de la educacién bdsica
secundaria del colegio Técnico Industrial Veinte de Julio, establecimiento
de cardcter oficial de la ciudad de Cali.

En las sesiones de clase se priorizaron dos momentos: el de trabajo indi-
vidual y los espacios de las discusiones plenarias. En estos dltimos fue don-
de realmente se confrontaron los andlisis preliminares de las situaciones y
las movilizaciones conceptuales que se lograron en los estudiantes.

Las situaciones para la intervencion en el aula se agruparon en cinco ta-
lleres, con dos o tres actividades cada uno, que pretendian movilizar distin-
tos tipos de relaciones matemdticas como las lineales —referidas en las
tareas expuestas en este articulo— que conllevan a representaciones del tipo
p=3(m+1),a =2b,a = n/2;también se incluyeron actividades que
generan relaciones cuadraticas de la forma y = ax? + b . Otros aspectos de-
terminantes en las actividades fueron los contextos aritméticos y los geomé-
tricos en los que se enmarcaron y la etapa que les correspondié movilizar —
ver, decir o registrar.

Entre las variables —planteadas desde el andlisis preliminar del proyec-
to— que determinaron el disefio de cada taller estdn: el campo numérico
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(nimeros racionales positivos), la diferenciacion entre los conceptos direc-
tamente involucrados (el concepto de las operaciones bdsicas, propiedades
numéricas, etc.) y los utilizados como herramienta (perimetro y drea) y la or-
ganizacion de la secuencia de las tareas de acuerdo con la etapa que movili-
zaban.

El andlisis preliminar permiti6 sugerir unos niveles de logro cognitivo a
través de los procedimientos que se esperaba siguieran los estudiantes.
Como ejemplo, presentamos los logros planteados para la Actividad 1 ex-
puesta mds adelante. En un primer nivel se encuentran los estudiantes que
obtengan conclusiones que no obedecen a regularidades sino a comporta-
mientos arbitrarios de los términos en juego. En un segundo nivel se encuen-
tran los estudiantes que reconociendo el resultado de cada adicién como un
multiplo de tres no lo identifican como un producto de tres veces el término
del medio. En el tercer nivel, estdn los estudiantes que reconocen la suma
como tres veces el término del medio en la terna —asi sea por tanteo— y
logran expresar la regularidad en lenguaje natural. Los procedimientos des-
critos anteriormente se convirtieron en elementos de contraste con los real-
mente seguidos por los aprendices durante el trabajo de campo y por lo tanto
constituyeron una parte fundamental de la validacién de 1a hipétesis del pro-
yecto.

Las actividades siguientes corresponden a los tres primeros talleres y se
catalogan en nivel de dificultad intermedio.

Actividad 1
1) Realiza las siguientes adiciones para cada terna de nimeros:
a.l+2+3 =
b. 4+5+6 =
c. 8+9+10 =
d 9+10+11 =

2) Describe las caracteristicas que encuentras entre los nimeros que conforman
cada terna.

3) Escribe todas las relaciones que encuentres entre los términos de cada adicién
con su respectivo resultado o suma.

4) De las relaciones que encontraste, en el punto anterior, determina la(s) que
permita(n) calcular el resultado de la adicién sin necesidad de realizarla.

5) Escribe otras ternas de niimeros con la misma caracteristica y comprueba si
ocurre lo mismo. Verifica que la regla encontrada se cumple para cualquiera
de las ternas elegidas.
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6) Describe la regla encontrada, que permite el cdlculo de la adicién en términos
de los sumandos.

Actividad 2

1) Para cada uno de los siguientes rectdngulos, donde la base corresponde al
lado horizontal y la altura al lado vertical,

a. Mide la longitud de la base y la altura.

b. Establece una relacién entre la medida de la base y 1a medida de la altura.
Describela.

2) Dibuja un rectangulo con otras medidas que cumpla la relacién descrita ante-
riormente.

3) Si a representa la medida de la altura de un rectdngulo cualquiera que cumple
la relacidn trabajada en la situacién, ;como se podria escribir la medida de la
base en términos de a?

4) Si b representa la medida de la base de un rectdngulo cualquiera que cumple
la relacidn, ;cémo se escribe la medida de la altura en términos de b?

5) Escribe una expresion que represente el perimetro del rectdngulo.

Actividad 3

Luis es un estudiante muy afortunado puesto que cuenta con varios medios para
desplazarse a su colegio, a la biblioteca y eventualmente a la casa de su mejor com-
pafiero para realizar tareas. Como periddicamente hace uso de ellos, ha calculado
las diferencias de tiempos entre los desplazamientos, encontrando que el tiempo
que tarda caminando equivale al doble del tiempo en bicicleta y cuatro veces del
que gastaria en autobus.

1) Si n representa el tiempo que Luis tarda en uno de sus recorridos en autobus,
(,cémo podria expresar este recorrido en términos de 7 si lo hubiese hecho en
bicicleta? Y, ;si lo realizara a pie?

2) Escribe una expresion en términos de n que represente el tiempo utilizado en
un desplazamiento de Luis, donde la mitad del recorrido lo ha hecho en bici-
cleta y el resto, por algiin motivo, caminando.
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3) Si ¢ representa el tiempo total de recorrido en un dia, escribe una expresion
para ¢ en términos de n conociendo que la mitad del recorrido lo hizo en auto-
bus y el resto caminando.

4) Use la expresion obtenida en el punto anterior para calcular el tiempo total
gastado en los recorridos en ese difa, si estuvo viajando en autobus durante 40
minutos.

Sobre el analisis de los resultados

A partir del estudio de los procedimientos seguidos por los estudiantes y de
los distintos argumentos presentados en las discusiones posteriores se infi-
rieron una serie de elementos que permitieron valorar los alcances de la
propuesta. A continuacién se mencionan algunos de ellos.

En las etapas del ver y el decir se hizo notoria la importancia de que el
maestro o investigador guiara los procesos de observacion para que el estu-
diante desechara las propiedades no fundamentales para la tarea e identifi-
cara las variables fundamentales. Una pregunta clave en esta guia fue “;qué
es lo que varia y con relacién a qué lo hace?”. Esto se anota pues muchos
estudiantes centraron su atencién en propiedades arbitrarias de los términos
o elementos que se relacionan en la tarea y que no permiten encontrar el pa-
trén de regularidad. Por ejemplo, en la Actividad 1 dieron como respuesta
de relacién entre los términos de cada adicién y su suma el hecho de que “ca-
da sumando es menor que la suma”. La anotacién anterior no implica que
durante la implementacién hayamos desconocido los argumentos de los es-
tudiantes o no se haya hecho la respectiva discusion con el colectivo sobre
sus apreciaciones acerca de lo particular y lo general en cada situacion.

En el desarrollo progresivo de los talleres se fueron observando avances
significativos con respecto a la bisqueda de lo general y a la necesidad cre-
ciente de encontrar expresiones que posibilitaran registros mas concisos.
Con ello se confirmé el lento proceso que implica la consolidacién de la no-
tacion algebraica como una forma de registrar regularidades y patrones. Se
observaron, desde registros completamente verbales hasta aquellos donde se
reconoci6 la necesidad y se hizo uso de simbolos para la denominacién de
cantidades generales, llegando a expresiones algebraicas con sintaxis proxi-
mas a las presentadas formalmente en dlgebra. Se obtuvieron, por ejemplo,
registros como “el doble del lado a” y “dos veces la medida de a”, como
también “ax2” (en la Actividad 2 presentada anteriormente) y registros
mds complejos como “n X 2 + 40 (en la Actividad 3).

La verdadera potencia de lo anterior se encontré en la evolucién de los
registros matemdaticos de un mismo estudiante. Se evidenci6 que pudo ir re-
conociendo otras formas de expresar y registrar sus observaciones hasta lle-
gar a construcciones simbodlico-algebraicas, a las que les asign6 significados
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imposibles de alcanzar a través de las practicas sobre las expresiones alge-
braicas que tradicionalmente se hacen en la escuela, por razén de haber sido
participe de su elaboracién.

Otro de los logros alcanzados con actividades que son parte de las situa-
ciones disefiadas pero que no se han registrado en este articulo, consistié en
haber llegado a algunas lecturas “de lo general”’; un ejemplo de esto muestra
que al presentar expresiones como “3r”, los estudiantes reconocieron dis-
tintos sentidos para esta expresion, entre ellos el hecho de ser 3 por un nd-
mero cualquiera. De igual forma, al presentarles expresiones como
“2x +2y” le asignaron significados en diversos contextos como el “peri-
metro de un rectangulo”, “el doble de un nimero cualquiera sumado con el
doble de otro nimero cualquiera”, “‘el doble de la edad de ... sumado con el
doble de la edad de ...”, etc. Con todo ello se logré potenciar la posterior
conversion de enunciados en lenguaje natural al lenguaje algebraico.

Finalmente reconocimos la incidencia de este tipo de tareas en el cambio
positivo de la actitud de los estudiantes frente al trabajo con las matematicas,
hecho corroborado en la disponibilidad hacia de trabajo, el alto nivel de par-
ticipacion en las discusiones y la apropiacion de la tarea misma.

MODELACION Y USO DE MODELOS
EN LA INICIACION AL ALGEBRA ESCOLAR

Diseflar una secuencia diddctica como fundamento para la iniciacién al
dlgebra escolar desde el uso de modelos, de tal manera que permitiera a los
estudiantes una elaboracién de significado de los objetos algebraicos antes
que el aprendizaje de reglas para manipular simbolos, fue el objeto de estu-
dio y andlisis de este proyecto. Se esperaba que a partir del uso de los
modelos como herramientas de traduccién entre distintos lenguajes (natu-
ral, geométrico, etc.) se llegara a una construccién paulatina de la sintaxis
algebraica.

Para la elaboracién de la secuencia didéctica se asumieron los modelos
—balanza, parte y todo, maquina, geométrico, etc.— como herramientas
que al ser usadas, permiten dotar de significado a las ecuaciones lineales en
las que la inc6gnita aparece en ambos de sus miembros, es decir, ecuaciones
deltipo AxxB = Cx 0 Ax£B = Cxx D.Eneste sentido, adoptamos la
idea de modelaje en la cual se conjugan dos componentes: una, la traduccién
de distintos lenguajes (e.g., el natural, el grafico, y el geométrico) al alge-
braico, actividad que permite dotar de sentido y significado, en un contexto
mads concreto, a los objetos y operaciones, y la otra componente, la separa-
cion de estos objetos y operaciones de los significados mds concretos, es de-
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cir, el acceso a un nivel puramente sintictico (Filloy, 1998). En este sentido
no abarcamos la idea de modelacién propuesta por Janvier (1996) aunque
era el deseo inicial; tomamos, en cambio, como referencia los trabajos ade-
lantados por Filloy (1998) y Socas (1989).

Con el fin de que el lector pueda vislumbrar lo que implica haber asumi-
do la idea de Socas y no la de Janvier, presentamos las siguientes precisio-
nes. Para Janvier la modelacién es un proceso que comprende dos fases: la
de formulacién y la de validacién. Durante la fase de formulacion se esta-
blecen las relaciones claves entre las variables de un problema; el estableci-
miento de estas relaciones basicas puede llevarse a cabo a partir de medidas
0 conjeturas; posteriormente se ejecutan una serie de transformaciones de
tipo matematico que conducen a formular el modelo como una expresién
simbdlica. La fase de validacion consiste en constatar la validez del modelo,
llevando a la realidad eso que supuestamente representa ya sea a través de
la medicién o de otro modo. Esto, segtin Janvier, le proporciona al modelo
un doble status: por una parte, el modelo es establecido en términos mate-
maticos y permanece independiente de la realidad desde la cual surge. Este
status abstracto es confirmado por la aplicacién mecénica de reglas que in-
volucran la manipulacién simbdlica. Por otro lado, el modelo representa ob-
jetos concretos o relaciones que pueden medirse. Entonces, los elementos
del modelo (los pardmetros de la férmula, las caracteristicas de la tabla, etc.)
que previamente no tenian significado, adquieren sentido en el contexto de
la situacion bajo investigacion.

Por su parte, Socas en sus trabajos estd interesado en el uso de modelos
como instrumentos de traduccién de lenguajes antes que en un proceso de
modelacion en el sentido mencionado anteriormente. Para €1, los modelos en
el dlgebra son herramientas en el sentido de que permiten pasar de una si-
tuacién problemadtica, expresada por ejemplo, en lenguaje natural, al mode-
lo, y de éste a la expresidn algebraica correspondiente. Es asi como pueden
considerarse modelos tanto los diferentes tipos de recursos graficos —como
los diagramas, las “maquinas”, los “ordinogramas”, las balanzas, etc.—
como también las relaciones matematicas (férmulas, ecuaciones, etc.), acla-
rando que pertenecen a distintas clases. Socas considera la utilizacién de
modelos como “fundamental en la creacion de conceptos y procesos de ra-
zonamiento ya que permiten hacer accesibles y manipulables conceptos in-
telectualmente mas dificiles”.

Sobre las situaciones y su implementacion

Las situaciones de la propuesta fueron desarrolladas por estudiantes del
grado octavo de la educacion basica del Instituto Técnico Industrial Donald
Rodrigo Tafur, colegio oficial de la ciudad de Cali.
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La secuencia diddctica la conforman varias actividades en las que fueron
utilizados los modelos de la balanza y 1a comparacion de dreas (geométrico),
teniendo en cuenta, para su diseflo, el siguiente esquema propuesto por So-

casz:

Enunciado verbal Modelo

Segun el anterior esquema, se podria proponer una actividad en la cual a par-
tir del enunciado verbal o situacién problematica, usando el modelo se lle-
gara a la ecuacidn, o, viceversa, de la ecuacién y usando el modelo, se
propusiera una situacién problemadtica. Algunos ejemplos de actividades de
la secuencia didactica son:

Actividades de la situacion 1

1) Una bolsa de papas junto con un bloque de 6 kilos pesan lo mismo que tres
bolsas de papas (iguales a la primera) y un bloque de 2 kilos.

a. (Qué es lo desconocido en esta situaciéon?
b. (Qué expresion algebraica utilizarias para representar esta situacion?
c. Representa en el modelo de la balanza la situacién anterior.

2) Tenemos una balanza en equilibrio. En el lado derecho hay dos botellas y tres
vasos; al lado izquierdo hay una botella y siete vasos.

a. Usa el modelo de la balanza para representar la situacién anterior.
b. {Qué es lo desconocido en esta situacién?
c. (Cudl serfa la expresion algebraica que representa esta situacion?

d. El peso de una botella, jal peso de cuantos vasos equivale? Explica tu
respuesta.

3) Un perro pesa doce libras mds que un gato.

a. Escribe dos ejemplos de los que pueden ser los pesos del perro y del
gato.

b. Usa el modelo de la balanza para representar esta situacion.

2. Este autor clasifica los modelos en: intuitivos, como por ejemplo las relaciones matemati-
cas; explicitos tales como los diagramas; y analégicos como aquellos que pertenecen a una
clase distinta de la realidad que representan, como por ejemplo los bloques de Dienes.
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c. (Cudl seria la ecuacion que representa esta situacion?

c.

. Si el perro y el gato juntos pesan 50 libras, ;cudl seria la ecuacién que

representa esta situacion? Representa lo anterior utilizando el modelo de
la balanza.

(Cudnto pesa el perro y cuanto el gato? Explica tu respuesta.

4) Para cada una de las ecuaciones siguientes:
x+7 =123
3x+14 = 5x

S5x

=4x+8

x+12 =P

a.
b.

C.

Represéntala usando el modelo de la balanza.
Resuelve cada ecuacion.

Escribe un problema que pueda resolverse usando cada ecuacion.

5) La siguiente grafica muestra una balanza. Los tres bloques del lado derecho
pesan lo mismo cada uno.

a.

b.

A

I — 12k

(Estd en equilibrio la balanza? Explica tu respuesta.

Si se retira un bloque del lado derecho, ;qué sucederd con el equilibrio?
(Qué se debe hacer para equilibrar nuevamente la balanza? Explica tu
respuesta.

. Si se afiade un bloque igual a los anteriores al lado izquierdo. ;Qué suce-

dera con el equilibrio de la balanza? ;Qué tendremos que hacer para que
quede en equilibrio nuevamente?

. ¢(Cudl es el peso de cada bloque? ;Por qué?

. Escribe una expresion algebraica que represente la situacién planteada

inicialmente.

. Escribe una expresion algebraica que represente cada una de las situacio-

nes planteadas en los puntos b y c. (En cudl o cudles de las situaciones
incluyendo la inicial hay condiciones de igualdad. Explica tu respuesta.
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6) Considera la situacién presentada en el gréfico siguiente:

AN

. (Cudl debe ser el peso del bloque para que la balanza esté en equilibrio?

. (Cudl debe ser el peso del bloque para que la balanza se desequilibre

hacia el lado derecho?

. (Cudl debe ser el peso del bloque para que la balanza se desequilibre

hacia el lado izquierdo?

. Escribe una expresion algebraica que represente cada una de las situacio-

nes planteadas.

Actividades de la situacion 2

1) En cada caso, las dreas de las figuras son iguales.

a.

Escribe la expresion algebraica que representa la relacién entre las dreas
en cada caso.

. Sin realizar ninguna operacién matemadtica, halla el valor de la longitud

desconocida en cada caso. Para ello puedes comparar las dreas, recortar,
etc.

. Después de hallar el valor de longitud desconocida, escribe en lenguaje

normal o con expresiones algebraicas el procedimiento que usaste para
encontrar dicha longitud.

(i)
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(iii)

(i)

I —

2) Tenemos un rectangulo cuyo ancho mide 6 cm. y su largo es x cm.
d. ¢(Cudnto mide el perimetro?
e. (Cudl es valor de su altura?

3) Un cuadrado cuyo lado mide 9 cm. tiene perimetro igual al del rectdngulo
anterior.

a. Siendo iguales los perimetros de las dos figuras, ;puede medir 3 cm. la
altura del rectdngulo?, ;puede medir 10 cm.? Explica tu respuesta.

b. (Cudl debe ser el valor de la altura del rectdngulo para que su perimetro
sea igual al del cuadrado? Explica tu respuesta.

c. Escribe la expresion algebraica que representa la relacién entre los peri-
metros de las dos figuras.

Sobre el analisis de los resultados

A partir de nuestra experiencia en el desarrollo del proyecto podemos afir-
mar que la iniciacién al dlgebra a partir del uso de modelos potencié en los
estudiantes algunos aspectos propios del sistema simbdlico, pero también
en el transcurso de dicha iniciacién surgieron puntos que se podrian haber
convertido en obstdculos para el aprendizaje. A continuacién mencionamos
algunos de los aspectos que se potenciaron.
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Un andlisis de las tareas nos permitié evidenciar que efectivamente —
como lo suponiamos— el uso de la balanza y de las dreas como modelos fa-
cilité en los estudiantes la significacion de los objetos algebraicos. Los mo-
delos usados como herramientas dieron a los estudiantes la posibilidad de
volver concreto eso que en un momento era tan abstracto para ellos y en ese
proceso, los alumnos pudieron dotar de sentido las operaciones que se po-
dian realizar con esos objetos. Hallamos un ejemplo de esto cuando al usar
el modelo de la balanza para que el estudiante dotara de significado la ecua-
cion 3x + 14 = 5x, el estudiante identific6 la condicién de equilibrio en la
balanza con la igualdad en el ecuacidn; esta identificacion facilité la accién
de trasponer términos en el procedimiento de resolucion de la ecuacién ya
que, debiendo conservarse el equilibrio de la balanza, era necesario retirar o
adicionar cantidades iguales siempre. Lo anterior, permitié en tdltimas la
construccién de la propiedad uniforme —badsica en el proceso de solucién
de una ecuacion; los estudiantes, por ejemplo, al resolver 3x + 14 = 5x,si
sustraian un peso de 3x del lado izquierdo, sustraian igual peso del lado de-

recho, lo que los conducia a la ecuacién 14 = 2x y asi, dado que el peso de
dos objetos era 14 unidades, el peso de uno era 7. Es importante anotar, que
las acciones que se ejecutaban en la balanza se registraban en lenguaje alge-
braico, estableciéndose una correspondencia entre ellos. Los alumnos pu-
dieron evidenciar en estos cambios de registro la potencia del lenguaje
algebraico, ya que recogia acciones que no podian evidenciarse al usar la ba-
lanza, por ejemplo, la operacién matematica de sustraer o la de dividir.

Asfi pues, parece que el modelo de la balanza es potente cuando se pre-
tende que los jévenes avancen en la construccion del concepto de igualdad
como una relacién de equivalencia, mds alld de la idea que han venido ma-
nejando de ella en el plano aritmético y que reduce su significado a “ejecutar
una operacién”. En este mismo sentido, se reconoce la homogeneizacién
como un elemento importante en el proceso de solucién de las ecuaciones
ya que los estudiantes reconocen “lo desconocido” o “los datos” del proble-
ma como cantidades diferentes, en el proceso operativo.

El modelo geométrico moviliz6 el reconocimiento de expresiones equi-
valentes, la significacion de operaciones como la factorizacion y la signifi-
cacioén de propiedades como la distributiva. Expresiones como 6 - (x + 4)
pudieron ser entendidas como el drea de un rectdngulo cuyos lados miden
respectivamente 6 y x + 4 . Al graficar este rectdngulo pudieron identificarse
en él la existencia de dos rectdngulos de lados 6 y x y 6y 4, cuyas dreas eran

respectivamente 6x y 24, con lo cual el drea del rectdngulo inicial era
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6x + 24 . Esto condujo a establecer la igualdad 6 - (x +4) = 6x + 24, ini-
cidndose de esta manera la construccién de la propiedad distributiva.

De manera similar, al considerar la expresién 6x + 24 como el drea de

un rectangulo, los estudiante pudieron asumir 6x y 24 como 4reas y el rec-
tdngulo inicial como formado por dos rectdngulos con estas dreas y cuyos
lados eran 6 y y x + 4, presentandose aqui un caso de factorizacion.

Quizas un aspecto importante del trabajo con el modelo geométrico fue
la construccidn por parte de los estudiantes, del sentido de variacion de una
magnitud; en el caso de representar el drea de un rectdngulo con la expresion

8x , por ejemplo, fue claro que x varia en un dominio restringido, entre 0 y
8, y que esto implica una variacién de su drea. Hubo por tanto una reflexién
importante sobre el campo numérico en el cual la expresién 8x asumida
como el drea de un rectdngulo tiene sentido.

De la misma manera como el uso de los modelos mencionados potenci6
en el proyecto ciertos aspectos, tal uso también conllevo dificultades que fue
necesario sortear. Una de tales dificultades es la imposibilidad de represen-
tar, en cualquiera de los dos modelos, ecuaciones cuya solucién sea un nu-
mero negativo; como ha sido sefialado por otros autores, en el proyecto
pudimos corroborar que el uso de los modelos mencionados indujo a los es-
tudiantes a pensar que las ecuaciones sélo pueden ser resueltas en el campo
de los racionales positivos y que una ecuacién como x + 8 = 5, que clara-
mente no puede representarse en el modelo de la balanza o en el geométrico,
no puede resolverse. Fue necesario entonces introducir otros modelos como
los diagramas para representar este tipo de ecuaciones, en los cuales el ni-
mero negativo adquiere significado.

Otra dificultad que encontramos en la implementacion de la secuencia
didactica, pero no la abordamos de manera especial en el proyecto, tiene que
ver con el uso restringido de la letra propiciado por las actividades propues-
tas que enfatizan el uso de la letra como incégnita pero no como variable.

El trabajo con los modelos nos permitié confirmar aspectos que son
fuente de dificultad para el aprendizaje del dlgebra y que han sido identifi-
cados en distintos trabajos a nivel internacional. La persistencia de los estu-
diantes en el uso del tanteo como forma de encontrar la solucién de una
ecuacion, la reduccion de una expresion algebraica combinando ndmeros
con expresiones simbdlicas (e.g., 70 — 2x = 68x ), el problema de la inver-
sién de las operaciones, etc., han sido ampliamente caracterizados por Filloy
(1998), Rojano y Gallardo (1984) y en el trabajo que aqui se expone también
estuvieron presentes. Estos aspectos estdn fuertemente arraigados en los jo-
venes y parece importante seguir profundizando ellos.
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Para terminar planteamos una serie de inquietudes que surgieron en el
curso del disefio y la aplicacién de la secuencia did4ctica; parece importante
hacer ptiblicos estos puntos para contribuir al debate y avanzar en la carac-
terizacion del problema del aprendizaje del dlgebra en el pais.

Durante todo el proceso de elaboracién de la propuesta y aplicacion de
la misma hubo un pregunta basica tomada por norte y fue la siguiente: ;Qué
aspecto (o aspectos) del pensamiento algebraico se potencia(n) a través del
uso de modelos en una iniciacion al dlgebra escolar?

Sin duda, el uso de modelos permiti6 a los estudiantes dotar de signifi-
cado las ecuaciones y ampliar el sentido de la igualdad como “orden” para
ejecutar una operacion hasta considerarla como una relacién de equivalen-
cia. Ademds permiti6 cierto nivel de operatividad con objetos algebraicos.
Pero realmente, ;se estaba desarrollando pensamiento algebraico en los es-
tudiantes? Si se asume que uno de los aspectos claves de dicho pensamiento
es la habilidad para extraer relaciones matemadticas a partir de situaciones
problemas y expresarlas usando simbolos algebraicos, —i.e., la capacidad
para modelar en el sentido planteado por Janvier— consideramos que el uso
de modelos se queda corto para potenciar pensamiento algebraico en los es-
tudiantes ya que tal actividad enfatiza mucho mas el conocimiento procedi-
mental que el conceptual. Como herramienta didéctica, el modelo permite
realizar traducciones entre distintos tipos de lenguajes y “volver mas con-
creto” lo abstracto; pero como lo han sefialado distintos autores, pudimos
evidenciar la tendencia de los estudiantes a permanecer en el nivel concreto
lo que dificulta la operatividad extramodelo, inclusive en situaciones apa-
rentemente muy simples en las que el uso del modelo no es pertinente; por

ejemplo, cuando se les pide resolver 3x = 27 o0 2x + 8 = 14 . Esta tenden-
cia se constituy6 en un obstaculo para la adquisicién de los elementos basi-
cos de la sintaxis algebraica.

En este punto de la reflexién consideramos importante retomar la mode-
lacién como instrumento para la iniciacién al dlgebra escolar y no sélo el uso
de modelos como herramienta aislada, ya que como hipétesis creemos que
a partir de la modelacion se pueden potenciar aspectos basicos del pensa-
miento algebraico como la resolucién de problemas y no sélo la adquisicién
de destrezas en el manejo de los simbolos y expresiones del dlgebra escolar.
La modelacién como proceso esencial de la actividad matemdtica podria ini-
cialmente movilizar la construccién del concepto de variable por parte de
los estudiantes, a partir de la elaboracién de modelos que den cuenta de si-
tuaciones problemadticas de la realidad y de las mateméticas mismas.
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