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ANALISISDIDACTICO Y DISENO CURRICULAR
EN MATEMATICAS

PEDRO GOMEZ

En este articulo describo € andlisis didactico como una conceptuali-
zacion del modo en el que el profesor deberia disefiar, llevar a la prac-
tica y evaluar actividades de ensefianza y aprendizaje de las
matemati cas escolares. Este procedimiento permite abordar la proble-
méatica de la planificacién curricular a nivel local, al identificar herra-
mientas conceptuales y metodolégicas y sugerir estrategias
sistematicas para cerrar la brecha entre la planificacion global que
surge de las directivas gubernamentales e institucionales y la actua-
cion de profesor y escolares en €l aula.

INTRODUCCION

En circunstancias de descentralizacion curricular, como las que existen en
Colombia y Espafia, los profesores de matematicas enfrentan frecuente-
mente un problema de planificacién y gestion de clase. Las directivas
gubernamentales y la planeacién estratégica de la ingtitucién educativa
determinan |os contextos social, educativo e institucional en los que se pro-
duce @ disefio curricular global de cada asignatura. Sin embargo, este
disefio curricular global no aporta pautas especificas para el diaadiadela
préctica docente de los profesores. Usualmente |os profesores planifican y
realizan sus clases con ayuda de su experiencia y de los documentos y
materiales de apoyo disponibles, y muchos de ellos se basan exclusiva
mente en las propuestas de los libros de texto. Si esperamos que los profe-
sores de mateméticas aborden su trabajo diario de manera sistematica y
reflexiva, basandose en un conocimiento profesional, entonces ellos debe-
rian conocer y utilizar principios, procedimientos y herramientas que, fun-
damentados en la didactica de la matematica, les permitan disefiar, evaluar
y comparar lastareasy actividades de ensefianzay aprendizaje que pueden
conformar su planificacién de clase.

Rico et al. (1997) y Segoviay Rico (2001) han identificado esta proble-
méticaal poner de manifiesto las dificultades delos profesores con lanocién
de curriculo en €l nivel de la planificacion global. En este nivel, €l profesor
debe identificar unos objetivos, unos contenidos, una metodologiay un es-
guemade evaluacion con el que se pretende describir el curriculo como plan
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de formacion para una asignatura o para una porcién amplia de una asigna-
tura. Y o pretendo diferenciar entrelos problemas de disefio curricular global
(paralatotalidad de una asignatura, por giemplo) y los problemas de disefio
curricular local (para una unidad didactica o una hora de clase sobre unaes-
tructura matematica especifica 0 uno o mas aspectos de €lla). Si enfocamos
Unicamente los problemas de disefio curricular global (con € esquema de
objetivos, contenidos, metodologiay evaluacion), entonces el profesor tien-
de aver laplanificacion como la secuenciacion de contenidos matematicos
y aconsiderar la ensefianza como €l “cubrimiento” de estos contenidos. Al
no tener en cuenta las probleméticas conceptuales, cognitivas y de instruc-
cion de las estructuras mateméti cas especificas, el profesor tiene que descri-
bir los objetivos, la metodologiay la evaluacion en términos generales. Por
lotanto, lo que diferenciaalasdistintas parcelas del disefio curricular global
son los contenidos. Cuando tratamos a nivel local los problemas de disefio
curricular y nos concentramos en una estructura matemaética especifica, es
posible ampliar esta vision de la planificacion y de la ensefianza. Para ello,
propongo una conceptualizacion de ese nivel delaplanificaciény lagestion
declase, el andlisis didactico, como un procedimiento con el que es posible
explorar, profundizar y trabajar con los diferentes y mdltiples significados
del conocimiento matemético escolar, para efectos de disefiar, llevar ala
précticay evaluar actividades de ensefianza y aprendizaje.

En este articulo considero algunas de las cuestiones que mencioné en
Gdmez (2000) con relacion a “modelo de los organizadores del curricul 0
propuesto por Rico et a. (1997). En particular, presento una estructura con-
ceptual que organizay relaciona las nociones de la educacién matemética
gue estos autores proponen. En este sentido, la mayor parte del articulo se
basa en lostrabajos que Rico hadesarrollado en este tema (ver, por gemplo,
Rico et al., 1997; Rico, 1995a, 19973, 1998a, 1998b). Este esfuerzo de sis-
tematizaci 6n también surge de la experiencia que he vivido al tener la opor-
tunidad de compartir con Rico la responsabilidad docente en la asignatura
“Didéctica de la Matemética en el Bachillerato” en la Universidad de Gra-
nada (Espafia) durante los Ultimos dos afios y de discutir con él y otros co-
legas sobre la problemética de la formacion inicial de profesores de
mateméticas de secundarial.

El articulo comienza describiendo brevemente el “ciclo de ensefianza de
las matematicas’ propuesto por Simon (1995), con el que este autor aborda
explicitamente el problema del disefio curricular anivel local en matemati-
cas. En seguida, se introducen las ideas centrales que componen la nocién

1. Habiendo aclarado que lamayor parte de las ideas contenidas en este articulo han sido pro-
puestas por Rico y otros autores en diversas publicaciones, asumo la responsabilidad de la
manera como las he interpretado y organizado aqui.
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de curriculo. El andlisis didéctico se describe a continuacidn, comenzando
por una reflexion sobre las creencias y las metas del profesor y sobre los
contextos que condicionan su préctica docente, para después presentar 10s
diferentes andlisis que lo componen: andlisis de contenido, andlisis cogniti-
vo, andlisis de instruccion y andlisis de actuacion. El articulo termina con
una reflexion sobre el conocimiento didéctico que €l profesor pone en juego
cuando realiza el andlisis didactico.

CICLO DE ENSENANZA DE LASMATEMATICAS

Simon (1995) centra su atencion en la problemética de la planificacion
local y reflexiona sobre como deberia ser la ensefianza, S se asume una
posicion constructivista social del aprendizaje de los escolares. El resume
su trabajo de la siguiente manera:

[...] partiendo de una perspectiva de constructivismo social sobre el
desarrollo del conocimiento, €l articulo contintia la discusion sobre
las deliberaciones pedagdgicas que llevan ala determinacion de los
contextos de problemas que promueven la participacion de los estu-
diantes. En particular, €l articulo extiende la nocion de ensefianza
como indagacion, examina el papel de diferentes aspectos del cono-
cimiento del profesor, y explorael reto intrinseco y actual parainte-
grar los objetivosy ladireccion del profesor parael aprendizaje con
latrayectoriadel pensamientoy el aprendizaje matemético delos es-
tudiantes. (p. 121)

Simon propone, en términos de Steffe y D’ Ambrosio (1995), un modelo de
ensefianza coherente con |os principios constructivistas del aprendizaje de
las matematicas. Este model o reconoce al profesor como agente reflexivo y
cognitivo. Esto es, como alguien que construye su conocimiento al adaptar-
se alas experiencias que vive dentro de su contexto.

Este modelo, llamado por Simon € ciclo de ensefianza de |as matemati-
cas, es un “modelo esgquemdtico de lainterrelacién de aspectos del conaci-
miento, pensamiento, toma de decisiones y actuaciones del profesor” (p.
135). Segun este modelo (ver Figura N° 1), la ensefianza, desde la perspec-
tiva del profesor, esta guiada por la trayectoria hipotética de aprendizaje.
Estatrayectoriaconsiste en laprediccion que el profesor hace acercadel ca-
mino por € cual puede proceder € aprendizaje. “ Una trayectoria hipotética
de aprendizaje le daal profesor criterios para seleccionar un disefio instruc-
cional particular; por lo tanto, yo tomo mis decisiones de ensefianza basado
enmi mejor conjeturaacercade como vaaproceder €l aprendizaje” (p. 135).
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Figura N° 1. Ciclo de ensefianza de las matematicas

La trayectoria hipotética de aprendizaje tiene tres componentes, relaciona-
das entre si: lavision que el profesor tiene del objetivo de aprendizaje, la
planificacion del profesor paralas actividades de aprendizaje y las hipétesis
del profesor acercadel proceso de aprendizaje. El objetivo de aprendizaje es
laguiaque le permite a profesor decidirse por unas actividades de aprendi-
zaje. Esa decision latoma teniendo en cuenta también sus hipétesis acerca
del proceso de aprendizaje. Y estas actividades afectan, a su vez, dichas hi-
potesis.

El centro de la propuesta consiste en sugerir que se trata de un proceso
dindmicoy ciclico. Latrayectoria hipotética de aprendizaje no se determina
con anterioridad alarealizacién dela clase y no permanece estética durante
ella. Por €l contrario, la trayectoria hipotética de aprendizaje estara en per-
manente evolucién alo largo de la clase porque la puesta en préctica de las
actividades y la permanente evaluacion del conocimiento de los alumnos
llevard a profesor a revisar dindmicamente la trayectoria hipotética de
aprendizaje. El profesor disefiay revisalatrayectoria hipotética de aprendi-
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zaje con base en laeval uacién de l os conocimientos de los alumnosy su pro-
pio conocimiento.
En resumen, las principal es caracteristicas del modelo son lassiguientes:

« el pensamiento de los estudiantes juega un papel central;
« el conocimiento del profesor evoluciona permanentemente;

* la planificacion para la ensefianza incluye la generacion de una
trayectoria hipotética de aprendizaje;

« el cambio continuo en el conocimiento del profesor produce un
cambio continuo en la trayectoria hipotética de aprendizaje;

el modelo eslocal en el sentido de que se centra en la ensefianza
de un tépico especifico para una sesion de clase.

NOCION DE CURRICULO

Como nocion que permite organizar y describir un plan de formacion, el
concepto de curriculo pretende responder a una serie de cuestiones con res-
pecto alanaturaleza del conocimiento que se va a ensefiar, del aprendizaje,
de laensefianza y de la utilidad de ese conocimiento. Estas cuestiones dan
lugar a cuatro dimensiones que permiten estructurar €l andlisisy € disefio
del curriculo:

* dimensién cultural/conceptual,

« dimensién cognitiva,

* dimension éticalformativa,

* dimension social.
Como veremos en seguida, la nocién de curriculo, como herramienta anali-
ticadel proceso educativo, se puede utilizar en mltiplesniveles. Por esara-
zon, resultailustrativo utilizar unarepresentacion geomeétrica, como ladela

FiguraN° 2, en la que cada dimension se representa en un gje (Rico, 1997b,
pp. 387-388).
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Figura N° 2. Dimensiones del curriculo
En Rico (1997b) se estudian cuatro niveles de reflexion sobre d curriculo. Para

cada uno de estos niveles, es posible determinar unas componentes que corres-
ponden acada unade las dimensiones, como se muestraen la TablaN° 1.

Dimensiones del curriculo
12dimension | 22dimension | 32 dimension | 42 dimension
Cultural/ Cognitivao Eticao Social
conceptual dedesarrollo | formativa
Planificacion
paralos Contenidos Objetivos Metodologia| Evaluacion
profesores
" S'Ste”f‘a Conocimiento Alumno Profesor Aula
,E educativo
i s Epistemologia .
& | Disciplinas o Teorias del . N
émicas | € HIStOI’I{:I_de aprendizaje Pedagogia | Sociologia
laMatemética
Teleoldgico Fines Fines Fines Fines
odefines culturales formativos politicos sociales

Tabla N° 1. Componentes del curriculo segiin los nivelesy dimensiones
(tomada de Rico (1997b, p. 409))

El nivel de planificacién paralos profesores representalaversion mas cono-
cida del curriculo. Es el esquema con el que tradicionalmente se describen
los planes de formacion a cargo de un profesor en el espacio de un aula. El
segundo nivel representa lareflexion curricular cuando €l dmbito de actua-
cion eslainstitucion educativay el encargado eslaadministracion. Los dos
ultimos niveles tienen un carécter més tedrico. El tercer nivel consideralas



ANALISIS DIDACTICO Y DISENO CURRICULAR EN MATEMATICAS 257

disciplinas que fundamentan la nocién de curriculo y que aportan lainfor-
macion necesariapara el estudio del curriculo de mateméticas. El dltimo ni-
vel considera las finalidades para la educacion matemética. El andlisis
didéctico, que describiré a continuacién, se constituye en otro nivel del
curriculo, como procedimiento de planificacion local de los profesores.

ANALISISDIDACTICO: UN PROCEDIMIENTO PARA
ORGANIZAR LA ENSENANZA DE LASMATEMATICAS

En lo que sigue, describo un procedimiento, que denomino andlisis didac-
tico?, y que representa mi vision ideal de cémo el profesor deberia disefiar,
llevar a la préactica y evaluar actividades de ensefianza y aprendizaje. El
andlisis didactico se ubica en un nivel local del curriculo. Mi preocupacion
se centraen el procedimiento en virtud del cual el profesor planifica, llevaa
la précticay evalGa una unidad didactica, una hora de clase o una porcion
de unaclase. Entiendo por unidad didactica“ unaunidad de programaciony
actuacion docente constituida por un conjunto de actividades que se desa-
rrollan en un tiempo determinado para la consecucién de unos objetivos
especificos’ (Segoviay Rico, 2001, p. 87). Por lo tanto, € contenido mate-
matico que es objeto de lainstruccion es una estructura mateméti ca especi-
fica 0 uno 0 més aspectos de una estructura matematica. El periodo de
tiempo en e que tiene lugar lainstruccion eslimitado y la especificidad del
contenido permite profundizar en sus multiples significados. Esta vision
local delaensefianza es similar alaadoptada por Simon (1995), quien tam-
bién se centra en las actividades que conciernen un periodo limitado de
tiempo y un contenido matematico especifico, y constituye una reflexion
curricular diferente de aquella que corresponde a la planificacién global
paralos profesores.

La descripcion de un ciclo del andlisis didactico seguird la secuencia

propuestaen laFiguraN° 3, alaque haré referencia permanentemente en lo
gue sigue. Describiré las herramientas conceptuales y metodol 6gicas que el

2. Una basqueda en Internet con e término “andlisis didactico” produce, a comienzos de
2002, mas de quinientos resultados. Este término se ha convertido en una expresion gené-
rica utilizada en muchos campos con diferentes significados. Por gemplo, Freud (1981) lo
utilizé cuando se refirié alaformacion de psicoanalistas. En la didéctica de la matemética
varios autores utilizan €l término (e.g., Puig, 1997 y Gonzdlez, 1998). Puig (1997) lo
define de la siguiente manera: “ el andlisis didéactico de las mateméticas, esto es, el andlisis
de los contenidos de las mateméticas que se realiza a servicio de la organizacién de su
ensefianza en |os sistemas educativos’ (p. 61). Yo utilizaré el término para designar un pro-
cedimiento que se encuentra en el centro del modelo de ensefianza que quiero describir en
este articulo.
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Figura N° 3. Ciclo de andlisis didactico
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profesor debe poner en juego pararealizar €l andlisis didactico, y haré énfa-
sis en las multiples relaciones entre los analisis que lo componen y las he-
rramientas que se ponen en juego. El andlisis didéactico se inicia con la
determinacién del contenido que sevaatratar y delos objetivos que se quie-
ren lograr, a partir de la percepcion que el profesor tiene de la comprensién
de los escolares con motivo de los resultados del andlisis de actuacion del
ciclo anterior y teniendo en cuenta los contextos social, educativo e institu-
cional en los que se enmarca lainstruccion (cuadro 1 de laFigura N° 3). A
partir de estainformacién, el profesor iniciala planificacion con €l andlisis
de contenido. Lainformacion que surge del andlisis de contenido sustentael
andlisis cognitivo. A su vez, larealizacion del andlisis cognitivo puede dar
lugar alarevision del andlisis de contenido. Esta relacién simbiética entre
los andlisis también se establece con el andlisis de instruccion. Su formula-
cion depende de y debe ser compatible con los resultados de los andlisis de
contenido y cognitivo, pero, asu vez, su realizacion puede generar la nece-
sidad de corregir las versiones previas de estos andlisis (cuadro 2). La selec-
cion de tareas que componen las actividades debe ser coherente con los
resultados de los tres andlisis y la evaluacién de esas tareas ala luz de los
andlisis puede llevar a profesor arealizar un nuevo ciclo de andlisis, antes
de seleccionar definitivamente las tareas que componen las actividades de
ensefianzay aprendizaje (relacién entre cuadros 2 y 3). El profesor pone en
préctica estas actividades (cuadro 4) y, al hacerlo, analizalas actuaciones de
|os escolares para obtener informacion que sirve como punto deinicio de un
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nuevo ciclo (cuadro 5). El conocimiento didactico (cuadro 6) es el conoci-
miento que el profesor pone en juego durante este proceso.

Larealizacion de un ciclo del andlisis didéctico se encuentra condicio-
nada por las creencias y las metas del profesor y por los contextos social,
educativo e ingtitucional (relaciones a, b, cy d de laFigura N° 3). Inicio la
descripcion del ciclo con unareflexidn sobre estas condi ciones para después
describir las diferentes fases y andlisis que se proponen en la Figura N° 3.

CREENCIAS, METASY CONTEXTOS

Las metasy las creencias del profesor, por un lado, y los contextos institu-
cional, educativo y social, por €l otro, condicionan la préactica docente. En
este apartado hago algunas consideraciones sobre el papel del contextoy de
las metasy las creencias del profesor en sus decisionesy actuaciones, como
factores que influyen en y condicionan lamaneracomo é aborda el andlisis
didactico de una estructura matemética

Schoenfeld (2000), en su propuesta para construir un modelo del profe-
sor de mateméticas, describe de la siguiente manera la relacion entre las
creencias, las metas, el conocimiento del profesor y su préctica docente:
“Postulamos que, sea €l profesor consciente 0 no de sus creencias, metas y
conocimiento, éstos son factores claves en el proceso de toma de decisiones
y tal proceso toma en cuenta esos factores [...] El modelo de un profesor
particular contendra representaciones de metas, creencias'y conocimiento
atribuidos a ese profesor y un mecanismo de toma de decisiones que sugiere
comMo, en unas circunstancias dadas, esas metas, creencias y conocimiento
configuran ladecision del profesor con respecto a qué hacer ‘ después’™ (pp.
248-249). Las metas son lo que uno quierelograr. Las metas pueden ser glo-
bales con respecto alos estudiantes en periodos largos de tiempo, en laslec-
ciones, en partes particulares de la leccion y locales a una interaccion
particular. Pueden estar orientadas epistemol 6gicamente (con respecto a
contenido) o socialmente. Pueden estar predeterminadas o pueden ser emer-
gentes. Usuamente hay varias metas operativas en un momento dado (p.
250). “Lascreenciasdel profesor [...] configuran lo que el profesor ve como
creible, posible o deseable. Por lo tanto, las creencias configuran la selec-
cion de metas y planes de accion” (p. 253).

Se han realizado una gran variedad de estudios sobre el papel de las
creencias en la actuacion del profesor (Thompson, 1992). No obstante, no
se puede afirmar que esta relacion sea evidente (Lerman, 2001). En todo ca-
S0, “como sucede en las demés areas, | as creencias configuran la percepcion
gue e individuo tiene de su experiencia. Ellas configuran las metas que €l
profesor seimpone paralainteraccion en el aula, las opciones que el profe-
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sor cree que estan disponibles paralograr esas metas, y lamaneraen que es-
tos recursos (en este caso, diferentes tipos de ensefianza y de contenido
matemaético, rutinas de clase, etc.) se pueden emplear” (Schoenfeld, 2000, p.
248). Lalinea divisoria entre creencias 'y conocimiento no es evidente. En
este articulo considero como creencias las visiones que €l profesor tiene de
las mateméticas como disciplina, de las mateméticas escolares, de su ense-
flanzay de su aprendizaje. El profesor puede y debe tener un conocimiento
sobre las diferentes posturas que es posible asumir en estos temas'y asume
consciente o inconscientemente una de €ellas. Su posicién sobre estas cues-
tiones afectay condicionala maneracomo é aborda las diferentes fases del
ciclo del andlisis didactico.

El contexto social, educativo e institucional condiciona la instruccion.
Este contexto determina las normas y valores que rigen socia e ingtitucio-
nalmente y determina agquello que se valora como deseable en el proceso
educativo. De estamanera, €l contexto restringe las opciones que el profesor
tiene disponibles pararealizar su practica docente. Por g emplo, las normas
legal es pueden determinar unas finalidades de la ensefianzay el aprendizaje
de las mateméticas, mientras que el proyecto educativo del centro puede
promover modelos de evaluacién particulares. Adicionalmente, € profesor
debe tener en cuentalosintereses, conocimientosy capacidades de sus estu-
diantes y reconocer las diferencias entre ellos. Estosy otros factores hacen
parte del contexto social, educativo e institucional que conforman el marco
en el que el profesor realiza su trabajo. Por otro lado, €l contexto del aulaes
el entorno estructurado dentro del cual tiene lugar la construccion del cono-
cimiento matematico por parte de los escolares. Este contexto es el espacio
en el que se constituye y se desarrolla una comunidad de précticade las ma-
teméticas escolares. Este contexto se negociay se conforma conjuntamente
entre profesor y estudiantesy, por consiguiente, no restringe lainstruccion.

En la Figura N° 3, larelacion (a) expresa relacion entre |os diferentes
contextosy lainstruccion. Larelacion (b) muestraque laplanificacion loca
tiene lugar dentro del entorno de una planificacion global . Estaplanificacion
global debe tener en cuenta las condiciones impuestas por 10s contextos so-
cial, educativo e institucional. Las relaciones (c) y (d) muestran (en uno de
los sentidos) como las metasyy las creencias del profesor influyen en susde-
cisiones en € proceso de planificacién. Incluyo también aqui la influencia
que €l proceso de planificacion, puesta en précticay evaluacion de las acti-
vidades de ensefianzay aprendizaje puede tener en las metasy creencias del
profesor (el otro sentido delasflechas). Estas rel aciones representan las con-
diciones que las creencias, las metasy el contexto imponen en la actividad
del profesor. Estas condiciones se expresan, entre otros, en el disefio curri-
cular global delaasignatura. El disefio curricular global y lo que haya suce-
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dido en las sesiones anteriores, determinan unos objetivos que se deben
lograr, un contenido que se debe tratar y unos esguemas generales parala
gestion de la clase y la evaluacidn de los estudiantes. En la mayoria de las
ocasiones, las indicaciones que provienen del disefio curricular global son
de caracter genera y no tienen en cuenta la especificidad de la estructura
matematica que se deseatratar, ni las condiciones cognitivas einstrucciona-
les delahorade clase que se quiere planificar. El profesor tiene que realizar
un proceso de planificacion local (el andlisis didactico) que tenga en cuenta
estas especificidades conceptuales, cognitivas e instruccionaes. Inicio a
continuacién la descripcion de este procedimiento.

INICIO DEL CICLO

En este apartado describo e comienzo de un ciclo a partir de las condicio-
nesiniciales que acabo de formular. Merefiero a cuadro identificado con el
nimero 1 en la Figura N° 3. En los apartados siguientes examinaré secuen-
cialmente cada uno de los cuadros en el orden en & que aparecen en el
esquema. El ciclo seinicia con la determinacion, por parte del profesor, de
la comprensién que los estudiantes tienen en ese momento, de |os conteni-
dos que se pretenden tratar y de los objetivos que se quieren lograr. El
disefio curricular global delimita inicialmente esos objetivos y contenidos.
Pero la determinacion de | os objetivos especificos que se deben buscar y de
los contenidos matematicos particulares que se deben tratar también
depende del resultado del ciclo anterior del andlisis didactico. El andlisis de
actuacion (cuadro 5 del esquema) proporciona a profesor informacion
sobre las actuaciones y producciones de los escolares al final del ciclo ante-
rior. Con esta informacién, el profesor debe hacer una descripcion de la
comprensién de sus estudiantes sobre la estructura matematica en cuestion.
Esta descripcion deberaidentificar:

* lastareas que sus estudiantes pueden resolver,
* lastareas que no pueden resolver,

* loserrores en los que los estudiantes han incurrido al abordar las
tareas,

» las dificultades que subyacen a esos errores,

* los obstéaculos que es necesario superar para resolver esas difi-
cultades.

Describiré con mayor detalle este procedimiento cuando considere, mas
adelante, el andlisis cognitivo. Estainformacion sobre asuntos cognitivos es
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central para determinar con suficiente especificidad los objetivos y los con-
tenidos de la unidad didéctica o la hora de clase que se pretende planificar.
Lamaneracomo el profesor recoja, analice e interprete estainformacion de-
pendera de sus conocimientosy sus creencias. El resultado de esta etapaini-
cia del andlisis didéctico debe ser la identificacion de una estructura
matemética especifica y la delimitacién de los objetivos que se quieren lo-
grar con respecto aesa estructuramatemética. Lasiguiente etapadel analisis
didactico es el andlisis de contenido que describo a continuacién (cuadro 2
del esquema).

ANALISIS DE CONTENIDO

El contenido matematico es el gje central del andlisis didactico. El proceso
de planificacion, puesta en préacticay evaluacion de las actividades de ense-
flanza y aprendizaje se refiere a una estructura matematica especifica. Las
herramientas conceptuales y metodoldgicas en las que se basa el andlisis
didéctico, y que describiré a continuacion, adquieren sentido cuando se uti-
lizan para analizar |os diferentes significados de esa estructura matematica.
Por lo tanto, €l andlisis de contenido, siendo el andlisis matemético de esa
estructura matematica, debe ser €l punto deinicioy de referenciaen € pro-
ceso ciclico del andlisis didéctico. El andlisis de contenido es un andlisis de
las mateméticas escolares. Su propésito es la descripcidn de la estructura
matematica desde la perspectiva de su ensefianzay aprendizaje en el aula.
Rico (1997c, p. 31) describe el conocimiento conceptual asi:

L os conceptos son aquello con lo que pensamos y, segin su mayor
0 menor concrecion, podemos distinguir tres nivel es de conocimien-
tos en el campo conceptual :

i) los hechos, que son unidades de informacion y sirven como regis-
tros de aconteci mientos;

ii) los conceptos propiamente tales, que describen unaregularidad o
relacion de un grupo de hechos, suelen admitir un modelo o repre-
sentacion y se designan con signos o simbolos;

iii) las estructuras conceptuales, que sirven para unir conceptos o
parasugerir formas de relacién entre conceptos constituyendo, ave-
ces, conceptos de orden superior, ya que pueden establecer algin or-
den o relacion entre conceptos no inclusivos.

Laanterior esunadescripcion, desde una perspectivacognitiva, delanocion
de concepto en sus distintos niveles de concrecion. Su interpretacion desde
la perspectiva de las matematicas escolares, en la dimension conceptual,
permite organizar el conocimiento matematico en hechos, conceptosy es-
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tructuras conceptuales. Restrinjo € andlisis de contenido alos conceptos y
alasestructuras conceptual es. L os hechos pueden ser utilizados como ejem-
plos o casos particulares de |os conceptos, pero no losincluiré formamente
en e andlisis.

En el andlisis de contenido se buscaidentificar y describir estructurada-
mente los diversos significados mateméticos de la estructura matemética.
Este andlisis se hace desde |a perspectiva de |las matematicas escolares y tie-
ne en cuentatrestipos de significados: la estructura conceptual, los sistemas
de representacion y los modelos (andlisis fenomenol dgico). A continuacion
considero cada uno de estos significados.

Estructura conceptual

Laestructura conceptual, como herramienta para el andlisis de las matemé-
ticas escolares, es la descripcion, a nivel de conceptos y relaciones entre
ellos, de la estructura matemética en cuestion. Por lo tanto, la estructura
conceptual no es solamente la enumeracién de los conceptos que se
encuentran involucrados en la estructura matemética. La construccion de la
estructura conceptual es un proceso que se inicia con la identificacién de
los conceptos y algunas de sus relaciones pero que se desarrolla en la
medida en que se tienen en cuenta los sistemas de representacion, los
modelos y los fendmenos asociados. La Figura N° 4 muestra una version
inicial de la estructura conceptual para la funcién de segundo grado
(GOémez y Carulla, 2001).

[
| Diversas representacionesl
]
| | ]
—{Gréfical [Numérical [ Geométrical
[ —L—
—] Elementos| [Valoresdela [En ¢ plano| | En el espacio|
funcién
_| Forma multiplicatival _ml

L Formadel focoyy directriz |

Figura N° 4. Estructura conceptual de la funcién de segundo grado
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El nivel de detalle con en el que se presenta la estructura matemética en la
estructura conceptual de laFigura N° 4 no es posible identificar los concep-
tosinvolucrados. Para ello, tenemos que entrar en mayor detalle. LaFigura
N° 5 muestra algunos aspectos de la representacién simbélica de lafuncion
cuadrética. En este caso, aparecen los parametros de las diversas formas
simbdlicas. Cuando podemos identificar conceptos dentro de la estructura
conceptual, vemos la necesidad de establecer relaciones. En lafigurasein-
sinlian relaciones entre los pardmetros de las formas simbélicas. Por otro la-
do, cuando representamos | os conceptos en laestructura conceptual, aparece
la necesidad de establecer las relaciones entre estos conceptos 'y sus repre-
sentaciones. La Figura N° 6 muestra un gjemplo de diferentes relaciones o

| Representacion ssimboli ca|
|

Forma esténdar Forma multiplicativa || Forma candnica Formadel focoy directriz
f(x) =ax+bx +c ||[f(x) =ax - r)(x-ry) ||f(x) =a(x - h)2+k [[f(x) = 1/(4p) (x - h)? +k
ato ato ato pto
|
| |
submapa 1 submapa 2
] ]
Diversascaracteristicasdelafuncion Transformacion deuna
cuadraticaque se pueden expresar en representacién a otra

funcién de los parémetros de cadare-
presentacién simbdlica

Figura N° 5. Representacion simbdlica de la funcién cuadratica

conexiones que es posi bl e establecer en unaparte delaestructura conceptual
de lafuncién cuadrética. Se pueden identificar diferentes tipos de conexio-
nes.

* conexiones que establecen relaciones entre diferentes elementos
de la estructura matemética (por gjemplo, entre las diferentes
formas smbdlicas y sus parametros),

* conexiones que asocian las diferentes representaciones de un
mismo elemento (por ejemplo, los pardmetros de laformamulti-
plicativay las raices de la parabola),

* conexiones que muestran transformaciones de un elemento en
otro dentro de un sistema de representacion (por gjemplo, €l pro-



ANALISIS DIDACTICO Y DISENO CURRICULAR EN MATEMATICAS 265

cedimiento de factorizacion para pasar de la forma simbdlica
esténdar alaforma simbdlica multiplicativa),

* conexiones que muestran larelacion entre categorias de fendme-
nosy las subestructuras que los modelizan (por gemplo, larela-
cion entre las propiedades del foco de la parabola y los
fendmenos de dptica que utilizan estas propiedades —que no se
muestraen lafigura).

Sisterna de representacion Sistemna de representacion
simbdlico gréfico
fx)=ax2+bx +c | [fx)=alx-ry) (x-r fX) =alx-h)2 + K Interceptos con X Vértice
[0 | [ =atx- 0 x-raf Jfo =atx- ek [REERES ] ko
|_ Factorizacion I I

Completacion de
—cuadrados

Figura N° 6. Conexiones en una estructura conceptual

Laconstruccion de laestructura conceptual se basaen los sistemas de repre-
sentacion. A continuacion describo algunas de las caracteristicas de los sis-
temas de representacion y estudio su papel en €l andlisis de contenido.

Sistemas de representacion

El andlisis de contenido se centra en la nocién de sistema de representa-
cion. La estructura conceptual debera representar la estructura matemética
en todos sus posibles sistemas de representacién. Cada uno de estos siste-
mas de representacion aporta un significado de la estructura matemética
desde la perspectiva de las mateméticas escolares. El término “sistema de
representacion” tiene diferentes significados en la didactica de la matemé-
tica(Goldin y Janvier, 1998, pp. 1-2) y he hecho una seleccién de ellos que
describo a continuacion.
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Utilizamos | os sistemas de representaci 6n pararepresentar diferentesfa-
cetas de un concepto o estructura mateméticay trabajamos con |os sistemas
de representacion bajo e supuesto de que se cifien a un conjunto de reglas
gue se encuentran condicionadas por las matematicas, en general, y por €l
concepto matematico especifico, en particular. Por estas razones, considero
que ladefinicion de Kaput (1992) sobre sistema de notacion se adaptaamis
necesidades. De acuerdo con esta definicion, un sistema de representacion
es“un sistemade reglas para (i) identificar o crear caracteres, (ii) operar so-
brey con dlosy (iii) determinar relaciones entre ellos (especialmente rela
ciones de equivalencia)” (p. 523). Complemento esta definicién de Kaput
con la primera de las definiciones de Goldin y Janvier (1998), en laque un
sistema de representacion puede ser también “una situacion fisica externa
estructurada, o un conjunto de situaciones estructuradas en un ambiente fi-
sico que pueden ser descritas mateméticamente o pueden interpretarse en el
sentido deinvolucrar ideas mateméticas’ (p. 1). Estadefinicion complemen-
taria permite considerar, como parte de las caracteristicas de un concepto o
estructuramatemdtica, al conjunto de fenémenos sociales, naturalesy mate-
maticos que pueden ser organizados por subestructuras de dicha estructura.

Lanocién de sistema de representacion permite describir | as actividades
mateméticas que tienen lugar en el discurso matematico del aula. Esta des-
cripcién se basa en cuatro operaciones que se pueden realizar con respecto
alos sistemas de representacion y que es posible representar en laestructura
conceptual (ver FiguraN° 4, FiguraN° 5y FiguraN° 6).

La primera operacion es la creacion de signos o expresiones. Esta ope-
racion estaregidapor las normas que regulan €l sistema de representaciony
esimportante en las matematicas escolares porque es la que produce expre-
siones vélidas e invdlidas ( (x) f = 2x2+1 es un gemplo de una expre-
siéninvalida).

Las operaciones segunda y tercera son las transformaciones sintacticas
variantes einvariantes. Estas son transformaciones de una expresion en otra
dentro de un mismo sistema de representacion. Por egemplo, en
f(x) = (x=1) (x=3) = x2-4x+3 = (x—2)2—1tienen lugar dos
transformaciones sintacticas invariantes (el objeto matematico no cambia),
mientras que latraslacion vertical de la parabola A alapardbolaB enlaFi-
gura N° 7 es una transformacién sintéctica variante (el objeto matematico
cambia).



ANALISIS DIDACTICO Y DISENO CURRICULAR EN MATEMATICAS 267

L

A

Figura N° 7. Transformacién sintactica variante

Lacuartaoperacion eslatraduccion entre sistemas derepresentacion. Sere-
fiere al paso de un sistema de representacidn a otro. Es el caso, por gjemplo,
de asociar la pardbola A de laFiguraN° 7 con su representacion simbdlica
f(x) = (x=2)2-1.

Es posible imaginar |os sistemas de representacion como planos parale-
los conectados. En un plano dado, uno puede crear signos 0 expresiones
(primera operacion) o transformar sintacticamente expresiones (segunda y
terceraoperaciones). Y uno puede pasar de un plano aotro por medio detra-
ducciones entre sistemas de representacion (cuarta operacion). Detras de es-
tas operaciones hay dos elementos que las regulan: los conceptos
mateméti cos representados y las normas de | os sistemas de representaci on.

Para construir la estructura conceptual de un topico, €l profesor debe
atender a tres dimensiones que se complementan y se desarrollan paralela-
mente: |os conceptos, |os sistemas de representacion y las conexiones. Enla
medida en que el profesor identifica conceptos que conforman la estructura
matematica, é debe determinar las diversas representaciones de esos con-
ceptos. Y, al distinguir estas representaciones, €l tendraque establecer lasre-
laciones entre ellas. Algunas de estas relaciones seran de pertenencia. Por
giemplo, a afirmar que el foco es un elemento de la representacion gréfica
delafuncién cuadrética o que la dilatacién (parametro a) es un elemento de
todas sus representaciones simbolicas. El profesor tendra que identificar y
explicitar en la estructura conceptual las diversas representaciones de un
mismo concepto y las relaciones entre ellas. Estas relaciones determinan las
traducciones entre sistemas de representaci on. También tendra que exponer
las relaciones entre 10s conceptos dentro de un mismo sistema de represen-
tacion. Estas relaciones describen |as transformaciones sintécticas. Lacons-
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truccion de la estructura conceptual con base en los sistemas de
representacion es un proceso ciclico en el que, en la medida en la que se
avanza, se descubren nuevos aspectos que se deben considerar. Al realizar
este proceso, €l profesor debe poner en juego su conocimiento matemdtico.
Sin embargo, no bastara con movilizar € conocimiento simbdlico formal
preponderante en las mateméticas disciplinares. El profesor tiene que abor-
dar e andlisis de la estructura matematica desde la perspectiva de los
significados estructurales y representaci onales expuestos hasta ahoray pro-
fundizar en ladescripcién de esos significados parala estructura matematica
en la que trabaja. La descripciodn detallada de la estructura conceptual con
base en los sistemas de representacion permite identificar y delimitar las
subestructuras mateméticas que conforman la estructura matemética repre-
sentada. Algunas de esas subestructuras pueden modelizar fenémenos socia-
les, naturales y matematicos. Considero a continuaci én esa posibilidad.

Analisis fenomenologico y modelos
La mayoria de las directivas gubernamentales e institucionales resaltan la
relacion entre las mateméticas y la experiencia. El profesor debe analizar
estarelacion paraidentificar, describir, caracterizar y clasificar los fendme-
nos naturales, socialesy matemdéticos que pueden ser organi zados (modeli-
zados) por subestructuras contenidas en la estructura en cuestion. El
profesor debe incluir este andlisis dentro de la estructura conceptua que
resulta del andlisis de contenido. Este procedimiento se denomina analisis
fenomenol 6gico. Para describirlo, comienzo con algunos g emplos.

Lafuncién cuadratica permite modelizar multitud de fenémenos natura-
les, socialesy matemaéticos. Con base en ese proceso de modelizacion es po-
sible resolver problemas relacionados con esos fendmenos. El problemade
prever y describir latrayectoriade unapelotade golf o del obisde un cafion,
€l problema de optimizar el &rea de un terreno que debe tener un perimetro
fijo, el disefio de antenas de satélite o de lentes, y €l problemade hallar dos
ndmeros que cumplen ciertas condiciones con respecto a su sumay produc-
to son gjemplos de este tipo de problemas. En general, laresolucion de estos
problemas utiliza sélo algunos de los elementos y propiedades de la estruc-
turamatematica. Por giemplo, €l disefio de antenas de satélite o de lentes uti-
liza propiedades del foco de la parabola o el problema de optimizar el &rea
de un terreno con un perimetro dado utilizael hecho de que el vértice de una
parabola con dilatacion negativa es su punto maximo. En otras palabras, la
resolucion de estos problemas pone en juego una subestructura de la estruc-
tura matemética en cuestion.

L os gjemplos que he presentado muestran que una misma subestructura
se puede relacionar con diversos fendmenos. Por ejemplo, la subestructura
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gue permite abordar el problemade latrayectoria de una pelota de golf, mo-
deliza todos aguellos fendmenos que se refieren al movimiento de cuerpos
en un campo de fuerza uniforme. Podemos por |o tanto establecer unarela-
cién entre subestructuras y fendmenos en la que a cada fendmeno le asigna
mos la subestructura que lo modeliza. Se pueden establecer pargjas
(Subestructurg;, Fenomeno;), en las que €l Fenomeno; es modelizado por la
Subestructurg;. La Figura N° 8 muestra un esquema de estas rel aciones.

Subestructuras en la Fenémenos
estructura matematica
Naturales
F
Sel ® w e

\ | |- eF

>< Sociales
See :/ 4 oF:
\ | 1~ eF:
>< M ateméticos
/ [~~~ ®F
e < oF

Figura N° 8. Andlisis fenomenol dgico y model os

El andlisis fenomenoldgico de una estructura matematica consiste en la
identificacion de las subestructuras correspondientes a esa estructura, de los
fendémenos organizados por €ellasy de larelacion entre subestructuras y fe-
nomenos. De esta manera se puede establecer una relacion de equivalencia
en la que cada clase de equivalencia, representada por una subestructura da-
da, organizatodos aquell os fendmenos que pueden ser modelizados por ella.
“El analisis fenomenol 6gico de un concepto o de una estructura matemética
consiste entonces en describir cudles son los fendmenos para los que es €l
medio de organizacion y qué relacion tiene €l concepto y la estructura con
esos fendmenos” (Puig, 1997, p. 63). Denominamos modelo alatripla (sub-
estructura, fenémeno, relacion) en laque la subestructura modeliza el fené-
meno de acuerdo con una relacion. Esta relacion identifica aquellas
caracteristicas estructurales del fendbmeno que se pueden representar con
elementosy propiedades de la subestructura en cuestion. Por lo tanto, €l tér-
mino modelo se puede referir aunatripla en la que se identifica un fenéme-
no especifico (por gjemplo, la caida libre de una pelota de una masa
especifica desde una aturadada), o al conjunto de triplas que reline atodos
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los fenémenos de caida libre de objetos, o, inclusive, atodos los fenémenos
gue se refieren al movimiento de cuerpos no relativistas en un campo de
fuerzas. Dado que la subestructura matematica organizay caracterizalosfe-
némenos, en algunas ocasiones se utilizael término modelo paradesignar la
subestructura misma. Utilizaré el término modelo matematico paraello.

El andlisis fenomenol 6gico no consiste Gnicamente en establecer larela-
cion entre subestructurasy fendmenosy clasificar |os fendbmenos de acuerdo
con las subestructuras con las que estan rel acionados. En el andlisis fenome-
noldgico el profesor debe también describir esasrelaciones. En esta descrip-
cion, el profesor debe caracterizar los aspectos relevantes del fendmeno (o
del problema que se quiere resolver dentro del contexto del fenémeno) que
pueden asociarse (modelizarse) con elementos y propiedades especificas de
la estructura matematica. Por gjemplo, en el caso de los reflectores parabd-
licos se pone en juego una propiedad de la parabola, por un lado, y un prin-
cipio de lafisica, por €l otro. La propiedad de |a pardbola establece que la
tangente en cualquier punto de la pardbolaformaangul osiguales con el seg-
mento que une el punto con el foco y con larecta que pasa por € puntoy es
paralelaal gje de simetriade lapardbola. El principio delafisicaafirmaque
cuando un rayo choca con una superficie reflectora, € dngulo de incidencia
esigual a angulo de reflexion. Por lo tanto, en el andlisis fenomenol 6gico
se identifican, por un lado, aquellas caracteristicas del fendmeno (o de un
problema relacionado con el fendmeno) que son relevantes dentro del pro-
blema desde el punto de vista matemético y se relacionan con elementosy
propiedades de |a estructura matematica en uno o mas sistemas de represen-
tacién, por el otro (ver FiguraN© 9). Mas adel ante, en €l apartado correspon-

Problemaen Estructura
matemética
Fenémeno especifico J

Principios Fenémeno general
Naturales  Grupo de fendmenos Subestructura
Sociales J
Mateméticos Elementos,
Caracteristicas B relacionesy
estructurales propiedades

Figura N° 9. Andlisis fenomenol dgico

diente al andlisis de instruccion, consideraré con mas detalle el proceso de
modelizacién que aqui seinsindia. El proposito delamodelizacién no es tni-
camente el de describir matematicamente (en uno 0 mas sistemas de repre-
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sentacion) aspectos relevantes de un fendmeno. La potencia de la
modelizacién surge de la capacidad que nos dael modelo matemético (y las
propiedades de la estructura matemética en la que se representa) para resol-
ver problemas rel acionados con el fendmeno, que no se podrian resolver en
el contexto no matemético del fendmeno.

La discusion sobre los sistemas de representacion en la didactica de la
matematica puede llevar a una serie de paradojas (Rico, 2000). Algunas de
estas paradojas tienen que ver con la condicién ontol6gica de los objetos
matematicos y con la dualidad entre las representaciones internas y exter-
nas. Con respecto ala existenciade | os obj etos mateméti cos, suponemos, si-
guiendo a Sfard (2000) y Ddrfler (2000), que ellos no existen por fuera del
discurso matemético. Sin embargo, “la sensacion de | os participantes [en €l
discurso] de que los objetos existen es una condicion necesaria para €l uso
eficiente de los significantes’ (Sfard, 2000, p. 91). Por lo tanto, aungue los
obj etos mateméticos no existen por fueradel discurso, quienes participan en
€él se comportan como s existieran. Para Cobb, Y ackel y McClain (2000) la
dualidad entre representaciones internas y externas desaparece: simbolo y
significado se construyen dinamicamente. Lo importante es la actividad de
simbolizacién en laque el sujeto se hace capaz de actuar social mente com-
partiendo significados. El significado para un sistema de simbolos se cons-
truye en la medida en que se llegan a acuerdos sociales sobre la manera
como se manejan los simbol os. Estas aclaracionesresaltan el papel delano-
cién de sistemas de representaci on en las actividades de profesor y escolares
en laconstruccion del conocimiento matematico y larelacion entre el andli-
sisde contenido y €l andlisis cognitivo que considero a continuacion.

ANALISISCOGNITIVO

Dada su percepcion de la comprensién de los estudiantes al final de un
ciclo del andlisis didéctico, y teniendo en cuenta los objetivos que él se ha
propuesto para el siguiente ciclo, el contenido que pretende tratar, y el con-
texto, en el andlisis cognitivo, el profesor describe sus hip6tesis acerca de
como los estudiantes pueden progresar en la construccion de su conaoci-
miento sobre la estructura matemética cuando se enfrenten alas tareas que
compondran las actividades de ensefianza y aprendizaje. El andlisis cogni-
tivo esun andlisisa priori. Con él, €l profesor pretende prever las actuacio-
nes de los escolares en la fase posterior del ciclo en la que se ponen en
juego las actividades de ensefianza 'y aprendizaje que é ha disefiado. Estas
hip6tesis deben estar sustentadas por una descripcién de agquellos aspectos
cognitivos que se relacionan directamente con la estructura matemética
sobre la cual se trabaja en dichas actividades. Por lo tanto, €l andlisis de
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contenido sirve de punto de partiday de punto de referenciapara el andlisis
cognitivo.

El andlisis cognitivo de una estructura matemética es, por un lado, la
identificacion, descripcidn y caracterizacion sistemética, detalladay funda-
mentada de |as tareas (relacionadas con dicha estructura matematica) que
los escolares pueden resolver en ese momento y de aquellas tareas que de-
berian poder abordar durante la sesién que se esta planificando. El andlisis
cognitivo es también laidentificacion, descripcion y caracterizacion de los
errores en los que los escolares pueden incurrir a abordar dichas tareas, de
las dificultades que subyacen aesos errores y de los obstacul os que es nece-
sario superar para resolver dichas dificultades. Describiré €l significado de
estos términos més adel ante.

La estructura conceptual que €l profesor ha producido en el andlisis de
contenido, su conocimiento sobre el aprendizaje y la comprensién en mate-
méticas, y su conocimiento sobre la estructura matemética en cuestion le
permiten caracterizar las tareas que |os escolares pueden resolver y las que
deberian poder abordar desde la perspectiva de:

(a) los elementos (conceptos y estructuras conceptuales) involucrados
en latares,

(b) las representaciones de esos conceptos 'y estructuras conceptual es,
(c) lasrelaciones entre esas representaciones,
(d) lasrelaciones entre |os elementos de una misma representacion,

(e) los modelos involucrados.

Vemos, por lo tanto, larelacion entre el andlisis de contenido y el andlisis
cognitivo. Cadatareainvolucraunos conceptos (0 estructuras conceptual es)
pertenecientes ala estructura matemética sobre la que se esta trabajando. El
punto (a) requiere que el profesor identifique aquellos elementos de la es-
tructura conceptual que pueden Illegar a ponerse en juego cuando | os escola-
res aborden latarea. Es posible que unatarea pueda abordarse poniendo en
juego mas de un grupo de conceptos. Es decir, que su resolucion no requiera
de la puesta en juego de una Unica subestructura. La identificacion de estos
elementos (conceptos y estructuras conceptual es) debe hacerse en agquellos
sistemas de representaci én que, en principio, podrian o deberian activarseen
laresolucion de dichatarea. De nuevo, diferentes aproximaciones alatarea
pueden poner en juego diferentes representaci ones de | os conceptos involu-
crados. Mientras que en el andlisis de contenido, el profesor identifica estos
elementos desde la perspectiva matemética, en €l andlisis cognitivo, €l pro-
fesor buscaidentificar estos elementos desde |a perspectivadel conocimien-
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to conceptual que el escolar deberia movilizar para poder abordar |as tareas.
Estos aspectos se refieren alos puntos (a) y (b).

Los puntos (c) y (d) tienen que ver con el conocimiento procedimental.
Desde |la perspectiva del andlisis de contenido, en estos puntos el profesor
identifica rel aciones entre representaciones de un mismo concepto, entre di-
ferentes expresiones de ese concepto dentro de un mismo sistema de repre-
sentacion y entre diferentes conceptos de la estructura conceptual . Desde la
perspectivadel andlisis cognitivo, €l interés del profesor se debe centrar en
identificar |as capacidades de | os escol ares para establ ecer |as relaciones ne-
cesarias para abordar y resolver latarea en cuestion. Relaciono estas capa-
cidades con los niveles del conocimiento procedimental (Rico, 1997c, p.
31):

L os procedimientos son aquellas formas de actuacion o gjecucion de
tareas matemadticas; igualmente podemos distinguir tres niveles di-
ferentes en el campo de los procedimientos:

i) las destrezas consisten en latransformacidn de unaexpresion sim-
bolicaen otraexpresion; paraello hay que g ecutar una secuenciade
reglas sobre manipulacion de simbolos; por |o general, las destrezas
se gecutan procesando hechos;

ii) los razonamientos se presentan a procesar relaciones entre con-
ceptos, y permiten establecer relaciones de inferencia entre los mis-
mos,

iii) lasestrategias, que se g ecutan sobre representaciones de concep-
tosy relaciones; las estrategias operan dentro de una estructura con-
ceptual y suponen cuaquier tipo de procedimiento que pueda
gjecutarse, teniendo en cuenta las relaciones y conceptos implica-
dos.

L as destrezas tienen que ver entonces con dos de las relaciones que € pro-
fesor identificaen el andlisisde contenido: lasrelaciones entre diferentes re-
presentaciones de un mismo concepto (por gjemplo, la representacion
gréficay simbdlica de la funcion cuadrética) y las transformaciones de las
expresiones de un concepto dentro de una misma representacion (por gjem-
plo, la completacion de cuadrados como procedimiento para transformar
una forma simbdlica de la funcién cuadratica en otra). Los razonamientos,
por su parte, describen la capacidad de los escolares para relacionar dos o
maés conceptos dentro un sistemade representacion (por jemplo, larelacion
entre el foco y la directriz de la pardbola en la representacion grafica de la
funcién cuadratica). Las estrategias tienen que ver, al menos parcial mente,
con € punto (e).

El punto €) se refiere a andlisis fenomenol dgico descrito en e andlisis
de contenido. En este andlisis, € profesor debe identificar, describir, carac-



274 PEDRO GOMEZ

terizar y clasificar losfendmenos natural es, social esy mateméti cos que pue-
den ser organizados (modelizados) por subestructuras contenidas en la
estructura en cuestion. Por |o tanto, desde la perspectiva matemética se da
un juego entre fenémenos por un lado y modelos mateméticos por €l otro.
Se establecen pargjas de fendbmenos y subestructuras matematicas que los
modelizan. Desde |a perspectivadel andlisis cognitivo, cuando |os escolares
abordan unatarea cuya formulacion involucrafendmenosy no esta descrita
en lenguaje mateméti co, su resolucién requi ere estrategias. Estas estrategias
tienen que ver con laidentificacion del fendmeno, la representacion del fe-
némeno en términos mateméaticos dentro de la subestructura que |o modeli-
za, laresolucién del problema dentro de las representaciones matemaéticas,
latraduccién e interpretacion de | os resultados de la resolucion en términos
del fendbmeno original, y la verificacion de la solucion. Estas estrategias
componen & proceso de modelizacién que consideraré méas adelante.

La identificacidn, descripcion y caracterizacion del conocimiento con-
ceptual y procedimental que puede llegar a ponerse en juego cuando los es-
colares abordan unas tareas especificas es la primera parte del andlisis
cognitivo. El andlisis cognitivo también involucralaidentificacion, descrip-
ciony caracterizacion deloserrores en los que los escol ares pueden incurrir,
delas dificultades que subyacen aesos erroresy de |l os obstacul os que esne-
cesario superar para resolverlas. Cuando un alumno proporciona una res-
puestaincorrecta a una cuestion matemati ca se puede decir que su respuesta
es errénea, y la solucion proporcionada es un error en relacién con la cues-
tién propuesta (Radatz, 1979). Los errores seidentifican en las producciones
de los escolares cuando ellos abordan tareas especificas poniendo en juego
el conocimiento que tienen en ese momento. Por |o tanto, la mayor parte de
los errores son consecuencia de ese conocimiento y de la manera como los
escolares|o movilizan pararesolver latarea. Los errores se pueden clasificar
de multiples maneras (Rico, 1995b). En € andlisis cognitivo, €l profesor
identifica aquellos errores que son producto del conocimiento de los escola-
resy los puede clasificar en dos categorias: aquellos que son producto de un
conocimiento que es independiente de la estructura matemética que se esta
trabajando y aquellos que surgen de un conocimiento que es especifico aesa
estructura matemética. Por ¢ emplo, los escolares pueden incurrir en errores
porgue no conocen o no utilizan apropiadamente reglas |6gicas de deduc-
cion. Este es un conocimiento que no es especifico ala estructura mateméa-
tica que se pone en juego en latarea. El conocimiento que el profesor debe
tener sobre el aprendizaje y la comprensiéon en matematicasy lainvestiga
cion que él hagaen laliteraturale deben permitir identificar esoserrores. Por
otro lado, cada estructura matemética tiene asociados unos errores que son
especificos aélla
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Mientras que los errores se expresan en laresolucion de una tarea espe-
cificay, por lo tanto, son producto de la actuacion del escolar, las dificulta-
desorganizan los erroresy serefieren al conocimiento que se pone en juego
cuando los errores se producen. Una manera de clasificar las dificultades
consiste en disponerlas en dos categorias: aquellas que son especificas ala
estructura matemética que se esta trabajando y aquellas que no 1o son. Las
dificultades que son especificas ala estructura matemética pueden ser orga-
nizadas de acuerdo con la dualidad entre conocimiento conceptual y proce-
dimental. Por ejemplo, cuando |os escolares no pueden identificar el foco en
la gréfica de una pardbola, ellos pueden incurrir en errores, puesto que no
conocen apropiadamente hechos que son necesarios en la resolucion de la
tarea. De la misma manera, se puede incurrir en un error cuando se ponen
€N juego uno 0 Méas conceptos o cuando latarearequiere relacionar esos con-
ceptos. Este seriael caso de confundir las coordenadas del foco de una pa-
rabola con las coordenadas de su corte con € ge de las ordenadas. Por otro
lado, los escolares pueden incurrir en errores al desconocer o aplicar mal una
destreza, realizar un razonamiento 0 poner en juego una estrategia. Por
egjemplo, los escolares pueden incurrir en errores a relacionar elementos de
larepresentacion simbdlicaen larepresentaci 6n gréfica (paraobtener las co-
ordenadas del foco apartir delaformaestéandar), al relacionar diferentes ex-
presiones dentro de un mismo sistema de representacion (en €
procedimiento de completacion de cuadrados), a establ ecer relaciones entre
dos conceptos (al hacer la equivalencia entre las soluciones de la ecuacion
cuadraticay los valores paralos cuaes lafuncion cuadratica se anula), o d
interpretar un fendmeno en términos de una representacién matematica (a
resolver problemas de tiro parabdlico).

Las dificultades se conectan y se refuerzan en redes complejas. Cuando
estas relaciones entre dificultades resultan en conocimientos firmemente es-
tablecidos que han funcionado con éxito en €l pasado, resulta dificil resol-
verlas. Es el caso entonces de un conocimiento parcial, arraigado, cuya
movilizacion genera errores en algunas circunstancias. Nos encontramos
con un obstéculo. Un obstaculo es un conocimiento adquirido que tiene un
dominio de eficacia. Los escolares|o utilizan para producir respuestas adap-
tadas en un cierto contexto en el que € dominio de ese conocimiento es efi-
caz y adecuado. No obstante, cuando se usa este conocimiento fuera de ese
contexto se generan respuestas inadecuadas, y se producen errores. En resu-
men, “las dificultades se conectan y refuerzan en redes complejas que se
concretan en lapracticaen formade obstaculosy se manifiestan enlosalum-
nos en formade errores’ (Socas, 1997, p. 125).

Los diferentes elementos del andlisis cognitivo estan relacionados. He
establecido la relacion entre obstaculos y dificultades, entre errores y difi-
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cultades, entrelastareasy los errores en |os que los escol ares incurren cuan-
do las abordan, y entre la descripcion de esas tareas y € resultado del
andlisis de contenido de la estructura matemética. Paraidentificar, describir
y caracterizar las tareas, los errores, las dificultades y los obstaculos € pro-
fesor debe movilizar diversos conocimientos. El profesor debe tener un co-
nocimiento y asumir una postura con respecto a la comprension y el
aprendizaje en mateméticas. Este conocimiento, que es independiente de la
estructuramatematicaen cuestion, le permite identificar algunos errores, di-
ficultades y obstaculos. Por otro lado, €l profesor necesita profundizar en el
significado cognitivo de la estructura mateméti ca para efectos de identificar,
describir y caracterizar las tareas que los escolares pueden abordar y los
errores en los que ellos pueden incurrir a hacerlo, |as dificultades que sub-
yacen a esos errores y los obstacul os en donde se originan.

Delamismamaneraque los resultados del andlisis de contenido pueden
implicar lanecesidad derevisar laformulacion de los contenidos propuestos
a inicio del ciclo, losresultados del andlisis cognitivo pueden llevar al pro-
fesor areformular los objetivos que desea lograr. Por otra parte, lainforma-
cion gque se produce en e andlisis cognitivo depende de lainformacién que
se produce en el andlisis de contenido. Ladescripcién que se hace delasta
reas que los escolares pueden abordar se basa en laidentificacién de los di-
versos elementos y relaciones de la estructura conceptual que pueden estar
involucradosen latarea. Estos elementosy rel aciones (conceptosy conexio-
nes entre ellos) estan en la base de |as dificultades que son especificas ala
estructura matematicay que subyacen a una parte de los errores en los que
los escolares pueden incurrir cuando abordan las tareas. Al profundizar en
el andlisis cognitivo, € profesor revisara el andisis de contenido. Estarevi-
sién puede dar lugar areformulaciones de esainformacién. De esta manera,
el profesor mantiene unarelacién biunivoca entre el andlisis de contenido y
e andlisis cognitivo (que se representa por la flecha en los dos sentidos en
la Figura N° 3). Larelacién entre el andlisis cognitivo y el andlisis de ins-
truccion es similar. Con el analisis cognitivo el profesor busca predecir los
errores en los que los escolares pueden incurrir cuando aborden las tareas
gue conformaran las actividades de ensefianza 'y aprendizaje que é disefie
en el andlisisdeinstruccion. Estas tareas deberan ser escogidas y disefiadas
de tal manera que pongan en juego e conocimiento (dificultades y obstacu-
los) que subyace a esos errores. Por |o tanto, €l andlisis cognitivoy € andli-
sis de instruccion deben hacerse de manera coordinada. En el apartado que
sigue describo el andlisis de instruccion.
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ANALISIS DE INSTRUCCION

El resultado del andlisis de instruccion debe ser la identificacion y descrip-
cién de las tareas que es posible utilizar en el disefio de las actividades de
ensefianza y aprendizaje. Utilizo e término “actividades de ensefianza y
aprendizaje” en un sentido amplio. Una actividad puede ser una presenta-
cién introductoria hecha por € profesor o la resolucién de una tarea por
parte de los escolares, entre otras. Las actividades se refieren a contenido
descrito en la estructura conceptual y examinado en el andlisis de contenido
y deben tener como propdsito lograr os objetivos descritos a comienzo del
ciclo. Por lo tanto, deben abordar los errores, dificultades y obstéculos
identificados en e andlisis cognitivo. Como veremos en el siguiente apar-
tado, el disefio de actividades se centraen la seleccidn y justificacion de las
tareas que conformaran esas actividades a partir de un universo de tareas
gue son compatibles con el andlisis de contenido y €l andlisis cognitivo. En
el andlisis de instruccién el profesor organiza este universo y lo comple-
menta con dos consideraciones adicionaes. la resolucion de problemas y
los materiales y recursos disponibles.

Laimportancia que se da alarelacion entre las mateméticas y la expe-
riencia en las directivas gubernamentales e ingtitucionales nos lleva aresal -
tar la modelizacién de fendmenos en la seleccion de las tareas que pueden
componer las actividades de ensefianza y aprendizaje. En €l marco del an&
lisis de contenido describi la idea de modelo como una relacion biunivoca
entre elementos y propiedades de una subestructura de la estructura mate-
méticay caracteristicas estructural es de fendbmenos sociales, naturalesy ma-
teméticos y estableci su relacion con € andlisis fenomenoldgico. Estas
relaciones entre estructura matematica y fendmenos se expresan en €l pro-
ceso de modelizacion y en las destrezas, |os razonamientosy |as estrategias
gue los escolares deben desarrollar para identificar e modelo matemético
que corresponde aun fendmeno (o aun problema en términos de un modelo
real que resulta de simplificar y estructurar el fendmeno original), para ex-
presar ese fendbmeno o problema en términos de uno 0 més sistemas de re-
presentacion, pararesolver el problema o interpretar €l fenémeno dentro de
es0s sistemas de representacion, paratraducir lasolucion o lainterpretacion
en términos del fendmeno, y paraverificar esasolucién o interpretacion. En
laFiguraN° 10 he identificado estos procedimientos. Por otro lado, también
he identificado (subrayado) dos procedimientos que el profesor debe reali-
zar paradisefiar latarea: €l andlisis fenomenol dgico, como &l procedimiento
gue le permite establecer larelacidn entre fendmenos (y 1os problemas que
serefieren aellos) y laestructura matemética; y la descripcion que el profe-
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sor debe hacer del problemadel mundo real en un texto del tipo que coman-
mente se conoce como problema de palabras (Ortiz, 2000, p. 15).

Fendmenos
. . . Problemas de
! : ' palabras
e e ... . .
' ' | Problema del | : :
! | mundorea [~ Simelificacion - | Modelo real | '
oo l....r Andiss
A fenomenol 6gico
Abstraccion
Interpretacion e === N
1 VIR
. Estructura .
Conclusiones {q— Resolucion | mgtemancaen L
v sistemas de '
‘I . representacion .
Simulacion Maerides Estructura
L y ecursosy conceptual

Figura N° 10. Analisis fenomenol 6gi co,
resolucién de problemas y modelizacion

Desde laperspectivadel andlisisdeinstruccidn, lagestion detareas que bus-
guen el desarrollo de destrezas, razonamientos y estrategias de modeliza-
cion implica la necesidad de que el profesor tenga conocimientos sobre
resolucion de problemas. En este sentido se establece una relacion entre el
andisis fenomenolgico como parte del andlisis de contenido, las estrate-
gias de modelizacién como parte del andlisis cognitivo, y la resolucion de
problemas como parte del andlisis de instruccion.

El universo de tareas posibles puede ampliarse cuando el profesor tenga
en cuenta los materiales y recursos que tiene disponibles y la manera como
estos materialesy recursos permiten disefiar experiencias matematicas com-
plementarias a aquellas que es posible proponer con papdl y 1apiz. Los ma
terialesy recursos pueden transformar la manera como profesor y escolares
representan |os conceptos y estructuras conceptual es que hacen parte de la
estructura matematica. Por gjemplo, algunos material es manipulativos pue-
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den convertirse en “modelos no mateméticos’ de subestructuras de la es-
tructura matemética que se desea tratar. Con estos model os fisicos (como el
abaco) es posible establecer unarelacién biunivoca entre al gunos elementos
de la estructuramatematicay elementos del modelo, y entre las normas que
rigen € mangjo del modelo y las normas matematicas que regulan los ele-
mentos correspondientes de la estructura matematica. De esta manera, la
manipulacion del modelo permite “simular” el funcionamiento de la estruc-
tura matematicay genera un nuevo significado paraella. Otros materiaesy
recursos, como las calculadoras y algunos programas de ordenador, pueden
verse como sistemas de representaci dn complementarios en 1os que no solo
se representan |os conceptos involucrados, sino que también es posible ma-
nipular dindmicamente estos conceptos. Estos model osy estas nuevasrepre-
sentaciones pueden sugerir formas alternativas en las que los escolares
ponen en juego su conocimiento al resolver tareasy, por o tanto, pueden in-
sinuar nuevas tareas que permitan abordar los errores, dificultades y obsta-
culosidentificados en € andlisis cognitivo.

SELECCION DE TAREASY DISENO DE ACTIVIDADES

Para cualquier estructura matemdtica existen multitud de tareas disponibles
en los libros de texto y en laliteratura de investigacion e innovacion curri-
cular. Por lo tanto, el problema de la planificacion en esta fase del andlisis
didactico no es necesariamente el de crear nuevas tareas, sino el de selec-
cionar justificadamente un grupo de tareas que sean coherentes con |os con-
tenidos y objetivos propuestos a inicio del cicloy con los resultados de los
andlisis de contenido, cognitivo y de instruccion (cuadro 3 del esquema de
laFiguraN° 3).

Laseleccién de contenidosy objetivosal inicio del ciclo determinaunos
marcos conceptuales y cognitivos para el andlisis didactico. Dentro de este
contexto, en el andlisis de contenido se identifican:

a. losconceptosy estructuras conceptuales atratar,
b. las representaciones de estos conceptos y estructuras conceptuales,

c. las conexiones entre diversas representaciones de un mismo ele-
mento de la estructura conceptual ,

3. Recordemos que la nocién de modelo involucra una tripla (fenémeno, estructura mateméa-
tica, relacion). En esta caso, €l fendmeno es el material junto con las normas que regulan
su utilizacion. Por lo tanto, aqui estoy utilizando el término “modelo” con dos significados
relacionados, pero diferentes.
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d. las conexiones entre diferentes elementos en un mismo sistema de
representacion,

e. losmodelosinvolucrados.

En el andlisis cognitivo se determinan:

« los significados que se pueden construir (hechos, conceptos y
estructuras conceptuales relacionados con los puntos ay b ante-
riores),

« los procedimientos que se pueden desarrollar (destrezas, razona
mientosy estrategias relacionados con los puntosc, dy €),

* los errores, las dificultades y los obstacul os que se pueden abor-
dar (descritos en términos de los significados y 1os procedimien-
tos anteriores).

Finamente, en €l andlisis de instruccion se identifican:

* los procesos de modelizacion y de resolucion de problemas
especificos ala estructura matemética,

« los materiales y recursos disponibles.

Deestamanera, lainformacién que resultadelosandlisis de contenido, cog-
nitivo y de instruccion delimita el universo de tareas que se pueden utilizar
en las actividades de ensefianza y aprendizaje. La seleccion de tareas y la
planificacion de su gestion en el aula también depende de la vision que el
profesor tenga de las mateméticas escolares, su aprendizaje y ensefianza.
Por g emplo, una postura de constructivismo social con respecto a aprendi-
zajeimplicalaformulacion de tareas que:

 tengan en cuenta la comprension de los escolares en ese
momento,

* generen su interés,

* puedan ser abordadas por los escolares con el conocimiento que
tienen en ese momento,

* representen un desafio paraellos,

* pongan en juego su conocimiento con €l propdsito de generar
conflictos cognitivos,

* promuevan la construccion social de significados.
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En esta fase del andlisis didéctico, € profesor debe hacer un proceso de se-
leccidn detareas. Estaseleccion debe ser tal quelastareas que terminen con-
formando las actividades de ensefianza y aprendizaje sean coherentes con
los contenidosy objetivos previstosy con el resultado delosandlisis de con-
tenido, cognitivo y de instruccion. Se puede pensar que €l proceso vaen un
solo sentido: de los andlisis a disefio. Y que, unavez que se han realizado
los andlisis, las actividades se deducen del resultado de esos andlisis. Sin
embargo, lariqueza de |as estructuras mateméti cas desde |a perspectiva di-
dactica propuesta aqui y la complejidad de |os procesos cognitivos necesa
ros para su comprension implican que puede haber gran variedad de
disefios que sean compatibles con unos resultados dados de los andlisis de
contenido, cognitivoy de instruccién. Por consiguiente, € disefio no se de-
duce de los andlisis. Pero ademés, el profesor se encontrara siempre en un
proceso sin terminar, puesto que la seleccion de una posible actividad re-
quiere de su evaluacion con respecto alosandlisisqueledieron lugar. Al es-
coger o disefiar unaactividad el profesor tiene que vislumbrar las diferentes
maneras como |os escolares pueden abordar |as tareas que componen la ac-
tividad, los diferentes caminos y estrategias que ellos pueden tomar y utili-
zar al intentar resolverla, y las dificultades que pueden tener y los errores en
los que pueden incurrir al intentarlo. En este proceso de puesta en juego hi-
potética de la actividad (que hace parte del disefio del andlisis de actuacién
gue considero mas adelante), la informacion recogida en los otros andlisis
juegaun papel central. Laprevision de los caminos, estrategias, dificultades
y errores (entre otros) debe surgir del andlisis del contenido matematico, de
los aspectos cognitivos y de |os aspectos de instruccion. Cuando € profesor
analice la actividad escogida a laluz de los diferentes andlisis y de sus co-
rrespondientes elementos, se dara cuenta que puede revisar y mejorar esos
andlisis. Por consiguiente, esta evaluacion de la actividad puede implicar la
necesidad de reformular los andlisis generando un nuevo ciclo, cuyo pro-
ducto final seralaseleccion de unanuevaactividad compatible con € nuevo
andlisis (dobleflechaentrelos cuadros 2 y 3 del esquemadelaFiguraN° 3).

L as reflexiones anteriores pueden dar a entender que el profesor no ter-
mina nunca de hacer andlisis, seleccionar tareas y disefiar actividades, eva-
luarlas a la luz de los andlisis, reformular esos andlisis con motivo de la
evaluaciony volver aseleccionar tareasy disefiar actividades. Sin embargo,
es el profesor quien decide cuando termina una fase de este proceso. Habra
diferentes razones para hacerlo, entre ellas el tiempo. No obstante, el profe-
sor deberd buscar al menos cuatro resultados:

* una seleccién de las tareas que conforman las actividades de
ensefianzay aprendizaje;
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* una justificacion informada y sistemética, a la luz del andlisis
didactico, de lavalidez de |as actividades y tareas escogidas con
respecto al contenido matematico en cuestion, ala comprension
delos escolares y alos objetivos que se ha propuesto;

* unaprevision de las posibles actuaciones de |os alumnos cuando
selleve alaprécticalaactividad;

* ideas parala gestion de la clase, para el andlisis de las actuacio-
nes de los alumnos, y para sus reacciones a esas actuaciones.

Al redlizar el andlisis deinstruccion y el disefio de tareas, e profesor pone
en juego diversos conocimientos. Lamaneracomo é aborde la seleccion de
tareasy € tipo detareas que él seleccione dependerade su visién y su cono-
cimiento acerca de la ensefianza de las mateméticas. Esta vision y conoci-
miento estén relacionados con sus visiones 'y conocimientos acerca de las
mateméticas escolares y €l aprendizaje de las mateméticas. Estas visionesy
estos conocimientos no dependen directamente de la estructura matemética
parala que se redliza la planificacion. Sin embargo, €l profesor pone tam-
bién en juego conocimientos que son especificos alaestructuramatemética.
Es el caso de su conocimiento sobre el proceso de modelizacion y su rela-
¢ion con laresolucién de problemas, por un lado, y de los materiales y re-
cursos disponibles, por el otro. Con laseleccion delastareasy laprevision
de las actuaciones de los alumnos y las posibles reacciones del profesor a
ellas culminalafase de planificacién del andlisis didéctico. A continuacion
considero algunos aspectos de la puesta en practica de esas actividades.

PUESTA EN PRACTICA DE LASACTIVIDADES:
DISCURSO EN EL AULA Y GESTION DE CLASE

En este articulo no pretendo reflexionar en profundidad sobre la problemé-
ticade la gestion de la clase de matematicas. Por ejemplo, no considero las
reflexiones pedagogicas de carécter general. Me intereso por dos aspectos
de la gestion de clase que estan directamente relacionados con los funda-
mentos de las matematicas escolares, € andlisis didactico y la estructura
matematica objeto del proceso de ensefianzay aprendizaje. Setratadel dis-
curso matematico del aulay de la planificacion que, en algunas ocasiones,
el profesor debe hacer sobre la marcha durante la clase.

El discurso matematico del aulajuega un papel central en el proceso de
construccion de los significados social es que parten de'y condicionan lacon-
formacion de los significados individuales. Esta construccion de significa-
dos (y € consiguiente desarrollo de destrezas, razonamientos y estrategias)
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debe surgir de lanegociacién de las normas que regulan ese discurso. Por |o
tanto, |0s procesos de comunicacion y justificacion son centrales en €l dise-
fio y gestion de las tareas que componen las actividades de ensefianza y
aprendizaje. En €l trabajo en grupo, los escolares deben asegurarse que el
objeto de discusion es comin y que existe un consenso en |os significados
gue le asignan a ese objeto. Esta busgueda del consenso requiere que cada
quien justifique su posicidn y busque convencer alos otros. Paralelamente,
en lacomunidad de practicadel aula, grupos e individuos deben comunicar-
sey convencer alos demés participantes. El profesor, siendo €l participante
experto en esta comunidad, deberd guiar estacomunicacion pararesatar las
justificaciones validasy promover la construccion de significados que estén
acordes con los significados de |as matematicas escol ares establecidos pre-
viamente por él. Laplanificacion queresultadel andlisis didactico debe pro-
veer a profesor con criterios paratomar estas decisionesy actuar durante la
clase. Sin embargo, éste no es necesariamente el Ultimo nivel de la planifi-
cacion.

La planificacién de una hora de clase debe contener, entre otras cosas, la
prevision de las actuaciones de | os escolares cuando abordan las tareas que
componen las actividades propuestas. La complejidad del contenido mate-
mético y de los procesos cognitivos necesarios para construirlo hace que las
actuaciones de los escol ares puedan ser diferentes de aquellas previstas por
el profesor en su planificacion. Estadiferenciaentrelo previstoy lo quereal-
mente sucede puede ser un indicativo de dificultades y obstaculos que €l
profesor creia superados o que no logré prever y, por lo tanto, puedeinvali-
dar la planificacion hecha previamente. El profesor puede considerar que no
tiene sentido continuar con un seguimiento estricto de la planificacién ini-
cial. Tendrdentonces quereformular losobjetivosy los contenidosde a me-
nos una parte delaclase y producir una o mas actividades que aborden esos
errores, dificultades y obstaculos. Para €ello, tendra que realizar, sobre la
marcha, un nuevo ciclo de andlisis didactico que parta de su percepcion de
las dificultades no previstas. En este caso, €l profesor tendra que poner en
juego el andlisisde contenido que yahaproducido, incluir aquellos aspectos
de la estructura matemética que no se encuentren en ellay que estén en la
base de las dificultades, reformular los andlisis cognitivo y de instruccion y
seleccionar nuevas tareas. Este tipo de andlisis didéctico “ sobre la marcha”
debe sustentar aquellas nuevas decisiones y actuaciones que €l profesor no
tenia previstas en su planificacién de la hora de clase. Aunque la gestion de
claseincluye otros aspectos que no trato aqui (como, por jemplo, el manejo
deladiscipling), veo la gestion de las matemati cas escolares dentro del aula
como un juego entre las actuaciones que el profesor tiene previstasen su pla-
nificacién previay las decisiones y las actuaciones que el profesor reaiza
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con base en andlisis didécticos “ sobre lamarcha’ cuando las actuaciones de
los escolares no corresponden a sus previsiones. Otro aspecto de la gestion
de clase del profesor es la observacién y registro de las produccionesy ac-
tuaciones de sus alumnos. Esta actividad es el punto de partida para el ana
lisis de actuacién que considero a continuacion.

ANALISIS DE ACTUACION

El andlisis de actuacion eslaUltimafase del andlisis didactico (cuadro 5 del
esquema de la Figura N° 3). El profesor recoge lainformacion para el ana-
lisis de actuacion durante la puesta en practica de las actividades y basan-
dose en las actuaciones de los escolares. Mientras que en el andisis
cognitivo el profesor hace una prevision de |as actuaciones de | os escolares
cuando €ellos aborden las tareas propuestas, en € andlisis de actuacion é
debe describir esas actuaciones. El andlisis cognitivo es un andlisisa priori
y € andlisis de actuacion es un andlisis a posteriori.

El resultado del andlisis de actuacion es la descripcidn sistematica de la
comprension de los escolares con € propdsito de proporcionar informacion
gue sea Util parael inicio de un nuevo ciclo del andlisis didactico. Esta des-
cripcion debe hacerse, por un lado, en términos de | as tareas que los escol a-
res pudieron resolver. Estas tareas pueden ser indicadores del conocimiento
adquirido por los escolares en ese ciclo del andlisis didactico y de las difi-
cultadesy obstacul os que ell os pudieron superar. Por €l otro lado, en muchas
ocasiones los escolares no podrén resolver adecuadamente todas las tareas
propuestas. Apareceran, por lo tanto, soluciones incompletasy con errores.
El profesor debera analizar estas soluciones con el objetivo de dilucidar las
dificultades que subyacen aesos erroresy |os posibles obstacul os que expli-
can esas dificultades. Este andlisis surgird de su experienciay de su conoci-
miento sobre el aprendizajey lacomprension de la estructura mateméaticaen
cuestion. El andlisis de las actuaciones de |os escolares se centra en la des-
cripcion de lamanera como ellos abordan las tareas. Esta descripcion segui-
ra esquemas similares a los utilizados en € andlisis cognitivo. Es decir, €l
profesor debe identificar:

* los conceptos y estructuras conceptual es puestos en juego,
« |as representaciones de esos conceptos que fueron utilizadas,
« las relaciones que establecieron entre los conceptos,

* las relaciones que establecieron entre las representaciones de los
conceptos,

* |os modelos utilizados.
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Esta descripcion del conocimiento conceptual de los escolares, le permite a
profesor analizar a menos una parte de los errores en los que ellos hayan
incurrido. Este andlisis de errores conceptual es debe conjugarse con €l con-
siguiente andlisisdel conocimiento procedimental. En este andlisis el profe-
sor debe determinar las destrezas, los razonamientos y las estrategias
utilizados por los escolaresy los errores rel acionados con ell os. El resultado
deesteandlisis serdladescripcion delacomprensién delos escolares en este
punto delainstruccion en términos, por un lado, del conocimiento adquirido
y, por € otro, de las dificultades y obstacul os que es necesario superar. Con
base en estainformacion, el profesor podrainiciar un nuevo ciclo del andli-
sis didéctico.

CONOCIMIENTO DIDACTICO

El conocimiento didactico es el Unico elemento del esquema de la Figura
N° 3 que no he considerado hasta ahora (cuadro 6). El conocimiento didéc-
tico es el conocimiento que el profesor pone en juego y construye cuando
realizael andlisis didactico. No es posible redlizar apropiadamente €l andli-
sis didactico de una unidad didéctica o de una hora de clase a partir de la
intuicién o la experiencia. El andlisis didéactico requiere de unos conoci-
mientos técnicos que permiten analizar € contenido matemético con el pro-
posito de identificar, desarrollar y organizar sus diversos significados. Estos
conocimientos, que sustentan €l proceso de planificacion, gjecucion y eva
luacion, tienen unos conocimientos disciplinares de referencia. Organizo
estos conocimientos de referencia en tres gjes (Figura N° 11):

* lanocion de curriculo,
* |os fundamentos de las mateméticas escolares,
* los organizadores del curriculo.

Llamo fundamentos de |as matematicas escol ares a aquell os conocimientos
relacionados con las mateméticas escolares que no son especificos a la es-
tructura matemética sobre laque se trabaja, pero que condicionan el contex-
to en el que serealizan losdiversos andlisis del andlisis didéactico. Organizo,
de nuevo, estos conocimientos de acuerdo con las dimensiones del
curriculo: mateméticas escolares, aprendizaje, ensefianzay evaluacion. Re-
cordemos que cada uno de estos temas surgié como uno de los conocimien-
tos que € profesor pone en juego cuando readliza e andlisis didactico. El
conocimiento que el profesor tengay la postura que é asuma con respecto
a las matemédticas escolares condiciona la manera como €l se aproxima a
andlisis de contenido. Estarelacion también se mantiene entre €l aprendizaje



286 PEDRO GOMEZ

Andlisis
de contenido
Andlisis
Andlisis Andlisis didactico
cognitivo deinstruccion
Andlisis
de actuacion
Nocion de
curriculo
Conocimiento
> didactico
Fundamentos Organizadores
mateméticas escolares del curriculo

Figura N° 11. Conocimiento didactico y andlisis didactico

y € andlisis cognitivo, laensefianzay el andlisis de instruccién, y laevalua-
cidny e andlisis de actuacion.

Al introducir el andlisis didéactico, indiqué que las decisiones que €l pro-
fesor toma durante la planificacién y la gestién de clase dependen parcial-
mente de sus creencias sobre las mateméticas, €l aprendizaje, la ensefianza
y la evaluacion. Es por ello que afirmo que € profesor asume una postura
con respecto a estos temas cuando realiza el andlisis didéctico. La postura
gue €l asumay lajustificacion que é pueda dar a esta postura dependeran
de su conocimiento de las diferentes teorias que existen sobre cada uno de
los temas.

De hecho, estas cuestiones, que Rico (1997b, p. 381) expresa en térmi-
nos de cuatro preguntas:

-¢Qué es, en qué consiste e conocimiento?
-¢Qué es el aprendizaje?

-¢Qué es la ensefianza?

-¢Qué es, en qué consiste el conocimiento Util?,

permiten establecer las cuatro dimensiones del curriculo y relacionan los
dos primeros gjes de los conocimientos disciplinares que sirven de referen-
ciaal conocimiento didéactico del profesor: lanocién de curriculo y los fun-
damentos de las mateméticas escol ares.

Al describir cadauno delosandlisis que conforman el analisis didactico,
he identificado unos conocimientos que el profesor debe poner en juego en
€l proceso de planificacion y que tienen como referencia unas nociones de
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la didactica de la matematica. Con excepcidn del andlisis histérico, que no
lo hemencionadoy quetiene carécter transversal puesto que puede ser pues-
to en juego de diferentes maneras en cada fase del ciclo, he identificado y
ubicado estas nociones en cada uno de los andlisis: estructura conceptual,
sistemas de representacion, andlisis fenomenol dgico y modelos (andlisis de
contenido), errores, dificultades y obstéculos (andlisis cognitivo y andlisis
de actuacion), resolucion de problemas, modelizacion y materialesy recur-
sos (andlisisdeinstruccion). La puesta en juego de estas nociones en el ana-
lisis didéctico es especifica a la estructura matemética sobre la que se
trabaja. Su utilizacién le permite al profesor identificar, organizar y caracte-
rizar lamultiplicidad de significados del tépico que es objeto del discurso
matematico en el aula. Rico (1997d) utiliza € término organizadores del
curriculo parareferirse aestas nocionesy consideraque son lareferenciade
“aquell os conocimientos que adoptamos como componentes fundamental es
paraarticular el disefio, desarrollo y evaluacion de unidades didacticas’ (p.
45). Si, como lo he propuesto antes, €l propdsito del discurso matemético del
aula debe ser el de presentar y compartir socialmente unas normas que po-
nen en juego una multiplicidad de significados, detal forma que los escola-
res tengan una variedad de aternativas para participar en este discurso,
entonces los organizadores del curriculo juegan un papel central en laiden-
tificacion de estas normas y de estos significados. Cada organizador del
curriculo es unaherramienta conceptual y metodol 6gicaquele ofreced pro-
fesor una perspectivadesde lacual él puedeidentificar, desarrollar y organi-
zar esos significados de la estructura matemética.

DiscusiON

El ciclo del andlisis didactico se inicia con la constatacion de un estado ini-
cia y pasa por una planificacion, en la que se basa una actuacion (de profe-
sores y escolares), que es observada y evaluada con €l propésito de dar
lugar d inicio de un nuevo ciclo. Estos pasos son equivalentes a los pro-
puestos en la investigacion—accion: planificacion, accion, observacion y
reflexion (Kemmisy McTaggart, 1988). Shulman (1987) detalla més estos
pasos desde la perspectiva del profesor en su modelo de razonamiento y
accion pedagoégicos. En este modelo, €l sugiere las fases de comprension,
transformacion, instruccion, evaluacion, reflexion y nueva comprension (p.
15). De lamismamanera, e modelo del ciclo de ensefianza de las matemé
ticas de Simon (1995) (Figura N° 1), partiendo de una visién constructi-
vista del aprendizaje, sugiere un procedimiento similar, en e que se
determina un objetivo de aprendizaje, se realiza un plan de actividades, se
formulan hipdtesis sobre €l proceso de aprendizaje, se ponen en practicalas
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actividades y se evallia e conocimiento de los escolares. Con la descrip-
cion detallada del andlisis didactico que he hecho en los apartados anterio-
res, he buscado dotar de un significado especifico, desde la perspectiva de
las matematicas escolares, a este esgquema ciclico que ya ha sido sugerido
de diferentes maneras en laliteratura.

Este articulo no tiene como propdsito profundizar en la nocién de cono-
cimiento didéactico. He introducido esta nocion puesto que es una piezain-
tegral del andlisis didactico. El conocimiento didactico es una nocion
complejay serianecesario describir en detalle como el profesor pone en jue-
go este conocimiento a realizar € andlisis didéctico e identificar los proce-
sos en virtud de los cuales é puede construir y desarrollar su conocimiento
didactico. También seria necesario ubicar la nocion de conocimiento didéac-
tico en el contexto delaliteratura sobre el conocimiento del profesor de ma-
tematicas y, en particular, establecer la relacion entre la nocion de
conocimiento didactico y la nocién de conocimiento pedagdgico de conte-
nido (Shulman, 1986) y sus formulaciones posteriores (Bullough, 2001;
Gess-Newsomey Lederman, 2001).

La descripcion que se ha presentado del andlisis didactico y del conoci-
miento didactico puede utilizarse como punto de partida para el disefio de
programas de formacion de profesores de mateméticas. Estas dos nociones
permiten asumir una postura con respecto alos conocimientos y las capaci-
dades que seria deseable promover y desarrollar en este tipo de planes de
formacién y, por lo tanto, contribuye a la identificacion de sus objetivos y
contenidos.

El andlisis didactico y las nociones que componen € conocimiento di-
déctico son herramientas (tiles en muchas circunstancias de la actividad do-
cente del profesor de mateméticas, puesto que pueden utilizarse como
instrumentos de andlisis y reflexién. El profesor puede utilizar estas herra-
mientas dentro y fuera del aula, con la profundidad y el detalle que le per-
miten € tiempo y los recursos disponibles. Con estos instrumentos, €l
profesor puede examinar disefios curriculares existentes, decidir su utilidad
y determinar estrategias para mejorarlos y adaptarlos de acuerdo con sus
propésitos y necesidades. Por ejemplo, €l andlisis didactico es una herra-
mienta Util parala evaluacion de libros de texto. Por lo tanto, la utilizacion
sistemédticadel andlisis didactico, a cualquier nivel de detalle, puede contri-
buir permanentemente ala comprensin de |l os problemas didéacti cos que en-
frenta el profesor y a su consciencia de la complejidad del conocimiento
matemaético escolar, de su aprendizaje en el aulay de la planificacion de la
actividad docente.

He presentado lafuncién cuadraticacomo g/ empl o de unaestructurama-
tematicaparalaque se puede desarrollar unaestructuraconceptual compleja
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y en la que se pueden hacer andlisis cognitivos y de instruccion detallados.
Sin embargo, |os topi cos mateméti cos que componen las matemati cas esco-
lares son de diversostipos. Encontramos topi cos que se concretan en un con-
cepto especifico, como la funcion cuadrética, la esfera o los poliedros
regulares. Otros topicos se refieren aoperaciones sobre obj etos mateméticos
(conceptos) o propiedades de esos objetos, como es el caso de los movi-
mientosen el plano o laséreasy perimetros, respectivamente. Por otraparte,
hay topi cos que son resultados, como el teorema de Pitégoras, 0 que son sis-
temas de representacion, como los niimeros decimales. En todo caso, cada
tdpico se ubica dentro de una estructura matemética e invol ucra obj etos, sus
propiedades y sus relaciones con otros objetos. En este sentido, €l andlisis
didéctico es aplicable a cuaquier topico de las matematicas escolares. No
obstante, cada tépico tiene su especificidad, que serevelacuando el profesor
profundiza en sus diversos significados a readlizar el andlisis didéctico. En
algunos tdpicos, como €l de la funcion cuadrética, es posible avanzar répi-
damente a comienzo, puesto que se prestan mas facilmente a andlisis es-
tructural y representacional. En otros casos, € andlisis estructural es més
dificil de desarrollar (este es el caso de los movimientos en el plano, por
gjemplo). No obstante, en lamedidaen que se profundizaen el andlisis, cada
topico manifiesta su propia complgjidad e interés.

Estacomplejidad se hace evidente cuando se consideran estructuras ma-
temati cas especificas. Si el topico es demasiado general, entonceslas herra-
mientas del andlisis didactico no pueden demostrar todo su potencial. Enlos
casos en los que € andlisis se hace sobre estructuras conceptual es amplias,
no se pueden identificar conceptos o procedi mientos especificos, ni determi-
nar con claridad los erroresy las dificultades correspondientes. Lainforma-
cion que serecoge es general y no permite disefiar actividades de ensefianza
y aprendizaje que sean especificas al tépico en cuestién. Por lo tanto, €l ang
lisisdidactico debe utilizarse anivel local, sobre estructuras mateméti cas es-
pecificas. La informacién que se produce a nivel local con e andisis
didéctico puede ser después resumiday organizadaen el nivel del curriculo
de planificacion global, con su esgquema de objetivos, contenido, metodol o-
giay evaluacién. De esta manera, € profesor puede describir en términos
del curriculo tradicional la planificacion de una unidad didactica (Segoviay
Rico, 2001, pp. 101-104).

He pretendido mostrar que es posible disefiar actividades de ensefianza
y aprendizaje de las mateméticas de manera sisteméticay que, paraello, se
pueden seguir procedimientos que sirven de guiaen €l disefio curricular. Es-
tos procedimientos se basan en herramientas conceptuales y metodol 6gicas
propias de la educacién matemética que surgen de nociones que permiten
explorar los mdltiples significados de las mateméticas escol ares. El profesor
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debe buscar desarrollar permanentemente su conocimiento sobre estas no-
cionesy su capacidad de ponerlo en préactica en esos procedi mientos.
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