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Resumen

Por medio del presente trabajo, se pretende implementar algunas estrategias didacticas, que
permita modelar mateméaticamente fendmenos y/o procesos que hagan parte de varios
conceptos de ingenieria, los cuales se tomaran como sistemas dinamicos, siendo estos un
desafio motivador para los estudiantes, en la que experimenten la opcién de describir y
comprender situaciones de la vida cotidiana. La mayoria de las précticas usaran
herramientas conocidas en el aula y entre las que se encuentran, Analisis de Fourier, el
Excel y la diferenciacion numérica que permitirdn originar Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias de primer orden, por medio de métodos estadisticos como el ajuste por minimos
cuadrados como la regresion lineal, logaritmica y potencial, que son resueltas por
separacion de variables, tomando en cuenta el Coeficiente de Determinacion (R?). Algunos
de dichos procedimientos podran ser repetidos con otros fenémenos a modelar.
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Proposito y alcance

El mayor propoésito presente en este laboratorio, es generar en el docente del éarea de
Mateméticas de los programas de Ingenieria, un caracter innovador, por medio de
estrategias didacticas a implementar, permitiendo a sus estudiantes observar el real uso de
la matematica aplicada a modelos que deban ser implementados como tarea externa de aula.
El laboratorio va dirigido especialmente a estudiantes de un nivel basico de los programas
de Ingenieria, que tengan entre sus haberes, inicialmente estar inscritos en un curso de
Ecuaciones Diferenciales ordinarias de primer orden, donde al menos tengan conceptos
basicos de Minimos cuadrados, por medio de los diferentes tipos de regresion que nos
brinda la herramienta de la Estadistica Inferencial y ademas iria dirigida a estudiantes que
tengan la necesidad de implementar un modelo a fendmenos ciclicos haciendo uso de la
herramienta que nos brinda el analisis de Fourier en un curso de Matematicas avanzadas. El
modelamiento matematico permite crear lazos entre la matematica y la ingenieria
generando motivacion en los procesos de aprendizaje.

Marco Tedrico o conceptual

Los modelos matematicos pueden asumirse como método de ensefianza y de investigacion,
Biembengut y Hein (2006) en la que induce a los estudiantes un incremento del concepto
matematico, permitiendo interpretar, formular y resolver problemas de ingenieria en
especial. Adicionalmente estudios realizados por Camarena (2009 y 2012), han
caracterizado el modelamiento matematico como estrategia didactica en la formacion de
futuros ingenieros como contexto de las ciencias. Algunos autores como Rodriguez (2010)
han trabajado las ecuaciones diferenciales como herramienta de ensefianza en
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Modelamiento matematico, y Guerrero, Camacho y Mejia (2010) utilizando un enfoque
I6gico semidtico, modelan problemas resolviendo ecuaciones diferenciales.

Método

La propuesta metodoldgica, de las practica a realizar sobre modelamiento se presentan
como herramienta de ensefianza — aprendizaje, y si en su defecto de investigacion. Se
presentan algunas situaciones de la vida cotidiana como objeto de ser modeladas, se trata
luego su matematizacion con el apoyo de algunas herramientas, se procede a su solucién y
en Ultimas se expresa dicha solucién en términos matematicos. Lo anterior se hace por
medio de unidades didacticas, permitiendo conocer aspectos epistemoldgicos, heuristicos y
cognitivos de los estudiantes a los que se les brindaria dichas practicas finalmente.

Al querer modelar fendmenos y/o procesos (W) que varien con respecto al tiempo,
denotaremos a W=f(t), siendo W la variable dependiente y t la variable independiente,
mediante observacion, se analizaran como varian directamente las variables de la siguiente
manera: A) t vs W, B) W vs dw/dt, C) W vs 1/W*dW/dt, en las que tienen en cuenta
comportamientos de variacion de la variable en cuestion con respecto al tiempo, asi como
la respectiva tasa relativa de crecimiento de la variable a modelar.

Disefios Didacticos

- Para el tipo A, se tiene la modelacion de fendmenos ciclicos, como los latidos del
corazon, las olas del mar, el nivel de las mareas, el movimiento de una cuerda de
guitarra, etc., pero para nuestro caso se desea implementar la modelacion de la
temperatura en un lugar determinado, tomando datos de Temperatura en intervalos de
30 minutos (0.5 h) durante un lapso de 72 horas y para su objetivo se tendran a
disposicion 3 métodos y estos son: Observacion, Minimos cuadrados y por Gltimo
Series de Fourier (Para tres niveles de formacion distintos en Ingenieria). Se demostrara
que W = A*sen (Bt + C) + D. El trabajo consiste en obtener las constantes A, B, C y D.
Al final se podra encontrar el momento de la maxima temperatura, de la minima
temperatura, asi como los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la temperatura
que permitan tomar criterios decisorios respecto a margenes de seguridad. Estudios de
este tipo han sido recomendados por Stewart, Redlin y Watson (2007) y Swokowski y
Cole (2006). EI procedimiento se expone en Plaza (2011) y en la que se deben tomar
muestras de los datos como evidencia aparece en la figura No. 1, y donde los datos
deben quedar consignados como en la tabla No. 1.

Fig. No. 1. Elementos necesarios para Laboratorio de Fendmenos ciclicos.

559



ALGUNAS DIDACTICAS DE CAMPO EN LA ENSENANZA DE HERRAMIENTAS DE MODELAMIENTO MATEMATICO PARA

INGENIERIA
Luis Fernando Plaza Gdlvez

Tiempo Temperatura =
Hora reloj transcurrido = T(°C)

t (h)
6:00 p.m 0 T,
6:30 p.m. 05 T,
7:00 p.m. 1 T,

Tabla No. 1. Toma de datos en Laboratorio de Fendmenos Ciclicos.

Para el tipo B, se tiene el analisis de la Ley de Enfriamiento y/o Calentamiento de
Newton, asi como el vaciado de tanque. Para la primera practica se toman datos de
Temperatura y tiempo en lapsos de cada un minuto. Los elementos necesarios son un
termdmetro digital con termocupla, un beaker, una estufa pequefia de una boquilla y un
cronometro o reloj (para toma de tiempo transcurrido), ver figura 2.
consiste en llevar 100 ml de agua a un beaker. Luego hacerlo pasar por una fuente de
calor (una estufa eléctrica de una boquilla) hasta obtener su punto de ebullicion A
partir de ese instante se toman datos de temperatura cada minuto, hasta tratar de llegar a
la temperatura ambiente y donde los datos deben quedar consignados como en la tabla

No. 2. Esta practica es recomendada por Zill (2009) y fue expuesta en Plaza (2013).

Fig. No. 2. Elementos necesarios para Laboratorio Ley de Enfriamiento.

Tiempo Transcurrido
=t (min)

Temperatura =
(°C)

T

dt/dt, con At=
Diferenciacion
numérica a 3 pasos

La préactica
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0 To

1 T: (T2-To)/2
2 T (T3-Ty)/2
3 T2 (Ts_T2)I2

Tabla No. 2. Toma de datos en Laboratorio de Ley de Enfriamiento.

Demostrandose con una buena aproximacion se puede modelar con al apoyo de la
Regresion Lineal, pues dT/dt = k* (T-To), siendo To la temperatura ambiente, y en la que
estd también se puede expresar como dT/dt = aT + b, el cual representa el comportamiento
lineal de la variacion de la temperatura con respecto al tiempo.

En la practica del vaciado de Tanque, se puede encontrar la variacion de la altura del nivel
de un liquido H, a través de un tanque, después del inicio de un proceso de vaciado, sin
tener en cuenta la geometria del recipiente, el agujero de entrada y salida del liquido, los
cuales si son tenidas en cuenta en la Ley de Torricelli, tal como aparece en la figuras No. 3
y 4. Para eso se monitoreo el vaciado del tanque tomando datos de altura y tiempo en lapsos
de 30 segundos (0.5 minutos) y la informacion es consignada en la tabla No. 3.

Fig. No. 4. Proceso de toma de datos en el Laboratorio Vaciado de Tanques.
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Tiempo Transcurrido Altura=H (cm) dH/dt, con At= 0.5,
=t (min) Diferenciacion numérica
a 3 pasos
0 Ho
0.5 Hi (H2-Ho)/1
1 Ho (Hs-H1)/1
15 Hs (Ha-H2)/1

Tabla No. 3. Toma de datos en Laboratorio de Vaciado de Tanques.

Haciendo uso del método de Diferenciacién numérica inicialmente a tres pasos se puede
obtener la derivada para los dos casos antes expuesto, como lo expone Chapra y Canale
(2000) y luego mediante el uso de Minimos Cuadrados, se puede hacer uso de la mejor
Regresion que permita la distribucion de los datos, tal como se expone en Walpole, Myers
y Myers (1998). Se demuestra con una regresion potencial que la variacion de la altura
obedece a una expresion del tipo dH/dt= aHP. Esta préctica fue expuesta en Plaza (2014).

Los parametros a y b de las dos regresiones expuestas pueden ser encontradas con ayuda de
una hoja de calculo como el Excel. En ambos casos se originan Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias de primer orden que son resueltas por el método de Separacion de Variables.
Las constantes de Integracion son resueltas por medio de la condicion inicial en la toma de
datos.

- En el tipo C, se tiene el analisis de crecimiento (comportamiento de la evolucion del
peso), en el caso de especies menores (ovejas, cerdos, cabras, pollos y cuyes, como
produccién animal en explotaciones pequefias, ver Ortegén, 2012). Donde se puede
aportar informacion para la toma de decisiones que ayudan a mejorar la produccion
bilogica agropecuaria como es el peso en funcién del tiempo, la velocidad de
crecimiento, la tasa relativa de crecimiento y una fecha ideal de sacrificio, para llegar a
una optima produccion. En esta oportunidad, la toma de datos puede variar, debido a la
vida util de cada uno de los animales en cuestién, y la practica puede ser llevada a cabo
en un espacio mayor a cuatro meses, por lo que podria ser una dificultad como proyecto
de periodo académico, pero si como tarea de investigacion. En esta oportunidad se
puede monitorear el crecimiento de aves (pollo parrillero) por su corta vida atil. Los
datos pueden tomarse con lapsos de una semana cada uno, tal como aparece en la figura
No. 5 y lo ideal es contar con la fecha de parto o nacimiento, segun sea el caso, como
dato inicial. Su evolucion puede verse en la figura No. 6. Las diferentes formas de
regresion de la tasa relativa de crecimiento nos arroja varias opciones de solucién. Aqui
se logra obtener una expresion de la forma 1/W*dW/dt = aW + b, cuya solucion es
conocida como el Modelo Logistico. Otra solucion es de la forma 1/W*dW/dt = aLn
(W) + b, cuya solucion es conocida como el Modelo de Gompertz.
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50 dias
después

Fig. No. 6. Evolucion de crecimiento de aves.

Una toma de datos, para el crecimiento de especies menores, seria similar a la siguiente

Tiempo Peso, W () W’ =dW/dt, W’ /W

Transcurrido con At= 7, | Tasa relativa de

=t (dias) Diferenciacion crecimiento
numérica a 3 pasos

0 Wo

7 W1 (W2 —Wo)/14 (W2 — Wo)/(14 W1)

14 W2 (W3 —Wy)/14 (W3 —W1)/(14 W2)

21 W3 (Ws—W2)/14 (Was—W2)/(14 W3)

Tabla No. 4. Toma de datos en Laboratorio de Crecimiento de Aves.
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Otra practica importante en este tipo de andlisis es el Pelado de Frutas, como un caso
particular de medida de productividad, midiendo el rendimiento de una unidad econémica
en un periodo determinado, ver INEG (2013). Se espera obtener una expresion que permita
medir el numero de bananos pelados, y, en funcion del tiempo, 6sea y = f (t). Siendo t, el
tiempo real transcurrido, por lo que deben ser tenidas en cuenta las interrupciones de la
produccién tales como: las pausas activas, la parada para consumo de alimentos, etc.,
modelando asi la eficiencia de un empleado, asi como los costos en los que puede incurrir
la empresa debido a mano de obra. La practica se debe hacer durante una semana, por
jornada de trabajo, por empleado, distinguiendo género y antigiiedad, en la medida de las
posibilidades. Los datos deben ser tomados cada 30 minutos. Al comportamiento de
1/y*dy/dt vs y, se le hace analisis de regresion lineal, logaritmica y potencial, para luego
resolver las respectivas ecuaciones diferenciales a las que haya lugar, con la misma
condicion inicial, en forma analoga como en la practica anterior.

Consideraciones finales

Las précticas de laboratorio permiten inducir en el estudiante de ingenieria, contribuir para
que este construya matematicas, pues los fenémenos abordados permiten describir otro tipo
de experiencias que junto al andlisis del tipo grafico, simbdlico, etc. (andlisis cualitativo y
cuantitativo) pueden generar nuevo conocimiento, o permiten refutar o confirmar otros ya
existentes.

Una conclusién importante es que un modelo que emergen en una situacion, puede ser
aplicada en otro contexto, como es el caso de los modelos de crecimiento y la aplicacion en
curvas de aprendizaje asociadas a produccion.

Este tipo de actividades didacticas, en las que se usa el Modelamiento Mateméatico como
herramienta de Ensefianza — Aprendizaje, permite acercar al estudiante de ingenieria con su
profesion, por medio de conceptos tales como:

- Funciones, pues a pesar de que se esta trabajando variables que dependen de una sola
variable, puede ser la base para un analisis multivariado.

- Célculo como la derivada (variaciones) y el limite (comportamientos asint6ticos)
especialmente cuando se desea conocer el valor de la funcion a modelar para valores
muy grandes del tiempo, como es el caso del momento ideal para el sacrificio de una
especie menor, 0 en un caso de produccion un momento de fatiga.

- Estadistica, con aplicaciones de Maximos y Minimos en varios tipos de Regresion.
- Ecuaciones diferenciales, aquellas que son obtenidas a partir del punto anterior.

- Analisis de Fourier, cuando se enfrenta a fendmenos periddicos.
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