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Resumen

La investigacion que se presenta tiene por objetivo abordar la Serie Trigonométrica de
Fourier (STF) de manera sistémica, desde una perspectiva Socioepistemoldgica.
Pretendemos hacer un disefio de ingenieria didactica para resignificar la STF partiendo de
un analisis preliminar exhaustivo. En este avance de investigacion ofreceremos los
antecedentes del proyecto, con el fin de dar una vision general de los resultados de
investigacion realizados en matematica educativa alrededor de la STF.
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Introduccion

La ensefianza del calculo en el nivel superior ha sido motivo de mdltiples investigaciones
en Matematica Educativa, dentro del célculo la STF es uno de los temas primordiales, pues
este fue un punto de quiebre en el desarrollo del analisis matematico, y en la evolucion del
concepto de funcién como lo conocemos hoy en dia.

Por otra parte la STF es el estadio mas avanzado de las funciones trigonométricas (Montiel,
2005), por lo que es necesario que estas estén construidas como objeto en los estudiantes,
es decir, que puedan ser susceptibles de manipulacion, para lo cual es necesario el transito
entre los diferentes registros de representacion, donde el registro grafico y el numérico
cobraran gran importancia, lo que nos permite formular una posible hipdtesis de
investigacion: para significar la Serie Trigonométrica de Fourier se requiere de un ambiente
fenomenoldgico distinto a la determinacidn del estado estacionario, para lo cual se precisa
que las funciones trigonométricas estén construidas como objeto matemaético entre los
estudiantes.

Con este disefio de intervencion se espera cerrar un ciclo de investigaciones dentro de la
Teoria Socioepistemoldgica de la Matematica Educativa proporcionando un producto de la
investigacion para el trabajo en el aula basado en la construccion social del conocimiento y
con ello proponer un redisefio para el discurso matematico escolar vigente.

Marco Teorico y Antecedentes

Las STF es un tema fundamental en cursos avanzados de ingenieria, en estas asignaturas se
busca que las matematicas brinden una base sélida para la formacion de los futuros
ingenieros (Rodriguez, 2009). Ademas la STF ha “tenido gran influencia en el desarrollo de
la teoria de funciones reales de una variable real, comparable sélo con las series de
potencias en la teoria general de funciones” (Farfan, 1986, pag. 1). En el Departamento de
Matematica Educativa del Cinvestav-IPN, diversos estudios se han preocupado por el
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abordaje de la STF, estas investigaciones se han fundamentado en la Teoria
Socioepistemologica de la Matematica Educativa, las cuales han seguido una aproximacion
sistémica para la construccion social del conocimiento, mediante la articulacion de cuatro
componentes: la naturaleza epistemoldgica, la dimension sociocultural, los planos de lo
cognitivo y la dimension didactica (Cantoral, 1999).

El trabajo que se presenta corresponde a los antecedentes para un disefio de Ingenieria
Didéactica enfocado al abordaje de la STF, por lo que gracias a la cantidad numerosa de
trabajos alrededor del objeto se busca dar cuenta, de manera integradora, de los siguientes
aspectos acerca de la STF: El problema de la cuerda vibrante como antecedente de la STF
(Farfan, 1986; Ulin, 1984), la determinacién de la fenomenologia intrinseca del objeto
matematico “determinacion del estado estacionario” (Farfan, 1994; 2012; Marmolejo,
2006); y las nociones fisicas y matematicas relacionados con la STF como lo son la
actividad de modelacion (Morales, 2003), la nocion de calor (Morales, 2010), la
visualizacion matematica de la STF (Rodriguez, 2009), la hipotesis de periodicidad
(Véasquez, 2006), la convergencia de la STF (Moreno, 1999).

Diversos estudios en Matematica Educativa se han preocupado por el abordaje de las series
de Fourier con la finalidad de mejorar los procesos de aprendizaje via la ensefianza y que
asi las matematicas brinden una base solida para la formacion de los futuros profesionales
(Rodriguez, 2009). Es asi como esta investigacion se interesa, principalmente, por aquellos
acercamientos a las series de Fourier que den cuenta de su génesis y de las nociones que se
encuentren alrededor del trabajo con las mismas.

Acerca del estado estacionario:

Este apartado esta enfocado en las investigaciones que dieron cuenta de la génesis de la
serie de Fourier relacionado con la determinacion del estado estacionario, asi como el
problema de la conduccion de calor como ambiente fenomenoldgico que dio paso al
surgimiento de las series de Fourier, como lo reporta Farfan (1994; 2012).

Un primer acercamiento al trabajo de Fourier lo hace Ulin (1984) en sus tesis de maestria
“Andlisis historico-critico de la difusion de calor: el trabajo de Fourier” donde discute la
soluciéon del problema de transmision de calor entre cuerpos disjuntos haciendo una
analogia con el problema de la cuerda vibrante en su caso discreto, luego realiza el mismo
analisis haciendo el salto hacia lo continuo, concluyendo que hacer el salto de lo discreto a
lo continuo resulta “tan complejo” porque el andlisis que se requiere en cada uno es
completamente distinto, hecho que provoca que sea imposible separar el modelo
matematico del problema fisico.

Al respecto Farfan (1986) nos muestra que D. Bernoulli, al resolver el problema de la
cuerda vibrante, utiliza argumentos fisicos para decir que la forma inicial de la cuerda se
puede expresar como una serie trigonométrica. En contraparte:

“Fourier nos muestra que la soluciéon matematica es acorde con la
situacion fisica, pero la demostracion se inserta en la matematica
misma sin alusién a argumentos gue no pertenecen a ella. Asi se da
la separacion entre la Fisica y las matematicas que desde la
antigiedad caminaban estrechamente ligadas una de la otra”.
(Farfan, 1986, pag. 67)
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Es decir, se da una ruptura entre el modelo matematico y el problema fisico, aunque el
primero siempre responde al segundo, las argumentaciones utilizadas son propias del area
de las matematicas. Para esto Fourier hace uso de un alto dominio de todo el aparato
algebraico, razén por la cual Morales (2003) considera a Fourier un “modelador experto” y
analiza su obra titulada Memoire sur les Températures du Globe Terrestre, para
comprender los razonamientos de este cientifico y las implicaciones fisicas y matematicas
que tiene el estudio del calor, donde se hace notar que:

...”la trasposicion didactica a la que inevitablemente los conceptos
son sometidos antes de su inclusion en la escuela, ha dividido el
trabajo de Fourier en algunos aspectos puramente fisicos y otros
puramente matematicos hasta desproveerlo de todos los aspectos
desde los cuales estos aspectos surgieron, convirtiéndolos en
algunos casos en herramientas puramente matematicas”. (Morales,
2003, pag. 58)

Se vislumbra asi el hecho de que las herramientas brindadas por la escuela no son
suficientes para hacer una modelacion matematica como la que requiere cualquier
fendmeno relacionado con las series de Fourier, es decir con la determinacién del estado
estacionario.

En su investigacién, Morales (2010) analiza la ambigliedad en el concepto de calor y da una
caracterizacion del pensamiento fisico-matematico, en lo que resalta “El pensamiento fisico
usa en repetidas ocasiones al pensamiento matematico, Unicamente para darle formalidad o
para comunicarlo, pero no lo usa para argumentar” (Morales, 2010, pag. 177). Esto indica
que no hay una retroalimentacién de la matematica hacia el problema fisico, pero esto se
debe a que comprender el concepto de calor representa una tarea cognitiva de alto nivel, tal
y como se ha reportado:

...este concepto fisico no es producto de la primer experiencia
sensible; baste decir que la humanidad conoce, requiere y manipula
el calor desde tiempos remotos, en tanto que su estudio cientifico
inicia en el siglo XIX, poco después de la publicacién de la
Mecanica Celeste de Laplace. Es decir, se ha estudiado la
naturaleza del espacio que circula el globo terrestre antes de dar
cuenta de un fendémeno vital para la vida humana. Ello no es
gratuito, la abstraccion requerida para la adquisicion del concepto
fisico involucrado representa una tarea cognoscitiva de las mas
complejas”. (Farfan, 2012, pag. 270)

Por lo que el ambiente fenomenoldgico en el que surgié no parece ser el medio propicio
para llevar la serie de Fourier al aula, ya que este resulta ser mas complejo que la serie
misma, esto en contradiccion con lo que expone Muro (2000) en su tesis de maestria busca
significar la serie de Fourier mediante una contextualizacion (Matematica en Contexto)
cercana al ingeniero quimico, la transferencia de masa, donde se apoya en la hipdtesis de
que la matematica en contexto es un medio ideal para la ensefianza de las matematicas.

Acerca de las series y su convergencia:

Farfan (2012) plantea que la consideracion del estado estacionario marca una ruptura
epistémica, ya que se traslada el problema de calcular la suma de una serie a determinar su
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convergencia, ante esto Flores (1992) basado en su analisis epistemologico alrededor del
trabajo de Cauchy sobre los criterios de convergencia, hace un montaje experimental con
el objetivo de saber si operar con los términos de una serie es un mecanismo natural para
conocer su convergencia, a lo cual concluye que “No es natural operar con los términos de
una serie [numérica] para determinar si esta converge o diverge” (Flores, 1992, pag. 208).

Por su parte, Albert (1996) encuentra que para superar algunos obstaculos epistemologicos
relacionados con las series como el infinito, serie infinita, convergencia de series, entre
otros; se debe acercar al contexto del profesional, para dar significado al objeto
matematico, esto se desprende también de la investigacion de Farfan (2012) pues indica que
deben estudiarse diversos ambientes fenomenoldgicos cercanos al contexto del profesional.

Ante el problema del flujo de calor Marmolejo (2006) indica que primero se debe conocer
la condiciones de contorno que permiten que un proceso de transferencia de calor tenga
lugar y que esto conduce necesariamente a un estado estable (estado estacionario), esto lo
vislumbro a través de la experimentacion con estudiantes utilizando una simulacién (por
computadora) del problema del calentamiento de una barra metalica e indica que esto
podria dar paso a comprender la convergencia de la serie de Fourier.

Otros aspectos relacionados con las series de Fourier:

En esta seccion interesan aquellas investigaciones que tratan de nociones u objetos
matematicos relacionados con las series de Fourier, como lo son la periodicidad, la
visualizacion de la STF y la convergencia de la misma.

Véasquez (2006) se interesa por el rol que desempefia la hipétesis de periodicidad para la
STF, por lo que da cuenta de como el caracter periddico, presente en el discurso
matematico escolar, para el cdlculo de una serie de Fourier no estuvo presente en su génesis
historica, ya que en la Théorie Analytique de la Chaleur las generalizaciones son para

intervalos de longitud finita y no sobre todo R, ademas al hacer un montaje experimental
indica que:

...”’la periodicidad es una argumentacion que no se ha construido
en los alumnos. . . El procedimiento que siguen para la resolucion
de problemas no toma en cuenta la periodicidad; esto es, la
periodicidad no es obstaculo para resolver un problema, ya que si la
funcién es periddica o no, ellos calculan la serie de Fourier. Sin
embargo, en los cuestionarios la hipétesis de periodicidad surge de
manera casi natural”. (Vasquez, 2006, pag. 62)

Con esto se presenta la hipotesis de periodicidad como un obstaculo de tipo didactico, que
no afecta el calculo de la STF, pero si a la argumentacion de los estudiantes respecto a
poder calcular la serie de cualquier funcion, esto debido al discurso matematico escolar
predominante.

Por otra parte, Rodriguez (2009) se enfoca principalmente, en la visualizacién matematica
presente en el trabajo de Fourier.

...”independiente del contexto fisico en el que se halla el trabajo de
Fourier, ¢l “visualiza matematicamente”, trata de dar un sentido y
significado al analisis de sus resultados, en un principio justifica
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fisicamente pero posteriormente la justificacion se situa en el plano
matematico”. (Rodriguez, 2009, pag. 34)

Con base en esta idea Rodriguez aplica un disefio experimental, enfocandose
principalmente en la visualizacion matematica, observa que los estudiantes a quienes aplicd
el disefio tienen carencias en la comprension de la nocién de funcién, con ausencia de
interaccion entre los diferentes registros (grafico y algebraico), especificamente trabajan las
series de Fourier de forma algoritmica, sin reflexién en el proceso, la memoria es su
principal herramienta de aprendizaje, recomienda que un disefio de situacién debe
considerar el trabajo en los diferentes registros de representacion, pues esto favoreceria la
comprension de los objetos matematicos y potenciar el pensamiento matematico en el
estudiante (Rodriguez, 2009).

Siguiendo esta idea el trabajo de Moreno (1999) utiliza un ambiente fisico-geométrico que
le permite superar el obstaculo epistemolégico Ilamado principio de permanencia de
Leibniz, el cual permitié al estudiante “construir una funcion periddica discontinua, como
limite de las sumas parciales de la serie trigonométrica dientes de sierra” (Moreno, 1999,
pag. 97), ademas de visualizar, apoyado en el uso de tecnologia, la convergencia de la serie.
El estudio de Diaz-Barriga (1993) estudia la transformada rapida de Fourier y como esta es
resultado de la generalizacion natural de las series de Fourier en donde se puede hacer uso
de la trasformada de Fourier en las aplicaciones a la vida real.

Finalmente, Montiel (2005) hace un estudio socioepistemoldgico de la funcion
trigonométrica donde se nota que la STF es el ultimo estadio de las funciones
trigonométricas y que para significar la STF y su convergencia se tiene la necesidad de que
de manera previa se signifique la funcion trigonométrica como herramienta predictiva,
ademas de que las caracteristicas de las funciones seno y coseno (periddicas y acotadas) y
sus variaciones poseen las mismas caracteristicas, las convierten en una herramienta muy
poderosa dentro de la mateméatica misma y para la modelacion de fenémenos de naturaleza
periodica.

La Ingenieria Didactica como Metodologia de la Investigacion

La Ingenieria Didactica (ID) es una metodologia de investigacion que se basa en el disefio y
experimentacion de secuencias didacticas de manera controlada, donde los resultados de la
secuencia se validan de manera interna mediante una comparacion entre un andlisis a priori
y un analisis a posteriori (Artigue, 2014). El sustento teorico de la ID proviene de la Teoria
de Transposicién Didactica y de la Teoria de Situaciones Didéacticas, al considerar estas dos
teorias al analizar el fendbmeno didactico, la primera con un alcance global y la segunda con
un alcance local, se ve la necesidad de hacer un analisis de tipo sistémico alrededor del
fendmeno didactico (Farfan, 2012), en nuestro caso la STF.

Grosso modo la metodologia que seguira este trabajo comprende las siguientes fases:

e Un analisis preliminar que incluye tres componentes: la didactica, es decir, cdmo
vive la STF en el sistema educativo (libros de texto, planes y programas de estudio,
clases magistrales, entre otros); la epistemologica, pues esta provee de historicidad a
la STF, por lo que se estudiara desde el problema de la cuerda vibrante hasta el
estudio de la propagacion de calor de Fourier; y la componente cognitiva de la
poblacién que sera sometida a la ingenieria.
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e La segunda fase constituye el disefio de intervencion, en esta parte se deciden las
variables macro y micro didacticas que van a considerarse, basandose a en el
analisis a priori.

e Por Gltimo, la aplicacion del disefio y el analisis de los resultados.

Es importante recalcar que la Teoria Socioepistemoldgica agrega una cuarta componente al
analisis preliminar, la social y cultural, donde interesan los procesos de construccion social
del conocimiento, esta componente permea todas las demas, lo cual robustece la ID en su
andlisis preliminar, cuya precision es de suma importancia para el disefio (Farfan, 2012).

Reflexiones

Cabe destacar que este avance de investigacion representa unicamente los antecedes del
proyecto y que estos, en su mayoria, han sido analisis preliminares de ingenierias didacticas
acerca de aspectos relacionados con la STF, pero estudiados de manera aislada, uno de los
fines de este trabajo es el de integrar todos los avances que se han tenido a nivel de
investigacion relacionados con la STF, para asi poder hacer un disefio de ingenieria
didactica de intervencion para el aula enmarcado dentro del enfoque de la Teoria
Socioepistemologica de la Matematica Educativa, por esta razon a partir de los
antecedentes podemos asegurar lo siguiente:

e La escuela, considerando los diferentes niveles, no provee de las herramientas fisicas y
matematicas necesarias para comprender la nocion de calor ni el concepto de estado
estacionario en los ambientes fenomenologicos ligados a la STF.

e Partir del ambiente fenomenologico, determinacion del estado estacionario, es una tarea
cognitiva mas compleja que la serie misma, lo cual contradice la hipétesis de la
Matemética en Contexto, donde se debe partir del ambiente fenomenoldgico para
significar la STF.

e Se deben buscar de otros ambientes que permitan significar la STF, pero que no
requieran de la nocién de estado estacionario.

e Una situacion que se base en la modelacion de movimientos circulares superpuestos
podria permitir superar uno de los obstaculos epistemoldgicos ligados a la STF: el
principio de permanencia de Leibniz.

e La hipoGtesis de periodicidad no estuvo presente en la génesis de la STF y no es
necesaria para que los estudiantes la construyan, sino que podria ser un resultado
derivado de su construccion.

e Es necesario trabajar en diferentes registros de representacion, donde el gréfico y
numérico cobran gran importancia.

e Para la correcta significacion de la STF, es necesario que previamente las funciones
trigonométricas seno y coseno se hayan construido en el estudiante como objeto
matematico, es decir un objeto susceptible de manipulacion.

Con el fin de proponer un disefio de intervencion para el aula es necesario vislumbrar todas
estas consideraciones en el analisis a priori, pues esto integraria las diferentes ideas que se
han logrado gracias a la investigacion sobre la STF, y a partir de esto construir el disefio de
intervencion.
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