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Resumen

En este articulo presentamos avances de nuestra investigacion en busqueda de ampliar los estudios de la
covariacion logaritmica. Las actividades disefiadas inician con la construccion de un caracol nautilus con
doblado de papel. Al observar la figura se percibe que la curva se construye a través de triangulos
semejantes, donde sus puntos se pueden localizar en el plano polar con un lado del tridngulo y su angulo.
Esto nos invita a trabajar en otro sistema de coordenadas y utilizar geometria dindmica. Este ambiente
propicia una red de modelos donde al localizar puntos pertenecientes a la curva y tabularlos, se percibe la
regularidad que existe entre estos, encontrando asi una progresion aritmética en los angulos y una progresion
geométrica en los radios (lado del triangulo) datos necesarios para abordar la covariacion logaritmica.
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1. INTRODUCCION

La construccion de un disefio como facilitador para el aprendizaje de un saber matematico
nos induce a construir, desde practicas sociales, un indicio que ayude a comprender el significado
del objeto de estudio, una exploracion de los fenomenos naturales que ocurren en nuestro entorno
de vida. La construccion de como se conciben estos fendmenos nos lleva a estudiar las herramientas
matematicas, la articulacion entre ellas, la emergencia de modelos que den cuenta del fendémeno en

tanto argumentamos.

En nuestro afan de ampliar los estudios realizados sobre covariacion logaritmica (Ferrari y
Farfan, 2008 y 2010) al sistema de coordenadas polares, encontramos que varios trabajos de
investigacion sobre el uso escolar del sistema de coordenadas polares (Montiel, Wilhelmi,
Vidakovic y Elstak, 2009; Ramirez y Ferrari, 2011; Moore, Paoletti y Musgrave, 2013) reportan
que, por lo general, los estudiantes extrapolan argumentos validos en el sistema de coordenadas
cartesianas para interpretar las graficas en polares. Evidencian también fragilidades en el uso de
angulos expresados en radianes (Martinez-Sierra, 2012), sin dejar de mencionar la problematica que

surge al interpretar un par coordenado en este ambiente.
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En este articulo, presentamos un avance de nuestra investigacion sobre la argumentacion de
estudiantes de sexto semestre de la Licenciatura de Matematicas alrededor de la covariacion
logaritmica en coordenadas polares. Reportamos entonces, el disefio de aprendizaje reflexionando
sobre las herramientas y argumentos que emergen al construir, con plegado de papel, un caracol
nautilus (Figura 1), asi como el uso de geometria dinamica (GeoGebra) como herramienta para

graficar su contorno propiciando una red de modelos que sustenta la covariacion logaritmica.

T EE R b o

Figura 1: Esquema de un nautilus en coordenadas polares

2. MARCO TEORICO

En esta investigacion nos identificamos con la socioepistemologia al sostener que el saber
no se limita a definir la relacion que éste guarda con los objetos matematicos sino a posicionar al
ser humano en el acto mismo de significar, conocer, construir significados y en consecuencia
estructurar sus sistemas conceptuales en tanto se lo problematiza. Ese saber emerge de practicas
sociales que no se limitan a caracterizar lo que el ser humano hace, sino a problematizar las causas
del porqué lo hace, describir las circunstancias de como y cuando lo hace, en donde y por qué lo

hace y como se concibe haciéndolo (Cantoral, 2013).

La Socioepistemologia propicia la confluencia y relacion dialéctica de aspectos que
consideramos fundamentales al abordar un fendmeno didactico. Contemplar y analizar el devenir de
una nocién a un objeto de saber; caracterizar las concepciones de los alumnos; dar cuenta de como
vive una nocion en las aulas y el discurso matematico escolar que se genera, ser conscientes que la
matematica es un bien cultural inmerso en una sociedad y tiempo determinados que condiciona su
comunicacion y apropiacion (Cantoral, 2013) conlleva profundizar en la reorganizacion de la obra
matematica, en la reconstruccion de significados y en la matematica como actividad humana

(Cordero, Cen & Suarez, 2010), supuestos basicos de la socioepistemologia a la cual adherimos.

Ferrari (2008) reporta, en su indagacion socioepistemologica, que se pueden distinguir tres

etapas en el desarrollo de los logaritmos si se toma como eje central la relacion entre las
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progresiones aritmética y geométrica; argumento utilizado por Napier para su primera definicion y
los aportes de Brigss para afinar su funcionamiento con el afan de facilitar cdlculos. Elementos que
también fueron utilizados por Bradardin, Huygens o Newton, entre otros, en la busqueda de
modelar el movimiento de un objeto en un elemento viscoso. Practicas que este investigador

considerd como las propulsoras de la construccion de los logaritmos.

Ferrari, Martinez y Méndez (2016) retoman de Confrey y Smith (1995) que “the
construction of a counting and a splitting world and their juxtaposition through covariation provide
the basis for the construction of an exponential function” (p. 80), idea que extienden a la funcion
logaritmica. Parten entonces de la hipotesis epistemoldgica de que la incorporacion explicita de la
relacion entre una progresion aritmética y una geométrica, que denominan covariacion logaritmica,
como la esencia misma de los logaritmos, propiciaria una integracion, quizas mas efectiva y por
tanto mas robusta, de esta nocion como funcion (Ferrari, 2008). Funcion que ahora estudiamos en el

ambito del sistema de coordenadas polares.

En esta investigacion nos interesa resaltar el papel que juega la modelacion (Arrieta & Diaz,
2015), en tanto emerge como argumento unificador, la covariacion logaritmica en un ambiente de
coordenadas polares. Nos enfocamos entonces en estudiar los argumentos que emitan los
estudiantes universitarios al involucrarlos en un ambiente especial disefiado utilizando el plegado de
papel y el uso de geometria dinamica, elementos que propicien la construcciéon de una espiral
logaritmica y su discusion. Compartimos con Krummheruer (2015) la idea de que, por lo general se
asume que la argumentacion, que parece ser bastante explicita y sofisticada en los participantes, es
una condicion previa para la posibilidad de aprender y no sélo el resultado deseado del
conocimiento matematico puesto en juego. Es decir, el conocimiento matematico es argumentativo
y surge en la participacion de los estudiantes en “una practica de explicar” (Garfinkel, 1967, p. 1,
citado en Krummbheruer, 2007). Practica que es provechosa y de apoyo, asi como la iniciativa para

los procesos de aprendizaje matematico de los estudiantes.

3. METODOLOGIA

Es el experimento de ensefianza la metodologia de nuestra investigacion. Un experimento de
ensefanza consiste en una secuencia de pasos de episodios de ensefianza en los que los participantes
son normalmente un investigador-docente, uno o mas alumnos y uno o mas investigadores-

observadores (Steffe y Thompson, 2000, citado en Molina, Castro, Molina y Castro, 2011). Los
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experimentos de ensefianza se hacen para testar y generar hipotesis, durante el experimento, en
general, o durante cada uno de los episodios, siendo en ocasiones necesario abandonar o reformular
hipotesis a la luz de los datos. El objetivo ultimo es elaborar un modelo del aprendizaje y/o el
desarrollo de los alumnos, en relacion con un contenido especifico, entendiendo este aprendizaje
como resultado de la manera de operar y las situaciones puestas en juego por el investigador-

docente (Molina et al., 2011).

Ademas, tomando en cuenta las condiciones de recogida de datos, que es a través de
grabaciones de video y voces, asi como de evidencia fisica (instrumento de trabajo), el analisis que
resulta hace perseguir el objetivo de nuestra investigacion mas alla de ver su efectividad sino, es
mostrar por qué el disefo instruccional funciona y poder adaptarla a nuevas circunstancias (Confrey

2003).

4. DISENO DE LA ACTIVIDAD DE APRENDIZAJE

En busqueda de actividades recreativas para participar en la Expomatematica de nuestra
escuela, evento que desde 2004 se presenta en el Zdocalo de Acapulco, donde compartimos nuestra
alegria y esfuerzos por acercar las matematicas al ciudadano y por tanto impulsar la divulgacion de
las ciencias, hallamos un video de Tomoku Fuse [1] sobre la construccion de un caracol nautilus
con plegado de papel. Este video nos desafi¢ a analizar qué herramientas matematicas se involucran
en el plegado y los argumentos que van emergiendo al ir reconociendo ciertas regularidades, con el
fin de disefiar una actividad de aprendizaje. Nos interesa entonces propiciar la emergencia de una

red de modelos en tanto manipulamos una hoja de papel y le damos una particular forma (Tabla 1)

Observando con cuidado la forma de este caracol o simplemente recorriendo con el dedo su
borde se perciben dos elementos importantes, el giro por tanto una variacion angular y el aumento
de la distancia al centro, que al considerarlas simultaneamente, surge una espiral. Podemos entonces
describir su forma al visualizar simultdineamente “angulo-distancia” lo que nos invita a trabajar en
el sistema de coordenadas polares y si nos detenemos en como varian, percibimos que la

covariacion logaritmica rige la curva.

Pero ;/Qué elementos permite visualizar esta contrucciéon? Si analizamos nuevamente el
caracol, vemos que una de las figuras geométricas determinante en ¢l son los triangulos (Figura 2),

que van rigiendo la curva, esto nos lleva a pensar sobre un modelo articulando el fenomeno
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(construir el caracol) con la evolucion de tridngulos rectangulos semejantes que nos inviten a

reflexionar sobre la curva que envuelve nuestro caracol.

De un cuadrado
obtenemos un
romboide,
doblamos a la mitad
con respecto del eje
menor, de lo
obtenido doblamos
la mitad entre el eje
menor y el doblez
anterior, repetimos

el mismo

procedimiento hasta

obtener 8

longitudes.

De la mitad que =~ Doblamos Enrollamos.
queda se diagonales.
obtienen

longitudes con
valor uno y
medio de las
anteriores,
iniciando con
respecto del eje

menor.

Hacemos
dobleces finales

para concluir.

Tabla 1: Nautillus plegado de papel

4
V.

Figura 2: Angulo constante
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Con una simple inspeccion visual nos percatamos que tenemos una constante en los angulos
de los triangulos; por tanto, nuestra siguiente variante resulta ser la hipotenusa de los triangulos
construidos. Para conocer la longitud de cada hipotenusa de estos triangulos rectangulos podemos
recurrir a las razones trigonométricas. Si tenemos determinado el angulo a, constante de nuestra

construccidon geométrica, y un radio inicial , podemos calcular su hipotenus (73) con el coseno de

a.
To ]
cosa = —
n :
1
Despejando r; |
¢ 1
To o
r =
1 cosa

Construir el siguiente triangulo, semejante al inicial, implica trazar una recta perpendicular a
la hipotenusa del primer triangulo, quien fungird como cateto del siguiente triangulo rectangulo.
Luego, construir el angulo a desde la hipotenusa y con esa apertura determinar un triangulo

semejante al inicial. Asi, hemos construido tres puntos de la curva, (1,0); (11, @) y (13, 2a).
Ahora obtengamos 1, , usamos el mismo procedimiento que 7;

&1
cosq ==
T Y

Despejando r;, y sustituyendo el valor de ry

TO
r = —7—7—7— -
2 (COSCZ)Z ﬂ/ 1
— (43

Asi, obtenemos el valor de 7.

Al construir més tridngulos rectdngulos semejantes

logramos obtener mas datos que podemos organizar en la Tabla 2:

Analizando los datos encontramos que en la variacion de angulos hay una progresion
artimética, pues al hacer una resta entre dos elementos consecutivos encotramos que lo que va
determinando es un o o que es lo mismo por cada tridngulo vamos sumando un a, lo cual deriva

directamente de la construccion donde se hizo notar que el angulo de cada tridangulo era constante.
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N° de triangulos Angulo 0 Hipotenusa

1 A To

cosa

2 20 o
(cosa)?

3 3a o
(cosa)?
4 4o o
(cosa)*
K Ka _To
(cosa)k

Tabla 2: Tabla de datos

En el caso del radio obtenemos una progresion geométrica, pues al ir dividiendo dos

. 1 : - .
elementos consecutivos obtenemos la razén prnl al ir multiplicando hacia adelante nos da el
siguiente radio. La presencia simultanea de estas dos progresiones nos indican que hay implicada

una coraviacion logaritmica expresada en coordenadas polares.

Hemos logrado asi de manera discreta, articular la construccion geométrica de triangulos
semejantes con nuestro caracol mediante la accion de tabular. Nos interesa ahora analizar como
construir cualquier punto, es decir, movernos del modelo geométrico-tabular, a un modelo

algebraico-grafico.

De la Tabla 2 podemos obtener las siguientes igualdades:

0 = ka ()

= (g0 )
De (1) obtenemos k.

a

k=12 3)
Sustituimos en (2)

T 1 .2

il G 4

Aplicando logaritmo natural en (4)
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r o 1
ln—=—ln( )

Ty, a \cosa

Aplicando exponencial de ambos lados de la ecuacion

r 2] 1
. ealn(cos a)
To

Obteniendo como una constante a

b= (s)

Para finalizar asi, con la expresion algebraica de la espiral logaritmica en coordenadas

polares:

r=ryeb®

Para lograr la grafica de la curva, utilizando el software Geogebra, basta crear deslizadores
para 8,1,y a, asi como aplicar correctamente la expresion algebraica en “entrada” y construir un
punto en coordenadas polares (r; 8). Dandole animacion al deslizador 6 y rastro al punto se puede

observar la espiral logaritmica, como en el ejemplo de la imagen donde a = %y o =1.

a
p
,

"
h\
!
~
-
]
]
]

ganetttetaag, |
.

Figura 3: Espiral logaritmica con Geogebra

5. CONCLUSIONES

Al poner en escena esta actividad con alumnos del sexto semestre de la Licenciatura en
Matematicas, logramos percibir que algunas cuestiones del disefio esperan ser mejoradas. La
actividad se desarrollo con la encomienda de construir triangulos semejantes dado un angulo y lado,

relativamente facil para poder mirar datos. El desafio estuvo en encontrar la variacion que habia en
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la construccion, algo complicado en un principio, lo cual nos llevo al siguiente paso mas desafiante:

(,como generalizar dando un angulo y un lado cualesquiera, teniendo este ultimo paso como tarea?

Las actividades disefiadas y la dindmica gestionada propiciaron discusiones sobre como
describir la forma del caracol. Resultdé interesante la argumentacion del por qué sucedia,
generandose nuevas preguntas y nuevas indagaciones en el disefio; elemento que estamos

analizando.
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