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Este trabajo aborda el conocimiento especializado de futuros profesores
de matemdaticas de secundaria de Peru, en torno a la conceptualizacion
de los cuadrilateros, empleando el MTSK. Enfoca el conocimiento de
estos profesores cuando definen los cuadrilateros en un cuestionario de
respuesta abierta, planifican una sesion de clase y la ejecutan.
Corresponde a un estudio instrumental de casos, perteneciente a una
investigacion interpretativa mas amplia. Estos proponen definiciones
descriptivas y particionales, sin cuestionar la necesidad y suficiencia de
las propiedades que incluyen.
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This paper deals with the specialized knowledge of pre-service
secondary Mathematics teachers from Peru, about the conceptualization
of quadrilaterals, using the MTSK model. We focus on understanding
what their knowledge is like when they define quadrilaterals in an open-
response questionnaire, plan a lesson and execute it. The research is an
instrumental case study belonging to a broader interpretative
investigation. They propose descriptive and partitional definitions,
without questioning the necessity and sufficiency of the properties that
they include.
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El conocimiento del profesor es estudiado desde hace varias décadas, siendo el
trabajo de Shulman (1986) un hito en este ambito. Asi pues, el conocimiento
didactico del contenido, un dominio de conocimiento especifico del profesor y
sujeto a la materia de ensefianza, ha motivado numerosas investigaciones, la
emergencia de marcos teoricos que permiten estudiarlo y la aparicion de nuevos
constructos entre los que destaca el conocimiento especializado del contenido.
Este se hizo explicito en el modelo Mathematical Knowledge for Teaching
(MKT) (Ball, Thames y Phelps, 2008) y es concebido como un subdominio de
conocimiento matematico en el que se incluye el conocimiento y la habilidad
necesarios Unicamente para la ensefianza de la matematica. En este sentido, no es
compartido con otro profesional de la matematica o persona formada en esta
materia puesto que es exclusivo del profesor de matematicas. Esta necesidad de
un referente externo al propio conocimiento especializado problematiza su
identificacion y acarrea dificultades en su delimitacion con los otros subdominios
del MKT (Flores, Escudero y Carrillo, 2013).

La relevancia del constructo mencionado y los estudios realizados con MKT
han llevado a reformular y crear modelos que superen las dificultades
evidenciadas, de tal forma que se pueda estudiar la especificidad del
conocimiento del profesor de matematica. Asi pues, el Mathematics Teacher’s
Specialised Knowledge (MTSK) (Carrillo, Climent, Contreras y Mufioz-Catalén,
2013) aparece como un modelo teérico y una herramienta de andlisis fundado en:
(1) el conocimiento de la matematica como objeto de ensefianza y aprendizaje,
(2) la especializacion del conocimiento matematico en la medida que se hace
funcional en un contexto de ensefianza-aprendizaje, y (3) en un paradigma
interpretativo que posibilita comprender y articular las dimensiones de dicho
conocimiento (Carrillo, Montes, Contreras y Climent, 2017). Apoyados en este
modelo buscamos comprender como es el conocimiento especializado de futuros
profesores de matematica de secundaria cuando abordan la definicién de los
cuadrilateros en situaciones de ensefianza propuestas en un cuestionario de
respuesta abierta, en un plan de clase y en la ejecucion de este.

El interés sobre los cuadrilateros responde a la poca atencion que se pone al
estudio del conocimiento de profesores y futuros profesores respecto de temas
geométricos (Aslan-Tutak y Adams, 2015) y, més alin, a la repercusion de dicho
conocimiento en las practicas de aula (Chinnappan y Lawson, 2005). Ademas,
los cuadrilateros se tornan un topico relevante por su lugar en el curriculo escolar
de diversos paises (Zazkis y Leikin, 2008). De hecho, Sinclair et al. (2016), al
revisar las investigaciones relacionada con geometria desde el 2008, identifican
como uno de los focos de interés la comprension de la ensefianza y aprendizaje
de las definiciones. Sostienen que, si bien se ha investigado sobre la necesidad de
aceptar algunas afirmaciones como definiciones para evitar la circularidad, el
desarrollo de la definicion y clasificacion jerarquica de los conceptos
geométricos (como los cuadrilateros), sigue siendo un area poco investigada. Asi
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pues, nos ocupamos del conocimiento que evidencian futuros profesores sobre la
definicion de los cuadrilateros.

CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO DEL PROFESOR DE
MATEMATICAS

Diversas investigaciones se han ocupado de indagar sobre qué conocen los
profesores o futuros profesores sobre un tema matematico especifico, empleando
distintos modelos de conocimiento. Sin embargo, las investigaciones en torno a
la geometria y la medicién han sido escasas o limitadas (Steele, 2013), sobre
todo, si se trata de relacionar el impacto del conocimiento del profesor en el aula
o de identificar dimensiones clave que determinen la calidad de dicho
conocimiento. Esto ultimo es el foco de interés de Chinnappan y Lawson (2005)
quienes analizan los mapas conceptuales que construyen dos profesores de
secundaria experimentados sobre la definicion e imagen conceptual del cuadrado.
En torno a este concepto analizan cuatro dimensiones: (a) definicion de
caracteristicas y propiedades fundamentales; (b) caracteristicas y propiedades
derivadas; (c) relaciones entre conceptos, y (d) representaciones del concepto
(analogias, metéforas, ilustraciones o ejemplos reales).

La complejidad del conocimiento es establecida, cuantitativamente, en fun-
cion del niimero de conceptos propuestos y vinculos establecidos y, cualitativa-
mente, a partir de criterios de integridad (conocimiento correcto y completo) y
conectividad (conexiones entre conceptos). Asi, por ejemplo, el profesor que
evidencio alta integridad y conectividad establecid vinculos entre cuadrado-
rombo y rombo-paralelogramo y concluy6 que un triangulo rectangulo isdsceles
es la mitad del cuadrado. Los autores concluyen que la red de conexiones puede
impactar en la ensefianza del topico en cuestion.

Por su parte, Murphy (2012) ha abordado el conocimiento de futuros
profesores de primaria sobre la medicion de las areas y su incidencia en la
ensefianza. Estos autores encuentran dependencia entre el conocimiento
matematico y el didactico. Asi, si el conocimiento del futuro profesor es pobre,
su ensefanza sera transmisiva, mientras que, si tiene un conocimiento profundo,
el enfoque de ensefianza serd investigativo. Un trabajo mas cercano al nuestro
por proponer el andlisis de atributos y clasificacion de cuadrildtero y otros
poligonos, es el de Aslan-Tutak y Adams (2015). Dicho estudio informa sobre el
limitado conocimiento del contenido geométrico, la integraciéon de este en la
ejecucion de la ensefianza y la potencialidad del uso de las producciones de
estudiantes para generar y mejorar el conocimiento de los futuros profesores.
Asi, concluyen que se necesita profundizar en el conocimiento geométrico
porque la falta de este limita a los futuros profesores en el aprendizaje de
aspectos de la ensefianza.
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Segun lo anterior, el estudio del conocimiento del profesor ha requerido de
diversos modelos y recursos conjugados con estos. Asi, se ha empleado el
modelo de razonamiento y accion pedagogica y sus posteriores categorias de
Shulman (1986) hasta el MKT del equipo de Michigan (Ball, Thames y Phelps,
2008). Si bien el primero resulta trascendente por su llamada de atencion sobre la
especificidad del conocimiento del profesor segin la materia que ensena, el
segundo es relevante por proponer un subdominio de conocimiento especializado
del contenido que solo le atafie al profesor de matematica. El estudio de las
potencialidades y limitaciones de estos y otros modelos desde el punto de vista
analitico (Flores, Escudero y Carrillo, 2013) ha permitido proponer el modelo
MTSK, ideado por el grupo SIDM de la Universidad de Huelva (Carrillo,
Climent, Contreras y Mufioz-Catalan, 2013).

El MTSK es una herramienta tedrica y de andlisis que asume el
conocimiento del profesor especializado en su conjunto, puesto que su
especificidad queda determinada por el uso de la matematica como disciplina
cientifica, en contexto escolar, y como tal, vinculada a la ensefianza y el
aprendizaje de dicha materia (Carrillo-Yafiez et al., 2018). En la busqueda de
exhaustividad al analizar el conocimiento especializado del profesor, el MTSK se
estructura en dominios y subdominios (Figura 1). En estos ultimos, se
diferencian categorias. Esta descomposicion del conocimiento del profesor
permite que, posteriormente, pueda realizarse una sintesis integradora de todas
las interrelaciones entre los subdominios evidenciados (Carrillo, Montes,
Contreras y Climent, 2017).

KMT

Conocimiento de la
Ensefianza
de las Matematicas

KoT

Conocimiento de
los Temas

KFLM

Conocimiento de
las Caracteristicas
del Aprendizaje de
las Mateméticas

KSM

Conocimiento de
la Estructura de la
Matematica

Conocimiento de los
Estandares de
Aprendizaje de las
Matematicas

Conocimiento Matematico

Conocimiento de
la Practica
Matematica

OpIUAUO0) |3P 0213IBPIQ OIUBIWIIOUOD)

Figura 1. Esquema del Modelo MTSK
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A continuacion, presentamos una breve descripcion de los subdominios en
funcion de sus categorias. No obstante, Carrillo-Yafiez et al. (2018) y Carrillo,
Montes, Contreras y Climent (2017) presentan una descripcion mas extensa de la
estructura del MTSK. En el desarrollo que presentamos a continuacion, tomamos
algunos ejemplos de los documentos referidos.

El MTSK se estructura en tres dominios: matematico, didactico del
contenido y creencias y concepciones. El dominio matematico comprende el
conocimiento profundo de la red sistémica y estructurada del conocimiento
matematico fundamental. En este se incluye el conocimiento de los temas (KoT)
que contiene el conocimiento sobre los procedimientos (p. ej. clasificacion de
formas planas); definiciones, propiedades y sus fundamentos (p.ej. caracteristicas
y propiedades de poligono); registros de representacion (p.ej. representacion
grafica de formas planas (figura), algebraica (ABCD con AB//DC, BC//AD y
AB=DC=BC=AD), lenguaje natural (cuadrado, trapezoide)) y la fenomenologia
y aplicaciones de un concepto (p. €j. formas planas en situaciones cotidianas). En
cuanto al registro de representaciones, este corresponde al registro es cada tipo de
representacion o sistema semiotico que permite las operaciones de
transformacion interna: conversion y tratamiento. Estas suponen un cambio de
representacion (de lenguaje a notaciones simbolicas, de lenguaje a diagramas, de
lenguaje a figura, de representaciones graficas a notaciones algebraicas de
relaciones) y una secuencia de varias transformaciones, respectivamente. Asi
pues, la comprension matemadtica requiere la coordinacion interna de, al menos,
dos registros de representacion (Duval, 2006).

Luego, el conocimiento de la estructura matematica (KSM), que incluye las
conexiones entre conceptos, posibilitando visualizar el conocimiento matematico
como un conjunto que transita de conceptos elementales a complejos (p. ej.
reflexiones, a partir de conceptos geométricos euclidianos, a otras geometrias no
euclidianas) y viceversa. También integra elementos auxiliares en conceptos o
procesos mas complejos (p. €j. uso de ecuaciones para el calculo del nimero de
lados de un poligono sabiendo su nimero de diagonales), asi como conceptos
estructurantes y comunes a varios elementos (p. ¢j. la nocion de igualdad que se
relaciona con la congruencia de figuras geométricas). Finalmente, el
conocimiento de la practica matemdtica (KPM), que refiere a las actividades
mediadas por procesos sistematicos y reglas logicas que permiten la creacion
matematica, desde una perspectiva general o especifica a un tema. Asi, nos
referimos al significado de las condiciones necesarias y suficientes (p. €j. en la
construccion de definiciones), los tipos de prueba y demostracion, asi como las
diversas formas de argumentacién, el rol de la heuristica en la resolucion de
problemas (p.ej. proponer el trazado de una representacion grafica del problema),
el papel de los simbolos y uso del lenguaje formal.

El domino didéctico comprende el conocimiento pedagdgico derivado de las
matematicas, no de la pedagogia en general. Asi pues, el Conocimiento Didactico
del Contenido (PCK) se refiere al contenido matematico que determina la
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ensefianza y el aprendizaje, organizado en tres subdominios. El conocimiento de
las caracteristicas de aprendizaje de las matematicas (KFLM) incluye las teorias
de aprendizaje, personales e institucionalizadas, del desarrollo cognitivo de los
estudiantes respecto de contenidos matematicos (p. ej. los niveles de
razonamiento geométrico de Van Hiele), las fortalezas y dificultades que tienen
los estudiantes cuando interactiian con un tema (p. €j. la idea erronea de que si el
area de una forma plana es mayor que el de otra, su perimetro también lo es, o
viceversa), las formas de interaccion de los estudiantes con el contenido
matematico mismo (p. ej. al construir o analizar definiciones, escasamente
reparan en las condiciones necesarias y suficientes) y los aspectos emocionales
(intereses y expectativas) involucrados en el aprendizaje de las matematicas que
tienen los estudiantes con respecto a las matemadticas (p. ej. creer que los
problemas matemadticos tienen una sola forma de resolverse y una unica
solucion). El conocimiento de la ensenianza de la matematica (KMT) contiene las
teorias sobre ensefianza que resultan de la investigacion en educacién matematica
o que emergen de la reflexion sobre la actividad matematica en el aula (p. ej. la
teoria de situaciones didacticas de Guy Brousseau). También se incluyen los
recursos materiales y virtuales en cuanto que posibilitan o limitan el desarrollo de
conocimiento matematico (p. ej. la potencialidad del Geoplano rectangular y su
limitacion para construir triangulos equildteros). Este sentido se extiende a las
estrategias, técnicas, tareas y ejemplos que permiten ensefar o no un contenido
matematico. El conocimiento de los estandares de aprendizaje de las
matematicas (KMLS) se refiere al contenido matematico que se propone ensefiar
y orientaciones sobre como ensefiarlo, desde los organismos curriculares
oficiales o no oficiales pero reconocidos por sus aportes. Asi, se incluye las
expectativas de aprendizaje (p.ej. en el curriculo peruano se propone que en el
nivel primario se elaboren afirmaciones sobre algunas relaciones entre elementos
de las formas, su composicion o descomposicion), el nivel de desarrollo
conceptual o procedimental esperado (p. ¢j. la elaboracion de afirmaciones sobre
las relaciones entre elementos de las formas propuesta en el nivel primario,
requiere la comprobacion y validez mediante ejemplos, propiedades geométricas
y razonamiento inductivo o deductivo en el nivel secundario) y secuenciacion de
un tema en relacion a temas anteriores y posteriores.

DEFINICIONES DE UN CONCEPTO MATEMATICO Y LA
PRACTICA MATEMATICA DE DEFINIR

La adquisicion de un concepto matematico supone construir un esquema que
integra la imagen conceptual (representaciones visuales, impresiones y
experiencias asociadas con el nombre del concepto que pueden trasladarse,
posteriormente, a formas verbales) y la definicion conceptual (enunciado verbal-
memorizado o no- que explica el significado de dicho concepto) (Vinner 1991).
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Si bien la primera ejerce supremacia porque el pensamiento evoca imagenes
conceptuales mientras que las definiciones permanecen inactivas o se olvidan, el
autor citado considera necesario que quienes se preparan para ser profesores sean
entrenados en el uso y construccion de definiciones, luego de analizar ejemplos y
contraejemplos que propicien la emergencia de conflictos entre las imagenes
conceptuales y las definiciones formales de un concepto. En dicho entrenamiento
ha de tenerse en cuenta la existencia del fendmeno prototipo (Herskowitz, 1990)
que consiste en centrar la atencidon en los ejemplos visualmente potentes, debido
a que incluyen la lista mas larga de atributos, sean criticos o no criticos, tales
como: posicion horizontal, lados y éangulos iguales, y diagonales y alturas
interiores.

En relaciéon con lo anterior, Shir y Zaslavsky (2001) sostienen que la
construccion de una definicidn necesita, previamente, del reconocimiento y
clasificacion de ejemplos y no ejemplos, lo que involucra un proceso dialéctico
en el que interaccionan los aspectos figurativos y conceptuales de un concepto.
Este proceso implica la observacion e identificacion de caracteristicas del
concepto, el establecimiento de propiedades a partir de dichas caracteristicas y la
verificacion de la definicion con respecto a las caracteristicas y propiedades
observadas del concepto (Mariotti y Fischbein, 1997). Si bien enunciar una
definicion no asegura la comprension del concepto (Gutiérrez y Jaime, 1999;
Vinner 1991), las tareas que promueven su construccion o el analisis de
definiciones dadas posibilitan encontrar evidencias de lo que se entiende por un
concepto especifico. En tal sentido, “las definiciones de los conceptos
matematicos, las estructuras subyacentes a estas y el proceso de definicion son
componentes fundamentales del conocimiento de la materia de los profesores de
matematica” (Zazkis y Leikin, 2008, p. 133).

Los estudios realizados en torno a la definicion de conceptos geométricos
han puesto en evidencia las concepciones que sobre esta se tienen (Shir y
Zaslavsky, 2001), han permitido establecer tipos de definiciones y mostrar el rol
que atafie a la definiciéon en la educacion matematica (de Villiers, 1998; de
Villiers, Govender y Pattersn, 2009). También han confirmado la estrecha
relacion entre definicion y clasificacion, puesto que ambos procesos requieren de
un razonamiento logico basado en las interacciones entre el concepto y las
imagenes conceptuales (Ulger y Tapan-Broutin, 2017). Asi, definir conceptos de
determinada manera implica, automaticamente, su clasificacion y, a su vez,
clasificar un conjunto de conceptos supone definirlos (de Villiers, Govender y
Pattersn, 2009).

Entender la definicion como proceso ha permitido diferenciar,
matematicamente, entre definiciones descriptivas y constructivas (de Villiers,
1998; Sinclair et al., 2016). Las definiciones descriptivas tienen como punto de
partida la imagen conceptual que posibilita identificar un listado de propiedades
que, al analizarse, permiten distinguir entre necesarias y suficientes de otras que
podrian deducirse de las primeras. Esta diferenciacion posibilita construir una
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definicion conceptual que a su vez puede ser: correcta, econdmica y/o jerarquica,
con sus respectivos contrapuestos. Las definiciones constructivas parten de una
definicion conceptual de la que se identifican propiedades para que al variarlas
—excluyendo, generalizando, especificando, reemplazando o afadiendo
alguna— se construya una nueva definicion que posibilite establecer una imagen
conceptual. Asi pues, mientras la definicion constructiva tiene como funcién la
producciéon de un nuevo conocimiento, la definicion descriptiva busca la
sistematizacion del conocimiento existente.

La tipologia anterior, asociada a una postura constructivista de la ensefianza-
aprendizaje de la matemadtica y al modelo de Van Hiele, permite diferenciar tres
tipos de definiciones, correspondientes con los niveles de razonamiento
geométrico: visuales, no econdémicas y, correctas y economicas (de Villiers,
1998). Las definiciones visuales se basan en objetos que tienen la forma de la
representacion grafica del concepto (rectangulo-puerta). Las definiciones no
econodmicas incluyen un listado de “todas” las propiedades que se conocen del
concepto. Las definiciones correctas y econdémicas contemplan solo las
propiedades necesarias y suficientes del concepto. A su vez, estos niveles de
definicion permiten diferenciar dos tipos: definiciones particionales y
definiciones jerarquicas. Las primeras contienen un listado de propiedades
adicionales para garantizar la exclusion de casos especiales de un concepto. Por
su parte, las definiciones jerarquicas presentan las caracteristicas necesarias y
suficientes del concepto de tal forma que los teoremas probados para este se
apliquen automaticamente a sus casos especiales.

Reafirmando la diferenciacion de definiciones particionales y jerarquicas, de
Villiers, Govender y Pattersn (2009) proponen ciertas caracteristicas que
permiten distinguir definiciones correctas e incorrectas (Figura 2).

Econdmicas Conveniente
(Prop. necesarias y (Permite deducir
suficientes) propiedades)

Correctas

Antiecondmicas

. (Prop. redundantes)
Definiciones

jerarquicas o
particionales Contiene

propiedades
insuficientes

Incorrectas

Contiene
propiedades
innecesarias

Figura 2. Clasificacion segun el contenido de la definicion.
Fuente: Elaborado a partir de: de Villiers, Govender y Pattersn (2009)

Las primeras estdn compuestas de propiedades correctas que pueden ser
necesarias y/o suficientes dando origen a definiciones econdémicas y
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antieconémicas, las primeras de estas constituyen definiciones convenientes. Por
su parte, una definicion incorrecta contiene propiedades insuficientes o
innecesarias. Por su parte, Shir y Zaslavsky (2001) abordan las concepciones de
una definicion matematica, a partir del cuadrado. Estas involucran las
caracteristicas de una “buena” definicion (jerarquia, existencia, no circularidad,
no contradiccion, inequivoca e independiente de la representacion) que dan
origen a diferenciar definiciones jerarquicas, procesuales o estructurales. Las
primeras ya han sido abordadas en los parrafos anteriores, sin embargo,
destacamos la distincion de niveles de jerarquia en dicho tipo de definiciones (p.
ej. cuatro niveles para definir cuadrado en funciéon de un concepto mas general:
poligono, cuadrilatero, paralelogramo y rombo o rectdngulo). Las definiciones
procesuales contienen una secuencia de pasos para construir su representacion
grafica, razon por la cual, muchos no consideran como definicion estos
enunciados. Las definiciones estructurales se basan en las propiedades y
elementos constituyentes del concepto.

Finalmente, Zazkis y Leikin (2008) diferencian definiciones apropiadas e
inapropiadas a partir de las categorias “correccion” y “riqueza”. La primera esta
en funcion del uso de caracteristicas necesarias y suficientes mediadas por el
rigor, mientras que la riqueza depende del uso de elementos no tradicionales,
aunque esto no asegura su correccion (Figura 3).

{

Minimas —Un rombe con un dngulo recto.

Rigurosas

JUn rectangulo con todos los lados

A penas no minimas
guales.

SegUn la correccién

Apropiadas

Definiciones

No rigurosas

Un figura de cuatro lados iguales y

lcuatro dngulos iguales.
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Segun la correccion f—

Inapropiadas

Segun lariqueza |

Rombo con diagonales iguales.

No es definicion
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Un cuadrado tiene cuatro vértices
olocados en (x, y), (x+1, ), (x, y+1),

Condiciones no
necesarias y no
suficientes

(x+1, y+1).

Dos triangulos rectangulos

Mejorable

isosceles idénticos unidos en la
ase

Un cuadrilatero cuyas diagonales

No rigurosa

on iguales e intersectan en
angulo recto

Una cara de un cubo.

Figura 3. Tipos de definiciones y ejemplos de definiciones de cuadrado.
Fuente: Elaborado a partir de Zazkis y Leikin (2008)

Si bien ambas categorias son un lente organizativo en el analisis de definiciones,
Zazkis y Leikin (2007, 2008) proponen, ademads, la “accesibilidad” y “generali-
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dad” como categorias para analizar el espacio de ejemplos. Sin embargo, la vi-
sualizacion de la primera depende del disefio metodologico, mientras que la ge-
neralidad se considera intrinseca a la definicion en si misma. Este trabajo retoma
las consideraciones pedagogicas y matematicas (Winicki-Ladman y Leikin,
2000) para analizar las implicancias de una definicién matematica y pone de re-
lieve el potencial de generar definiciones puesto que, por un lado, permite evi-
denciar la comprension de lo que implica una definicion matematica y, por otro
lado, manifestar la comprension de los conceptos involucrados.

La revision de los trabajos anteriores evidencia coincidencias en la diferen-
ciacion de definiciones descriptivas y constructivas, siendo las primeras el foco
de atencion de la mayoria de las investigaciones en educacion matematica en
torno al proceso de definicion (Sinclair et al., 2016). Las definiciones descripti-
vas en relacion con propiedades necesarias y suficientes de un concepto y media-
das por criterios de correccidon, economia y jerarquia permiten diferenciar defini-
ciones particionales y jerarquicas y dentro de estas, correctas (econdmicas o no)
e incorrectas (de Villiers, Govenders y Pattersn, 2009), ademés de apropiadas e
inapropiadas (Zazkis y Leikin, 2008). Las relaciones de inclusion, a su vez, posi-
bilitan establecer niveles de jerarquia al construir una definiciéon (Shir y Zas-
lavsky, 2001).

METODOLOGIA

El estudio que presentamos se incluye en una investigacion mas amplia, situada
en el paradigma interpretativo, con el que se pretende caracterizar el
conocimiento especializado de estudiantes para profesor de matematica de
Educacion Secundaria Basica en formacion inicial, respecto de los poligonos en
general y de los cuadrilateros en particular. En este documento, en concreto,
pretendemos acercarnos al conocimiento relacionado con la definicion de
cuadrilateros y con la practica de definir que tienen dos futuros profesores. Esto
incluye, por un lado, la definicion e imagen mental que tienen de los
cuadrilateros, los tipos de definiciones que consideran y las caracteristicas
atribuidas a una definicion matematica. Por otro lado, involucra el conocimiento
sobre cémo se aprende el contenido, su ensefianza y los estandares de
aprendizaje, movilizado en una practica de aula simulada. Asi pues, presentamos
un estudio instrumental de casos (Stake, 2007) dado que el interés esta puesto en
comprender las distintas dimensiones del conocimiento matematico
especializado, a partir de las evidencias mostradas por los casos de dos
profesores en formacion identificados como Laura y Samuel, respecto de los
temas antes mencionados. En este, nos enfocamos en las interacciones
especificas que ocurren en un contexto micro (la asignatura Practica Profesional
A), contemplando el cardcter humanista y complejo de la educacion al
comprender significados, las caracteristicas de los informantes, la subjetividad y
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las interacciones entre informantes e investigadora quien es, ademas, la profesora
de la asignatura en la que se desarrolla la investigacion.

La asignatura Préctica Profesional A tiene naturaleza teodrica y practica, es la
primera de las tres que integran el Practicum de la carrera de Educacion de una
universidad privada del Norte de Peru. Se cursa en el octavo cuatrimestre de los
diez que componen la carrera, luego de haber estudiado asignaturas de formacion
pedagogica, curricular y de especialidad. En este ultimo grupo resaltamos la
asignatura Geometria Plana y Trigonometria, perteneciente al tercer cuatrimestre,
puesto que atiende el contenido matematico desde un enfoque disciplinar, lo cual
posibilita un abordaje profundo sobre los cuadrildteros. En el desarrollo de
Practica Profesional A se diferencian dos etapas, la primera centrada en el
estudio de documentos curriculares y la planificacion de sesiones de ensenanza-
aprendizaje. La segunda etapa se caracteriza por la planificacion y ejecucion de
sesiones de ensenanza-aprendizaje simuladas en las que los roles de docente y
estudiante se rotan en cada sesion. Asi pues, es esta segunda etapa la que se toma
en cuenta en esta investigacion, luego de que los futuros profesores han
completado un cuestionario de respuesta abierta.

Considerando lo anterior, la recogida de datos ocurre mediante los métodos
de encuesta, revision de documentos y observacion, lo cual permite una
triangulacion metodologica y de las fuentes de datos (Stake, 2007). Asi, en dicha
recogida de datos primero (después de que se ha cursado la asignatura Geometria
Plana y Trigonometria y al iniciar la Préactica Profesional A) se propone
completar un cuestionario de respuesta abierta, compuesto por cuatro situaciones
de ensenanza, tres de las cuales abordan la identificacion de aspectos
determinantes en la concepcion de distintos cuadrildteros, las caracteristicas
necesarias para definirlos y la clasificacion jerarquica de los mismos. Estas
situaciones contextualizan los items y requieren que los futuros profesores
asuman el rol de docentes de estudiantes hipotéticos de segundo grado de
secundaria (13-14 afios). En un segundo momento, la docente-investigadora pide
la elaboracion de un plan de clase, para ampliar o aclarar algiin conocimiento
especifico en torno a las propiedades, definiciéon y clasificacion de los
cuadrilateros, segun una consigna dada

Tabla 1). Finalmente, se ejecuta el plan de clase elaborado (simulacion en el
aula de formacion) y se registra en video para su posterior transcripcion.
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Tabla 1
Temas y consignas para construir el plan de clase

Informante Tema Consigna para la construccion de la sesion

Clasificacion  Construir una clasificacion inclusiva de los
Samuel inclusivade  cuadrilateros. Elaborar un esquema de esta y definir
cuadrilateros  cada uno de ellos segin el esquema.

Clasificacion  Empezar la sesion proporcionando a los alumnos
inclusivade  distintos cuadrilateros numerados en una hoja para que
Laura cuadrilateros  los clasifiquen, bajo el criterio que quieran, pero
cuidando que estén relacionados y no tratandolos como
clases disjuntas.

Tanto la elaboracion del plan de clase como su ejecucion formaban parte de la
evaluacion de la asignatura Practica Profesional A, por ello puede decirse que el
desarrollo ordinario de la misma no se alter6. Los datos que usaremos en esta
investigacion son las respuestas de dos estudiantes para profesor a los items
propuestos en la situacion 3 del cuestionario (Figura 4), su plan de clase y la
transcripcion de la implementacion de ese plan en un contexto de simulacion. De
estas transcripciones se han seleccionado unidades de andlisis en las que se
evidencia el conocimiento especializado de los futuros profesores, identificados
en relacion con los subdominios y categorias del MTSK. Al citarlas se contempla
la numeracion completa del fragmento en el que se localizan, aunque no se tome
el texto completo (p.ej. PC-Laura, 86-90 significa Plan de clase de Laura, texto
tomado entre las lineas 86-90).

De los datos recogidos se hace un analisis de contenido (Bardin, 1996) para
identificar unidades de analisis referidas a los subdominios del MTSK,
involucrados en la definicién de los cuadrilateros. Al respecto, nos apoyamos en
investigaciones sobre la definicién e imagen de un concepto matematico y sobre
la practica matematica de definir, contempladas en el marco teérico. Asi pues, se
determinan como aspectos de interés los elementos del MTSK en relacion con la
definicion e imagen conceptual de los cuadrilateros, propiedades y tipos de
definicion, con predominio de las definiciones jerarquicas o inclusivas. Posterior
a esto, se realiza una “interpretacion directa de los ejemplos individuales y la
suma de ejemplos hasta que se pueda decir algo sobre ellos como conjunto o
clase” (Stake, 2007, p. 69).

El anélisis, y la posterior comunicacion de resultados, inicia con la Situacion
3 del cuestionario (Figura 4) puesto que con ella se indaga, a priori, el conoci-
miento matematico base incluido en el KoT y el conocimiento de la definicion
como practica matematica (KPM), en un contexto de ensefianza que precisa de
los futuros profesores el reparo en el conocimiento matematico de los hipotéticos
estudiantes involucrados en la situacion dada (KFLM). Los hallazgos del
cuestionario se ven complementados o ampliados al realizar la revision
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documental del plan de clase elaborado, como parte de la practica docente
simulada, por los futuros profesores. Finalmente, se realiza la observacion de la
ejecucion de dicho plan. Asi, luego de interpretar las evidencias encontradas en
cada instrumento y por cada informante, se presenta una mirada integral de los
elementos del MTSK evidenciados.

Situacion 3: El profesor, en su casa, ha seguido reflexionando sobre el conocimiento que
evidenciaron sus alumnos en la clase de “Cuadrilateros” y ha considerado que es necesario
hacerles ver los aspectos que determinan que un cuadrilatero sea lo que es. Cree que si
tienen claro esto y las propiedades que les atafie a cada uno, podran establecer relaciones
entre los distintos cuadrilateros y luego clasificarlos.

Si usted fuese aquel profesor:

1. ¢Qué aspectos 0 elementos les sefialaria a los alumnos como determinantes en la
concepcién de cada cuadrilatero? ;En qué deberian fijarse sus alumnos para diferenciar
cada cuadrilatero?

2. Si ahora tuviera que sefialar las propiedades que son necesarias para determinar y
luego definir cada cuadrilatero ; Cuales enunciaria?

Cuadrilatero Propiedades que lo definen

3. Si usted quisiera mostrar las relaciones entre los distintos cuadrilateros que estan
estudiando y para ello necesita jerarquizar estos, identificando primero el cuadrilatero mas
general ;A cual elegiria, qué cuadrilatero es el que menos propiedades afiadidas tiene?
Escriba su nombre y definalo.

Si le sirve de ayuda piense en el siguiente ejemplo: se podria decir que un cuadrado es
un cuadrilatero con condiciones afiadidas a las del rombo, puesto que, ademas de ser
paralelogramo con 4 lados iguales, tiene sus cuatro angulos iguales, de este modo el
rombo es una clase mas general que el cuadrado.

4. ;CoOmo organizaria los cuadrilateros convexos si empieza por el mas general de estos
(item 3), hasta llegar al mas particular (el que mas propiedades afadidas tiene)? Muestre
esta organizacion en un esquema y luego explique por qué los ha organizado de esa
manera. Recuerde que debe empezar por el mas general hasta llegar al mas
particular.

5. Después de haber organizado los cuadrilateros en un esquema, debera definir cada uno,
cuidando la coherencia con el esquema realizado, esto es, definiendo el mas particular
en funcion del cuadrilatero inmediatamente anterior.

6. Para continuar la reflexion sobre las relaciones entre los distintos cuadrilateros, el profesor
formula a sus alumnos las siguientes proposiciones, pidiéndoles que indiguen si son
verdaderas o falsas y que justifiquen verbal, y graficamente si es necesario, cada una
de sus respuestas. ;Qué responderia usted a cada afirmacion?

a) Todos los cuadrilateros son trapezoides

b) Todo paralelogramo es un rombo

c) Algunos cuadrados son trapecios

d) Todo rectangulo es un paralelogramo

e) Algunos rombos son cuadrados

f)  Algunos rombos son rectangulos que no son cuadrados

(]
(G
(]
(]
(]
(G

Figura 4. Situacion 3 del cuestionario
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RESULTADOS

Los resultados se muestran a partir de las especificidades sobre el conocimiento
especializado reconocidas en cada uno de los casos analizados.

Conocimiento especializado de Laura

Laura es una estudiante con rendimiento académico medio alto. Cursa la asigna-
tura por segunda vez. Tiene una actitud critica respecto de su propio conocimien-
to y eso le lleva a hacer los cambios que cree conveniente.

Respuestas de Laura en el cuestionario
Laura diferencia los cuadrilateros en tres grupos: Paralelogramos, trapecios y
trapezoides. En tal sentido, sefiala al paralelismo, la medida de los lados y la
medida de los angulos como aspectos determinantes en la concepcion de cada
cuadrilatero (KoT) y en torno a dichos aspectos enuncia propiedades para
definirlos, sin reparar en su necesidad o suficiencia (KPM) (ver por ejemplo las
definiciones inapropiadas segiin su correccion, mostradas en la Figura 3). Parece
considerar la jerarquia (Shir y Zaslavsky, 2001) como un criterio para definir
(KPM). Asi, a los tres grupos diferenciados (paralelogramos, trapecios y
trapezoides) asocia el concepto “cuadrilatero” y al romboide, rectdngulo, rombo
y cuadrado asocia “paralelogramos”. A su vez, las propiedades explicitadas
tienen un proposito excluyente (Figura 5).

Paralelogramo Jen A Do : o e pen penad e ¢

Romboide |~ /=~ x Sl s, e o nuche

Figura 5. Propiedades necesarias sefialadas en el cuestionario (item 2)

Lo anterior evidencia conocimiento de definiciones jerarquicas y particionales
que le permite a Laura, por un lado, identificar al trapezoide como el cuadrilatero
mas general y considerar que la afiadidura de caracteristicas excluiria
cuadrilateros (Figura 6).

Laura restringe los trapezoides a los cuadrilateros convexos porque en la
situacion 2 del cuestionario (didlogo sobre la clasificacion de dichos
cuadrilateros) se ha centrado el interés en estos. De hecho, titula su esquema de
clasificacion de esa forma y al justificar su decision evidencia reparo en las
formas de interacciéon de un estudiante con el contenido matematico (KFLM)
pues sefiala que, colocar al trapezoide como primer concepto (de arriba abajo) y
luego volver a sefialarlo como uno de los tres grupos de cuadrilateros
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diferenciados puede generar confusion en los estudiantes. De manera
complementaria, sostiene que considerar el paralelismo como criterio de
clasificacion facilita la relacion entre los cuadrilateros, evidenciando con esto la
relacion entre KoT (definiciones, propiedades y sus fundamentos), KFLM
(fortalezas y dificultades, interacciéon con el contenido) y KMT (estrategias,
técnicas, tareas y ejemplos).

Nombre del cuadrilatero: _ /2 C 26Ce

Definicién Razoén por la que es el mas general
s T\ O TR m &4
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Figura 6. Cuadrilatero més general: definicion y justificacion (item 3)

Todo el conocimiento evidenciado hasta aqui por Laura se mantiene coherente al
construir las definiciones de cada cuadrilatero (item 5) y la particion vuelve a
confirmarse en el analisis que hace sobre las proposiciones que vinculan dos o
mas cuadrilateros (Figura 7). Asi, para Laura, un rombo no puede ser rectangulo,
asi como los rectangulos tampoco pueden ser cuadrados.

f) Algunos rombos son rectangulos que no son cuadrados (T ) / 1
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Figura 7. Anélisis de la proposicion f realizada (item 6)

En sintesis, las definiciones que construye son descriptivas, apropiadas segin su
correccion (aunque el listado de propiedades-Figura 5- no se limita a condiciones
necesarias y suficientes), rigurosas y en general no minimas o antieconomicas.
Solo en el caso del trapezoide (Figura 6) aporta una definicion minima (si bien
estd definiendo trapezoides convexos) e inclusiva. Incluso, segun las
caracteristicas propuestas por Shir y Zaslavsky (2001), esta definicion es
jerarquica porque tiene como referencia a un concepto mas general (poligono) el
cual le dota de existencia. No cae en contradicciones, es inequivoca y no circular,
aunque estar referida solo a los trapezoides convexos le genera cierta
dependencia en la representacion que pueda emplearse.
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Plan de clase de Laura y su ejecucion
Laura elabora un plan de clase para primero de secundaria (12-13 afios) que tiene
como referencia predominante la consigna dada por la docente investigadora (

Tabla 1).

De los conceptos o procedimientos indicados, como se aprecia en la Figura
8, puede verse que no diferencia elementos constituyentes (lados, angulos y
vértices) de secundarios (diagonales) tal como corresponde a una definicion
estructural (Shir y Zaslavsky, 2001).

APRENDIZAJE ESPERADO
CONCEPTOS O PROCEDIMIENTOS " CAPACIDAD
Identifica los cuadrilateros
| Clasifica 1os « drilate
| Cuadrilateros:
| Poligono de cuatro lados. Sus elementos - Reconoce las caracteristicas de
son: Lados, angulos, vértices v diagonales. I S
la cuadrila
Constrave 1 I
Caracteristicas de cada cuadrilatero. ‘
Clasificacion tradicional de cuadrilateros. inclusiva de cuadrilateros

Clasificacion inclusiva de cuadrilateros. .
3 teniendo en cuenta sus

{Anexo N° 01)

aracteristicas.
ACTITUD

Figura 8. Aprendizaje esperado propuesto por Laura en su plan de clase

Pero si analizamos las caracteristicas propuestas por los autores citados, la
definicion muestra cierta jerarquia al asociar los cuadrilateros con los poligonos
(concepto mas general), es existente, no circular ni contradictoria y es inequivoca
e independiente de la representacion utilizada. Esta ultima cualidad se confirma
por las figuras de cuadrilateros que propone, al iniciar la sesion de clase, para
desarrollar una clasificacion tradicional y luego una inclusiva, a partir del
agrupamiento de dichos cuadrilateros, segin caracteristicas comunes.

Asi, en la Figura 9, Laura ha contemplado una variedad de cuadrilateros (de
lados cruzados y no cruzados, convexos y codncavos, en posiciones no estandar-la
base no paralela a la horizontal- en su mayoria y en algunos casos -3y 11,4y 5-
visualmente parecidos lo que obliga a usar herramientas de medicion) que hacen
pensar en la posesion de una imagen conceptual rica y variada que posibilita la
construccion de definiciones matemadticas acordes a dichas representaciones
(KoT — definiciones, propiedades y sus fundamentos).
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Figura 9. Cuadrilateros dados para analisis y clasificacion (PC-Laura, anexo 2)

Tal como se indica en el aprendizaje esperado (Figura 8), Laura inicia su clase
con la clasificacion que denomina tradicional, lo que da evidencia de su
conocimiento del tema (coherente con lo realizado al completar el cuestionario) y
de las expectativas de aprendizaje del curriculo peruano (KMLS) puesto que, al
desarrollar su clase sefiala (SC-Laura, 86-90):

Laura: Entonces una clasificacion, vamos a decir asi, comin que se ve
durante los cursos de matematica de primaria es esta: los cuadrilateros
se clasifican segun el criterio que es el paralelismo de los lados, en
cudntos lados paralelos tiene, si tiene uno se llama trapecio, si tienen
dos se llaman paralelogramos y si no tienen ningin lado se llaman
trapezoide.

Si bien la consigna dada por la docente-formadora tiene su foco en la
clasificacion inclusiva, no en la definicion (

Tabla 1), la relacion de interdependencia que hay entre estas dos practicas
matematicas (de Villiers, Govender y Pattersn, 2009) obliga a que Laura
cuestione a sus estudiantes sobre las caracteristicas que determinan cada
cuadrilatero, lo cual también es requisito en la construccion de definiciones
matematicas. Por ejemplo (SC-Laura, 277-301):

PNAI4(1)



Conocimiento especializado de futuros profesores... 40

Laura:  (...) Dentro de todos estos cuadrilateros de los que hemos visto las
caracteristicas [...] (Cudl es el mas general, el que tiene menos
caracteristicas?

Sandra: El romboide.

Laura:  El romboide [...] ;{De acuerdo?

Diana:  El trapezoide

Laura:  El trapezoide, ;por qué el trapezoide y no el romboide?
Diana:  Porque no tiene ningun lado paralelo, sus lados no son iguales.
Sandra: No tiene nada (risas de todos).

Laura:  Simplemente es un cuadrilatero ;Ok? Ahora, de los trapezoides
nosotros vimos dos tipos (si?: el trapezoide simétrico y el asimétrico
(Cual de los dos es el que tiene menos caracteristicas?

Sandra: Asimétrico.

Laura:  El asimétrico porque en el simétrico vemos que las diagonales se
cortan perpendicularmente, que tiene dos lados iguales, dos pares de
lados iguales, entonces, nosotros vamos a ver dentro de todos los
trapezoides es el mas general ;si? ;Qué figura sigue?

Todos:  El simétrico.

Laura:  ;Si? ;Seguros? El trapezoide simétrico. En sus carpetas les he dejado
unas reglas. Lo que van a hacer es unir las reglas formando cuadrila-
teros, formen un trapezoide. Tienen diferentes medidas y estos chin-
ches que se abren por la parte de atras; ahora si lo van haciendo en la
mesa y van formando con las reglas de cartulina... A ver chicos un
trapezoide asimétrico.

Del didlogo puede verse, por un lado, aquella relacion de interdependencia entre
clasificacion y definicion que le lleva a identificar el cuadrildtero que menos
caracteristicas tiene y a enunciar un listado de todas las que se conocen, sin
reparar en la necesidad y suficiencia de estas. Por lo tanto, se promoveria
definiciones descriptivas y antieconémicas, correspondiente con el nivel 2 de
Van Hiele (de Villiers, 1998). Por otro lado, se visualiza que el desempeiio
docente de Laura se apoya en el uso de dos tipos de representaciones de los
cuadrilateros para su ensefanza, uno estatico al presentar figuras de cuadrilateros
(Figura 9), y otro dinamico al proponer la construccion de cuadrilateros a partir
de tiras de cartulina cuya longitud y posicion se va variando convenientemente
(Recursos materiales y virtuales; estrategias, técnicas, tareas y ejemplos-KMT).
Esto ultimo lleva a pensar en una especie de definicion procedimental que orienta
una clasificacion jerarquica, del cuadrilatero mas general al mas particular.
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Conocimiento especializado de Samuel

Samuel es un estudiante con buen rendimiento académico, cursa la asignatura por
primera vez y muestra una actitud abierta cuando se le cuestiona algo. Sin
embargo, no siempre responde evidenciando seguridad y correccion.

Respuestas de Samuel en el cuestionario

Samuel se enfoca en cuatro aspectos como propiedades que definen cada
cuadrilatero: medida de los angulos, paralelismo de los lados, medida de las
diagonales y medida de los lados (Definiciones, propiedades y sus fundamentos-
KoT) (Tabla 2). Ademas, considera la formacion de tridngulos congruentes a
partir del trazado de diagonales. Esto también se observa cuando se refiere al
rectangulo y cuadrado.

Tabla 2
Propiedades necesarias seiialadas por Samuel en el cuestionario (item 2)

Cuadrilatero Propiedades que lo definen

Los angulos opuestos son siempre iguales/ no son rectos.
Paralelogramo  Sus lados son paralelos (dos a dos).

La diagonal determina tridngulos congruentes no rectangulos.

Los angulos opuestos son siempre iguales/no son rectos.

Las diagonales son distintas.

Romboide

Sus lados son paralelos (dos a dos).

La diagonal determina.

Los lados son iguales/ (sus dangulos no necesariamente son rectos).
Rombo Presenta una diagonal mayor y una diagonal menor.

La diagonal mayor determina tridngulos congruentes/ no rectangulos.

La consideracion de las propiedades anteriores deja ver la falta de reparo en las
caracteristicas necesarias y suficientes para definir (KPM). Llama la atencion la
similitud de propiedades tanto para el paralelogramo como para el romboide, sin
diferenciar a alguno de ellos como clase que contiene al otro (aunque quizés lo
pretendiera al incluir en el romboide que sus diagonales son distintas). También,
se observa una postura excluyente puesto que ninguno de los dos incluiria al
rectangulo o cuadrado (KoT). Se generan ciertas contradicciones al identificar al
cuadrilatero més general, pues sefiala al paralelogramo como tal (Figura 10) y
luego, al organizar los cuadrilateros convexos, reduce estos al rectangulo,
cuadrado y rombo como elementos de la clase “paralelogramos” (Figura 11),
pese a que en la justificacion de dicha organizacion sefiala que “el paralelogramo
comprende todos los cuadrilateros dado que de ¢l se desprende el rectangulo,
cuadrado, rombo, trapecio, romboide”.
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Nombre del cuadrilatero: __ QX .\Y\(:(‘ LAMAD
) ¢
Definicion Razén por la que es el mas general

Figura 10. Cuadrilatero mas general: definicion y justificacion (item 3)

La definicion construida de paralelogramo (Figura 10) pone en evidencia un con-
fuso conocimiento de conceptos y propiedades (KoT).

Figura 11. Organizacion de los cuadrilateros convexos (item 4)

Si analizamos las cualidades de una definicion matemadtica (Shir y Zaslavsky,
2001) puede decirse que hay cierta jerarquia al asociar paralelogramo a un
concepto mas general (aunque no el inmediatamente superior) como “figura
geométrica”, lo cual le dota, a la vez, de existencia, siempre que esta no se
reduzca a representacion grafica. También es no contradictoria, sin embargo, al
sefnalar “lados poligonales” puede caerse en la circularidad porque los lados son
inherentes a los poligonos. Luego, decir “paralelos dos a dos (con respecto a los
lados opuestos)” no solo remarca la circularidad sino también lleva a
equivocacion porque el paralelismo solo es posible en lados opuestos. La
acotacion que Samuel hace puede ser consecuencia de una imagen conceptual
prototipica de paralelogramo, lo cual evidenciaria una falta de independencia de
la figura, respecto del enunciado verbal, y una limitada representacion grafica de
dicho cuadrilatero (limitado registro de representacion grafico; asi como de
definiciones, propiedades y fundamentos-KoT y de condiciones necesarias y
suficientes para genera definiciones-KPM) y el predominio de dicha imagen
conceptual sobre la definicion conceptual de cada cuadrilatero. De alli que
justifique su eleccion del cuadrilatero mas general en funcion de las “figuras”
que estan contenidas en los paralelogramos (Figura 10) y que sus argumentos
para valorar las proposiciones que relacionan dos o més cuadrilateros (item 6)
sean graficos con posiciones estandar o prototipicas (Figura 12).
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Todo paralelogramo es un rombo ( ° T

/ /./\

f) Algunos rombos son rectangulos que no son cuadrados (17 <4}

i } 1 o (»_/V‘

D WAL ) You ‘\“.‘(

Figura 12. Anélisis de las proposiciones (b) y (f) realizada por Samuel (item 6)

Las caracteristicas de la definicion comentadas en el parrafo anterior se
mantienen en las definiciones que construye Samuel, a partir de su esquema de
organizacion (Figura 11). Segun esto, en la Figura 13 se observa que la jerarquia
se circunscribe al concepto “cuadrilatero” en lugar de “paralelogramo”, pese a
esto, la definicion es existente porque tanto cuadrilatero y paralelogramo son
conceptos definidos. Sin embargo, equiparar romboide y paralelogramo genera
cierta circularidad. También se cae en contradiccion al sostener que el rombo es
un caso particular de cuadrado, y se ve la influencia de la representacion grafica
al acotar que el rectangulo “presenta un lado mayor que el otro”.

5 i |

Figura 13. Definiciones de la clase paralelogramos construidas (item 5)

Plan de clase de Samuel y su ejecucion

Si bien la consigna dada a Samuel era elaborar una clasificacion inclusiva de los
cuadrilateros, también representarla en un esquema y definir los cuadrilateros de
acuerdo a este esquema (

Tabla 1), los aprendizajes esperados que propone en su plan de clase se enfocan
en una clasificacion convencional donde los dngulos internos y la medida de los
lados son los criterios de clasificacion (Figura 14). La inclusion solo puede verse,
de cierta manera, en la clase “paralelogramo” en la que considera al rectangulo,
rombo y cuadrado. Llama la atencidon que no mencione al romboide, pese a que si
lo hizo en el cuestionario (aunque casi como sinénimo del paralelogramo) y
finalizando la ejecucion de su sesion.
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Il. APRENDIZAJES ESPERADOS:

CONCEPTOS CAPACIDADES

v" Cuadrilatero convexo:
Es el cuadrildtero cuyos angulos
internos miden menos de 180°. 37

v" Cuadrildtero concavo:
Es un cuadrildtero que posee
un éangulo interno mayor de

Clasifica los cuadrilateros en funcion de
sus angulos internos y de la medida de sus
lados.

130“i I v" Diferencia los cuadrildteros segin sus
v = icti i
Paralelogramo caracteristicas o propiedades.

Es un cuadrildtero cuyos lados
opuestos son paralelos.
* Recténgulo: v Analiza diversas situaciones sobre
Es un paralelogramo que e Eios.
tiene dos pares de lados
paralelos y sus angulos
internos son rectos.
¢ Rombo:
Es un paralelogramo que
tiene sus lados iguales.
e Cuadrado:
Es un paralelogramo que
tiene sus cuatro angulos
rectos y de igual lados.
v" Trapecio:
Es un cuadrildtero que tiene dos
lados paralelos.
v' Trapezoide:
Es un cuadrildtero que no tiene
ningun par de lados paralelos.

Figura 14. Aprendizajes esperados propuestos por Samuel en su plan de clase

Respecto de lo anterior, en el desarrollo de su sesion, Samuel considera la
medida de los angulos para diferenciar cuadrilateros convexos y concavos, pero
en lugar de las medidas de los lados, se refiere al paralelismo de estos. Segin
este criterio, diferencia los tres grupos convencionales sefialados en los
aprendizajes esperados (paralelogramos, trapecios y trapezoides) y es sobre los
cuadrilateros que asocia a cada grupo, que desarrolla definiciones inclusivas. Asi,
inicia el andlisis de los paralelogramos como clase que integra al rectangulo,
rombo y cuadrado (en ese orden) y cuya relacion se visualiza en un esquema
realizado por un estudiante (César), haciendo uso de diagramas de Venn, tal
como Samuel le habia indicado (Figura 15).
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Figura 15. Clasificacion de los cuadrilateros (PC-Samuel, 500-509)

El establecimiento del esquema anterior se logré luego de que Samuel promovie-
ra la definicioén del paralelogramo como clase y de los cuadrilateros que en ella
se incluyen. Como puede verse en los siguientes extractos de la sesion (SC-
Samuel, 248-439), las definiciones son totalmente distintas a las dadas en la tabla
de aprendizajes esperados (Figura 14).

Samuel:  [...] un paralelogramo es un cuadrilatero cuyos lados opuestos son
iguales. [...]. Entonces un paralelogramo es un cuadrilatero cuyos
angulos opuestos son iguales. [...] dentro de los paralelogramos en-
contramos a tres cuadrilateros [...] que son los rectangulos, el rom-
bo y el cuadrado. [...] Un rectangulo es un paralelogramo que tiene
un angulo recto. [...] un rombo es un paralelogramo que tiene dos
lados consecutivos congruentes. [...] ahora vamos a ver lo qué es un
cuadrado [...] A ver, digame César, los lados de este, de este cua-
drado, ;son paralelos?

César: Si

Samuel:  Ya. jPresenta angulos rectos?
César: Si

Samuel:  Ya. ;Los lados son iguales?
César: También

Samuel:  Entonces, [...] (Cumple la propiedad el cuadrado de tener un angulo
recto?

Laura: Si
Samuel:  Si, ;de acuerdo?

El didlogo continua llevando a los supuestos alumnos a que un cuadrado es
también un rombo, asi como es un rectangulo, y concluyendo que un cuadrado es
“un paralelogramo que tiene un &ngulo recto y dos lados consecutivos
congruentes”, evidencidndose un claro proposito inclusivo. Estas definiciones
muestran condiciones necesarias y suficientes, guardan jerarquia, son existentes,
no circulares ni contradictorias, son inequivocas e independientes de la
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representacion o figura. En las definiciones consignadas en los aprendizajes
esperados, como se muestra en la Figura 14, se nota jerarquia (al referirse a
cuadrilatero o paralelogramo) y circularidad al definir rectangulo (paralelogramo
con pares de lados paralelos). Prima una intencion particional pues Samuel
enuncia caracteristicas que impiden establecer relaciones entre cuadrilateros,
cosa que no ocurre en el desarrollo de la sesion.

Tal como hizo en el cuestionario, recurre a los objetos del entorno para
identificar cuadrilateros (Fenomenologia y aplicaciones-KoT, estrategias,
técnicas, tareas y ejemplos-KMT). De este modo, les propone una ldmina (Figura
16) para que reconozcan en ella todos los cuadrilateros posibles.

=

—] \ F
= 4 b4

Figura 16. Lamina propuesta para identificar cuadrilateros en objetos del en-
torno (SC-Samuel, 84-101)

La Figura 16 da luces de las imagenes conceptuales que posee Samuel respecto
de los cuadrilateros. Si bien la posicion prototipica de los objetos puede
responder a su ubicacion en el entorno, tanto estos como el anexo propuesto en
su plan de clase (Figura 17) evidencian la influencia de imagenes
convencionales, caracterizadas por alineacion horizontal o apoyadas sobre uno de
sus vértices.
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3.~+Escribe-el'nombre-de‘los-siguientes-cuadrilateros:-9

N7 8

[ X

Figura 17. Imagenes de cuadrilateros propuestos para consolidar los tipos de
cuadrilateros (PC-Samuel)

A pesar del uso de representaciones graficas prototipicas y del rol que se le
atribuya a la posicion de estas, Samuel cuestiona este aspecto y parece tener claro
que la posicion no determina el tipo de cuadrilatero, sin embargo, puede ser un
elemento definitorio para los alumnos (KFLM):

Samuel:  [...] Ustedes creen si yo a esta figura la giro y la pongo de tal mane-
ra que AD quede sobre la base horizontal seguira siendo rombo o
no. [...]

Laura: No
Samuel:  [Por qué?
Laura: Porque es un cuadrado [...]

Samuel:  Ya, pero necesariamente ;todo rombo siempre es un cuadrado? Eso
lo vamos a ver en unas situaciones que ustedes mismos lo van a de-
ducir, pero la idea es que, si esta figura le doy ese giro, ;seguira
siendo rombo? (SC-Samuel, 355-385)

DISCUSION Y CONCLUSIONES

Como hemos puesto de manifiesto, el conocimiento especializado de los dos
estudiantes para profesor sobre los cuadrilateros muestra claras diferencias. En el
conocimiento mostrado por Laura se evidencia el peso de caracteristicas
convencionales para caracterizar cuadrilateros (paralelismo e igualdad de lados y
angulos) y de definiciones excluyentes. Sin embargo, da muestras de comprender
las clasificaciones inclusivas, y de saber definir en esos términos, sobre todo en
el plan de clase y su ejecucion. Esto parece sustentarse en su conocimiento de las
propiedades de distintos tipos de cuadrilateros y en una imagen conceptual de los
mismos con cierta riqueza. Muestra haber reflexionado sobre algunos aspectos
del aprendizaje de los alumnos en relaciéon con el contenido, incluyendo la
posible dificultad de las definiciones inclusivas, y parece ser consciente de la
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importancia de la variedad en las representaciones graficas que se aportan a los
alumnos sobre cuadrilateros, lo que le lleva a elegir, ademas de representaciones
graficas estdticas, un recurso dindmico. Si bien considera definiciones
antieconémicas, en general son correctas, rigurosas, no circulares, ni
contradictorias, inequivocas e independientes de la representacion. Parece
reconocer la jerarquia en una definicion y las definiciones son descriptivas. En su
plan de clase se observa la influencia de su conocimiento sobre el curriculum
nacional en relacion con los cuadrildteros en secundaria.

Por su parte, Samuel no solo contempla caracteristicas convencionales al
caracterizar los cuadrilateros, sino que, al paralelismo y a la medida de lados y de
angulos, afiade la medida de las diagonales y como consecuencia de su
interseccion, la formacion de tridangulos congruentes. Pese a esto, las definiciones
que construye en el cuestionario y en el plan de clase se caracterizan por un
criterio excluyente o particional, por un escaso reparo en caracteristicas
necesarias y suficientes, y por una marcada influencia de representaciones
graficas prototipo que evidencia el predominio de la imagen conceptual sobre la
definicion. La perspectiva grafica se extiende al uso de imagenes cotidianas de
cuatro lados en el desarrollo de la sesion de clase. En esta, contrariamente a lo
sefialado en el cuestionario y el plan de clase, se observa el desarrollo de
definiciones inclusivas para los cuadrilateros de la clase paralelogramos. Estas
definiciones guardan correspondencia con el esquema de clasificacion,
previamente construido, sobre los paralelogramos y se caracterizan por contener
condiciones necesarias y suficientes, ser inclusivas, existentes, no circulares ni
contradictorias, inequivocas e independientes de las representaciones graficas.
Este cambio, respecto del desarrollo del cuestionario y el plan de clase, da
indicios de un proceso reflexivo que le permite a Samuel reestructurar el
conocimiento que posee en torno a los cuadrilateros.

El conocimiento de definiciones, propiedades y fundamentos (KoT) se
evidencia mas completo en el cuestionario resuelto por Laura que en el de
Samuel. Asi, mientras Laura diferencia tres grupos de cuadrilateros
(paralelogramos, trapecios y trapezoides), Samuel se limita a los paralelogramos.
Dicha diferenciacion y la identificacion de propiedades de los cuadrilateros se
basa, en ambos casos, en aspectos convencionales como la medida de los
angulos, el paralelismo de los lados y la medida de estos. Sin embargo, Samuel
afiade un cuarto aspecto que resulta menos convencional que los anteriores: la
medida de las diagonales, lo cual propicia cierta riqueza en las definiciones que
puedan construirse en torno a este aspecto (Zazkis y Leikin, 2008).

La identificacion de propiedades necesarias para definir cada cuadrilatero
(KoT y KPM) pone en evidencia, en ambos casos, el escaso reparo en
condiciones necesarias y suficientes para generar definiciones y también, en el
caso de Laura, la consideracion de niveles de jerarquia (Shir y Zaslavsky, 2001)
y de perspectivas particionales que le permiten identificar al trapezoide como el
cuadrilatero mas general, asociar a cada uno de los tres grupos de cuadrilateros
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diferenciados los que le corresponden (partiendo del concepto inmediatamente
superior: paralelogramo-cuadrilatero, romboide-paralelogramo), organizar los
cuadrilateros en un esquema (aunque sin interrelacionar los tres grupos), definir
segun este todos los cuadrildteros considerados y atribuir un valor de verdad a las
proposiciones que relacionan dos o mas cuadrilateros manteniendo una postura
excluyente. Por su parte, Samuel evidencia, predominantemente, una postura
excluyente al enunciar las propiedades necesarias para definir cada cuadrilatero,
confusion al jerarquizar estos (puesto que identifica como cuadrilatero general al
paralelogramo) y uso de representaciones graficas prototipicas para argumentar
el valor de verdad de las proposiciones que relacionan dos o mas cuadrilateros.

Pese al escaso reparo en condiciones de necesidad y suficiencia al definir de
ambos informantes (KPM), Laura proporciona una definicion de trapezoide
jerarquica, existente, no circular, inequivoca e independiente de la representacion
(KPM). De las demas definiciones puede decirse, en general, que gozan de
integridad (Chinnappan y Lawson, 2005) aunque resultan inapropiadas segtn la
correccion (Zazkis y Leikin, 2008), son descriptivas, no econdmicas, y
jerarquicas, pero también particionales (de Villiers, Govender y Patterson, 2009).
Por su parte, Samuel proporciona una definicion de paralelogramo que se
caracteriza por evidenciar cierta jerarquia, existencia y no contradiccidn, pero si
circularidad, equivocidad y dependencia de representaciones graficas prototipicas
(KPM). En general, Samuel proporciona definiciones con cierta integridad
debido a que no siempre son correctas (Chinnappan y Lawson, 2005), esto lleva
a calificarlas como inapropiadas, tanto por su correccion como por la riqueza
(Zazkis y Leikin, 2008), descriptivas, visuales y no econdmicas, y particionales
(de Villiers, Govender y Patterson, 2009).

Sobre la imagen conceptual de cuadrilatero (KoT) diremos que Laura posee
imagenes mas ricas y variadas, no solo por contemplar cuadrilateros simples sino
también de lados cruzados (complejos), asi como concavos y convexos. Ademas,
las representaciones propuestas no se reducen a posiciones prototipicas como si
ocurre con Samuel (KMT). En el caso de este ultimo, son representaciones
convexas prototipicas (Herskowitz, 1990), caracterizadas por una posicion
horizontal o apoyadas en un vértice, tal como convencionalmente se muestra en
los libros de texto.

El conocimiento base evidenciado en el cuestionario (C) se amplia en ambos
casos en el desarrollo del plan de clase (PC) y su ejecucion (SC), posiblemente
porque, pese a que su rol docente sigue siendo simulado, les demanda la
movilizacion de otros conocimientos como, por ejemplo, los comprendidos en el
dominio didéctico del contenido.

Asi, en el caso de Laura se observa la consideracion de dos clasificaciones:
una convencional (particional) y otra inclusiva (jerarquica), que ponen en
evidencia un conocimiento de los temas (KoT) més amplio y ligado al desarrollo
curricular, en cuanto a expectativas de aprendizaje, nivel de desarrollo
conceptual y secuenciacion de los temas (KMLS), puesto que toma como
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referencia la propuesta de libros de texto de los dos grados de primaria anteriores
al que se planifica la sesion. También emerge la variedad de las imagenes
conceptuales que posee de los distintos cuadrilateros, lo cual le permite usar dos
tipos de representacion de los cuadrilateros para su ensefianza: una estdtica
(lamina con dibujos de cuadrilateros) y otra dindmica (tiras de cartulina para
construir cuadrilateros), que se constituyen en recursos y estrategias de
ensefianza (KMT). Ademas, el uso del recurso dindmico se vincula, de cierta
forma, a las definiciones procesuales (Shir y Zaslavsky, 2001) que orientan una
clasificacion jerarquica, del cuadrilatero mas general al mas particular. En el caso
de Samuel, el uso de los cuadrilateros en el entorno (KoT-KMT) es el detonante
para iniciar el estudio de este tema. Sin embargo, la ldmina empleada (Figura 16)
da luces de las imagenes mentales que posee de los cuadrilateros, y de un
conocimiento de estos marcado por la convexidad y convencionalismo (KoT),
que le impide integrar en un esquema los tres grupos de cuadrilateros
(diferenciados segun el paralelismo de sus lados) para limitarse solo a los
paralelogramos. Esto justifica, de cierta manera, que las definiciones dadas
posean un caracter particional.

En el conocimiento especializado de ambos futuros profesores se observa la
fuerte influencia de las caracteristicas convencionales para definir los distintos
tipos de cuadrilateros (KoT), la fuerza de las definiciones particionales y la
consideracion de definiciones no econdmicas. Si bien los futuros profesores dan
muestras de comprender definiciones inclusivas, sobre todo en situaciones de
ensefianza, tienen dificultades para realizarlas. La futura profesora que muestra
menos problemas con las definiciones inclusivas, muestra también imagenes
conceptuales mas ricas, menos prototipicas y mas diversas, probablemente como
consecuencia de un conocimiento mas integro y conectado (Chinnappan y
Lawson, 2005) que parece redundar en el conocimiento sobre cémo los alumnos
de Primaria comprenden este contenido (KFLM) y en las estrategias y recursos
que pueden emplearse para su ensenanza (KMT), lo cual corrobora la asociacién
entre el conocimiento de la materia y el conocimiento didactico del contenido
(Murphy, 2012). De las propiedades de una definicion matemadtica la jerarquia,
existencia y no contradiccion son las mas presentes en las definiciones que
enuncian los futuros profesores; ademas, todas las definiciones son descriptivas.

El trabajo presentado confirma la necesidad de trabajar la definicion como
practica matemadtica en la formacién inicial de profesores puesto que permite
movilizar distintas dimensiones de conocimiento especializado, sustentado en un
conocimiento base imprescindible. A su vez, atender esta necesidad, requiere de
la complementariedad metodoldgica que sitie a los futuros profesores en
distintos escenarios de actuacion (Carrefio, Climent y Flores, 2017), de tal forma
que se cuestione, amplie y profundice el conocimiento requerido para la
ensenanza. Por otro lado, se hace evidente la necesidad de visualizar la
interaccion entre las practicas matematicas definir y clasificar, en los escenarios

PNA 14(1)



E. Carrefio y N. Climent 51

abordados en este trabajo u en otros escenarios que puedan generarse en la
formacion inicial o continua.

Los resultados de este estudio apoyan la importancia de trabajar en la
formacion de profesores clasificaciones de figuras geométricas con criterios no
convencionales, y la definiciéon de las clases resultantes. Ademads, evidencia la
necesidad de incidir més en la reflexion tanto matematica como didéctica sobre
clasificaciones inclusivas, lo que conlleva la exploracion de propiedades y
relaciones entre estas. La importancia de un conocimiento matematico sélido del
concepto geométrico, en este caso cuadrilatero, tanto en relacion con su
definicion como con su imagen conceptual, como base para una reflexion
didéctica, ha sido puesto de manifiesto, asimismo.

Finalmente, el andlisis de definiciones por parte de profesores o futuros
profesores se muestra una actividad que permite tanto reflexionar sobre las
caracteristicas matematicas de una definicién, como sobre la importancia de estas
caracteristicas en un contexto escolar. En general, el abordaje de la definicion
como practica matematica, supone una oportunidad para identificar aspectos
conceptuales y didacticos que requieren atencion y, en consecuencia, reorientar
los planes de estudio de asignaturas especificas o incluso de la estructura
formativa.
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