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Resumen: El presente estudio, considera a los fractales como un concepto asimilador para
el aprendizaje de otros objetos presentes en el curriculum escolar de Matemdtica. La
motivacion de fondo es la reinterpretacion de la geometria a través de los fractales
geomeétricos, complementando la cosmovision euclidiana que caracteriza a los procesos de
ensenianza. Se aborda entonces un desafio mayor, y es que los fractales no son parte de los
conocimientos que el Ministerio de Educacion, la sociedad y la cultura han definido como
obligatorios para la ensefianza. Algunos elementos metodologicos que sutentaron la
investigacion, se fundamentan en los resultados de un estudio experimental sobre los
conocimientos que construyeron nueve estudiantes de educacion media (16 a 18 arnios), al
abordar uno de los fractales mas divulgados, -el Triangulo de Sierpinski-. Estos resultados
permitieron la proyeccion de un modelo cognitivo sobre un conjunto de fractales
geométricos, que orientan caminos de construccion viables para este tipo de conocimiento
en niveles escolares.

Fractal geométrico, teoria APOE, modelo cognitivo
EL ENFASIS DE LA GEOMETRIA EN EL CURRICULUM

Chevallard (2015), realiza un cuestionamiento sustantivo a los paradigmas imperantes en el
tratamiento de la ensefianza de la Matematica en la escuela secundaria, donde se sigue
replicando una concepcion epistemologica del conocimiento, cuya finalidad es que el
estudiante haga suyo, en el mejor de los casos, un cuerpo de conocimientos solo por el hecho
de que la institucion escolar y la tradicion sefialan que son dignos de alcanzar. Una postura
mas realista del autor, alude a revivir una Matematica vinculada también a las aplicaciones
para ser remiradas y concebidas como una herramienta que aporta soluciones a la sociedad.

La evolucion de las tematicas en el eje de geometria del curriculum nacional se desarrollan
desde los cursos de educacion bdsica, inicialmente en relacion a la comprension de las
formas, la caracterizacion y relaciones simples entre estas y su representaciones cartesianas.
Continua con la medicion de perimetros, areas y volumenes y con movimientos rigidos de
figuras en el plano (Ministerio de Educacion, 2010). En el plan comin de estudios, la
mayoria de dichos aprendizajes se desarrollan en torno a la axiomatica de Euclides, dejando
para los cursos del plan diferenciado, algunas actividades que aluden a fractales (Ministerio
de Educacion, 2005). Se observa asi, un cuerpo de conocimientos centrado en elementos
conceptuales y rigidos, que en algunos casos se transfiere a contextos cotidianos a partir de
la medicion. La primacia de la geometria euclidiana, se puede considerar como un tema de
estudio en si mismo y no es parte de este trabajo, sin embargo, se sostiene que el potencial
formativo de las estructuras fractales se sustenta en la exhibicion de una geometria mas
cercana a la naturaleza, a los fenémenos sociales, a los bioldgicos y los econdmicos, entre
otros, asi la incorporacion de este tema se basa en sus cualidades formativas e integradoras.
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La reinterpretacion de la geometria a través de los fractales geométricos, motivd a que este
estudio se focalizara en el disefio de un modelo cognitivo, que sustentara los conceptos que
emergen en la construccion de un conjunto de fractales geométricos y que a su vez, le
otorgasen una nueva categoria a este concepto, como asimilador de otros conocimientos que
son tratados en la escuela. Al ser un tema no contemplado en el curriculum, se decidid
abordarlo considerando los elementos conceptuales que lo originan y le otorgan sus
caracteristicas intrinsecas -la iteracion y la autosimilutud a diferentes escalas-.

DISENO DE INVESTIGACION

Con base en la teoria APOE (Accion, Proceso, Objeto, Esquema) creada por Dubinsky
(1991) y desarrollada por otros investigadores (Arnon et al., 2014), se disefia un modelo
cognitivo o Descomposicion Genética (DG) para el Tridngulo de Sierpinski. Esta teoria nos
proporciona una manera de describir el aprendizaje de este concepto matematico, a partir de
estructuras que elabora el estudiante en su mente. Asi, el concepto lo reconstruye a través de
acciones, procesos, objetos y esquemas; y los mecanismos de interiorizacion, coordinacion,
reversion, encapsulacion y desencapsulacion como medio para lograr dichas estructuras.
Arnon et al. (2014) presentan la posible construccion de un nuevo estado, la Totalidad, que
es concebida como una construccion intermedia entre Proceso y Objeto y se relacionaria
principalmente con procesos infinitos o aquellos que involucran un gran niimero de pasos
por la dificultad de concebir un proceso como un todo estatico (Dubinsky 1987). La DG
diseniada propone al fractal geométrico como una Totalidad.

Para dar cuenta de la viavilidad del modelo propuesto se trabajé con dos casos de estudio,
con la finalidad de compreder en profundidad los fendmenos a partir de los estudiantes que
elaboran conocimiento a partir de sus propias habilidades, experiencia y aprendizajes
previos (Maykut y Morehouse, 1999). Las producciones de los estudiantes son sus escritos,
que fueron piezas claves para el andlisis y las interpretaciones que ellos muestran del objeto
matematico en estudio.

Los casos de estudio

Se definieron dos casos de estudio: el Caso 1 del Triangulo de Sierpinski, y el Caso 2 de la
Curva de Koch. Para el primer caso se consideraron los resultados obtenidos en la aplicacién
de una secuencia de aprendizaje para el Tridngulo de Sierpinski (Gutiérrez-Figueroa, 2014),
en la cual participaron nueve estudiantes de 4to afio medio (16 a 18 afios). Para el caso de la
Curva de Koch, se realizaron mediciones iniciales, donde participaron diez estudiantes del
mismo nivel educativo. La base del disefio fue orientada por el Ciclo de Investigacion propio
de APOE (ver Tabla 1).

Etapa Descripcion

Anadlisis tedrico Se realiz6 un estudio historico-epistemologico; revisaron textos y
articulos cientificos sobre fractales en la Matematica, otras ciencias y
como objeto de ensenanza. Este estudio dio origen a una DG para el
Tridngulo de Sierpinski.
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Disefio e Se disefi6 una secuencia de aprendizaje para la Curva de Koch, andloga
implementacion a la elaborada para el Triangulo de Sierpinski y se realizaron
de la instruccion ~ mediciones iniciales.

Recoleccion y Los andlisis se basaron en la comparacion con la DG y las semejanzas y
analisis de datos  diferencias que se observan en la produccion de los estudiantes para
ambos fractales.

Tablal: Sintesis del disefio de investigacion
ANALISIS COMPARATIVO DE LOS DOS FRATALES GEOMETRICOS

En la Tabla 2 se muestra el trabajo de estudiantes, que fue interpretado a partir de estructuras
mentales: acciones o procesos referidos a algunos conceptos claves para los fractales
geométricos.
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Tabla 2. Construcciones mostradas por los estudiantes de ambos casos de estudio
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Al contrastar las evidencias se observa que las estructuras mentales de la Curva de Koch,
como Iteracion y Autosimilitud, fueron de mayor dificultad para los estudiantes, lo que se
deberia a que el el Iniciador para el Tridangulo de Sierpinski es una figura més habitual para
ellos. Sin embargo, para el Caso 2, la poligonal cerrada es una estructura no tratada en la
ensefanza, también puede estar inidiendo, el trazado de triangulos en distintas posiciones
relativas, respecto de cada segmento de la curva.

ALGUNAS CONCLUSIONES

Se sostiene la conjetura de que el tratamiento de la geometria euclidiana esta interfiriendo en
la construccion de las estructuras fractales. Esto se presentd en forma mas evidente en la
Curva de Koch, cuyo Iniciador es una poligonal abierta sobre la cual se define el proceso
iterativo del fractal. En la Figura 1, se presenta la respuesta de un estudiante, para el caso 2,
cuando se le pregunta ;qué es lo mas dificil de esta actividad?, en referencia a dibujar las
etapas 3 y 4 de la curva de Koch. Este estudiante manifiesta que no se le ha dado
instrucciones sobre como cerrar la figura, lo que desde la investigacion se asocia al énfasis
en el trabajo con poligonos en la etapa escolar por sobre otro tipo de figuras.
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Figura 1. Construccion de la etapa 3 y su justificacion por parte del estudiante.

Con base en las evidencias recopiladas de ambos casos, se sostiene que las componentes
para un modelo cognitivo de los fractales geométricos serian: Acciones sobre objetos
geométricos ya conocidos, como el tiangulo, las medianas, y las poligonales abiertas. Al
interiorizar dichas acciones comprende a la figura como un estado inicial: el Iniciador,
también interioriza la instruccion como una regla a modo de proceso, en este caso el
Generador. Ambos se coordinan para construir la Iteracion y la Autosimilitud como nuevos
procesos para la construccion de las Imagenes fractales. La investigacion contintia y la etapa
que sigue es la implementacion de la secuencia en base a los dos fractales sefialados en
estudiantes de educacion bdsica y la definicion de un tercer caso para ajustar aun mas las
componentes que describen el modelo de aprendizaje de los fractales geométricos.
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