XX Jornadas de Educacion Matematica

UNA SITUACION DIDACTICA PARA INTRODUCIR LA NOCION DE
LA SUMA DE RIEMANN

Mihaly André Martinez Miraval, Daysi Julissa Garcia Cuéllar
Pontificia Universidad Catoélica del Peru

Resumen: La investigacion presenta el estudio de una situacion diddctica desarrollada por
estudiantes universitarios, mediada por el GeoGebra, para introducir la nocion de suma de
Riemann a partir de la suma de dreas de rectangulos. La comparacion entre los andlisis a
priori y a posteriori evidencio que se redujeron las dificultades para plantear la suma de
dreas de rectangulos, cuando se introdujo notaciones simbalicas.

Situacion didactica, area, suma de Riemann, geogebra, deslizadores
INTRODUCCION

La relacion entre el concepto de area y de integral definida se presenta en cualquier curso o
libro de Calculo integral. En nuestra practica docente, en una universidad de Lima, no se
propone al estudiante actividades de induccidn sobre la nocidon de area de una region que le
permita emplear conceptos conocidos como funciones, intervalos, areas de rectangulos,
sumatorias, limites, etc., y se pierde con ello la oportunidad de que el estudiante adquiera un
nuevo concepto, a partir de sus conocimientos previos.

Las investigaciones reportan diversas dificultades que resulta al construir el concepto de
area, y muchas de ellas citan el trabajo de Freudenthal (1999), que presenta diferentes
enfoques para su construccion, de ahi su complejidad. En nuestra investigacion, hemos
trabajado con el enfoque por mediciéon mediante un proceso de acotacion, que se caracteriza
por el uso de unidades cada vez mas pequenas, inscritas y/o circunscritas a la region que
generan una aproximacion a la medida del area por defecto y por exceso respectivamente.

La situacion didéactica que planteamos propone definir el area como el limite de una suma de
Riemann, pero en este trabajo que presentamos nos hemos centrado en el analisis de las
respuestas de los estudiantes de una de las actividades propuestas, en la cual se pretende
introducir al estudiante en el planteamiento de una suma de términos, expresados
simbolicamente, y reducidos utilizando la notacion sigma.

Por lo mencionado anteriormente, hemos disefiado una propuesta didactica tomando como
marco tedrico a la Teoria de las Situaciones Didacticas, porque busca, a partir de la
interaccion entre el estudiante, el saber y el medio, que el aprendizaje se logre (Brousseau,
2007).

Para disefiar la secuencia didactica, que tiene como objetivo que los estudiantes adapten a su
aprendizaje un procedimiento de aproximacion con rectangulos que les permita aproximar el
area de una region tanto como lo deseen y representen dicha aproximacion simbolicamente
utilizando sumatorias, hemos tomado en cuenta ciertos andlisis preliminares referidos al
objeto matematico area, y el andlisis lo hemos hecho contrastando lo que nosotros
esperabamos que los estudiantes contesten a las preguntas, presentes dificultades en algunos
procesos, etc., y lo que ellos presentaron como producto al final de la experimentacion. Por
ese motivo, hemos elegido algunos aspectos de la Ingenieria Didactica como nuestro marco
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metodoldgico, por ser, en palabras de Artigue (1995), un esquema experimental basado en
las “realizaciones didacticas” en clase, es decir, sobre la concepcion, realizacion,
observacion y andlisis de secuencias de ensefianza.

Nosotros hemos disefiado applets en Geogebra basados en deslizadores, para que el
estudiante centre su mirada en la interpretacion de resultados y no en la complejidad de los
calculos, y si buscamos que el estudiante realice un planteamiento con sumatorias. El uso de
la tecnologia al trabajar conceptos que involucran a la geometria dindmica, como derivadas,
integrales, areas, limites, etc., en particular el uso del Geogebra, es importante ya que, desde
el punto de vista de Amorin et al. (2011), permite que el estudiante valide sus hipotesis, y
argumente o cuestione sus ideas o de sus compaiieros.

Problematica

El concepto de area se trabaja en todos los niveles educativos: primaria, secundaria y
universitario. En la etapa escolar, para definir el concepto de area, se emplean métodos de
subdivion finita, pero no se realiza un proceso de refinamiento infinito como los que se
esperaria que se realicen en una etapa superior. Del mismo modo, la integral definida se
presenta en los libros de texto de calculo integral (Stewart, 2001) asociada al concepto de
area, es decir, como el limite de una suma de Riemann, sin embargo, no se presentan
actividades para que el estudiante construya la definicion, y se presenta a la integral
definida, tanto en los libros como en la clase tedrica, como una técnica que permite
solucionar el problema de calcular el area de una region no lineal.

Centrando la atencidn en el planteamiento de la suma de Riemann, se observan dificultades
para representar las alturas de los rectangulos dadas graficamente, en su forma algebraica,
como imagen de la funciéon en uno de los extremos de su base. En palabras de Artigue
(1998), estas dificultades resultan de los procesos de traduccién de un registro semidtico a
otro, especialmente las dificultades de traduccion del registro grafico al registro algebraico.

Nosotros proponemos utilizar el enfoque por medicion bajo un proceso de acotacion, de
modo que el estudiante exprese la suma de areas de rectangulos de forma numérica, en un
momento de la actividad, y luego, en otro momento, exprese dicha suma a partir de las
imagenes de la funcion, de forma simbdlica, y la reduzca usando la notacion sigma.

MARCO TEORICO

Para el presente estudio, tomamos como referencial tedrico a la Teoria de Situaciones
Didacticas (TSD) de Brousseau, por la manera como concibe el proceso de ensefianza -
aprendizaje en la educacion, en la que el aprendizaje del estudiante se debe dar a partir de las
interacciones entre el medio y el saber en juego.

El investigador llama medio a un sistema disefiado por el profesor con el fin de hacer
reflexionar al estudiante sobre su aprendizaje. La respuesta dada por el medio hace que el
estudiante refuerce el conocimiento nuevo adquirido, o que modifique su procedimiento si el
resultado dado no es coherente. Este medio es organizado a partir de la seleccion de
variables didacticas, las cuales al cambiar de valor generan en los estudiantes cambios en
sus estrategias consideradas como Optimas.
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Las situaciones son construidas por el profesor para proporcionar al estudiante las
condiciones propicias para la adquisicion del saber, en las que la intencién de ensefiar no es
revelada al estudiante son llamadas situaciones a-didacticas (Brousseau, 2007). En cada una
de ellas, la relacion entre el estudiante y el saber es distinta. La fase a-didacticas son tres:
Fase de accion, Fase de formulacion y la Fase de validacion. En el desarrollo de las tareas de
nuestra investigacion, se aprecia la fase de accion al reconocer el funcionamiento de los
deslizadores, al manipularlos de forma exploratoria, y junto con sus conocimientos previos
actuar sobre el medio. La fase de formulacion se aprecia en el intercambio de informacion
sobre como hallar la medida de las bases, y como expresar las alturas de los rectangulos
como la imagen de una funcion. Finalmente, la fase de validacion se observa, luego de
cambiar la variable didactica e introducir la notacidon simbolica, al validar una expresion que
represente a la aproximacion del area realizada.

ANALISIS

La situacion didactica que se propuso fue la de delimitar la sala y el comedor de una casa
con una curva diseflada por los deslizadores a y b. Con el deslizador n se colocaron losetas
rectangulares de igual base, inscritas y circunscritas al comedor, y con el punto movil P se
hallaron las alturas. A continuacién presentamos las respuestas de uno de los cinco
estudiantes con los que se trabajo.
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Figura 1: Applet en Geogebra

En una de las tareas de la actividad el estudiante debia hallar las alturas y las areas de un
nimero determinado de rectangulos. Cuando trabajé con 5 rectangulos no tuvo problemas;
debido a que las bases median lu y las alturas eran iguales a la imagen de la funcién
evaluada en un niumero natural. Al modificar la variable didactica numero de rectangulos de
aproximacion y colocarlo en 10, hallé bien las alturas pero trabajé con base 1u en vez de

0,5u. Para 80 rectangulos, el estudiante sefial6 que no pudo hacerlo porque le parecia muy
dificil.

En otra de las tareas, el estudiante ya no contaba con el valor numérico de las alturas; ahora
contaba con la imagen, por ejemplo, P (2; f(2)). Se esperaba que no presente dificultades al
determinar la altura de cada rectangulo, y por consiguiente al plantear la adicion de
términos. Sin embargo, no consider6 el ultimo término de la suma que era 0,06 f{5).
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Figura 2: Planteamiento de la suma de areas de 80 rectangulos

Finalmente, en una ultima tarea, se tratd de ver la viabilidad de reemplazar los valores
numéricos generados por la particion del intervalo por simbolos como Xy; X;; X, ¥ X5, de

modo que se facilite el planteo de la suma de términos y su reducciéon simbolica; con el
objetivo de plantear, en otra situacion, el limite a dicha suma cuando el numero de
rectangulos tiende al infinito. La respuesta del estudiante se muestra en la figura.
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Figura 3: Representacion reducida de la suma de términos

Apreciamos que luego de introducir la notaciéon simbolica, el estudiante fue capaz de
expresar correctamente la suma de los 80 términos de forma reducida. Por ello decimos que
alcanz6 las fases de accidon, formulacion y validacion propias de la teoria de situaciones
didacticas.

CONSIDERACIONES FINALES

Observamos que inicialmente el estudiante no fue capaz de hallar la suma de areas de
rectangulos cuando el numero era grande, por mas que contaba con las alturas de los
rectangulos de forma numérica; estas dificultades fueron cambiando a medida que el
estudiante ya no tenia que calcular la altura, sino expresarla como imagen. Al final, al
trabajar exclusivamente con simbolos, el estudiante logré su objetivo. Esto nos hace pensar
que para introducir valores genéricos en la particion del intervalo, el estudiante debe pasar
por un proceso de cambio de representacion, es decir, de nimero a una expresion simbolica.
Esto facilitaria el planteamiento de la suma de Riemann, con miras a definir el area como el
limite de dicha suma.
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