Una propuesta para introducir la ensenanza de
las Pruebas de Hipdtesis
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Resumen

El presente trabajo brinda una propuesta que busca enfrentar el problema de en-
senanza de los conceptos asociados a las pruebas de hipétesis. La propuesta plantea
varias situaciones problema en forma de ejemplos que permiten reforzar la comprensién
de ciertos conceptos asociados a las pruebas de hipdtesis.
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1 Introduccion

El contraste de pruebas de hipétesis es una herramienta muy importante a utilizar en las
investigaciones cuantitivas para la toma de decisiones. Precisamante su fortaleza estd en
ayudarnos a tomar las decisiones que no necesariamente son las correctas pero si aquellas que
tiene una mayor probabilidad de ser las correctas. Ademsds, el constraste de hipétesis tiene
aplicaciones en diversas dreas del conocimiento lo cual contribuye a su importancia.

Sin embargo, la ensenanza de las pruebas de hipétesis presentan varias dificultades, tres de
estds dificultades son detectadas por Vallecillos & Batanero (1997) a partir de un estudio de
caso:

1. Involucra un gran ndmero de conceptos que se asume su dominio por parte del estudi-
ante: nivel de significacia, hipdtesis nula, hipétesis alternativa, valor P,...

2. No establece relaciones entre los conceptos, por ejemplo no establecen relacién entre la
distribucién del estadistico, las regiones y el nivel de significacién
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3. Los estudiantes pueden dar respuestas a los problemnas planteados sin conectar los
conceptos.

El presente trabajo brinda una propuesta para introducir las pruebas de hipdtesis que pre-
tender superar las dificultades anteriores. Esta propuesta ha sido plasmada en texto que se
ha utilizado en el Instituto Tecnolégico de Costa Rica en los tltimos semestres para el curso
M A — 3405 Estadistica y los resultados han sido satisfactorios.

2 Concepto intuitivo

Para introducir el concepto de pruebas de hipétesis se tomard como base la propuesta desar-
rollada por Martha Aliaga (2008). Suponga que se tiene una bolsa con 6 bolas de las cuales

no se conoce su color:

Una persona realiza la siguiente afirmacién: “en la bolsa hay 5 bolas verdes y una blanca”
y le solicitan a usted que rechace o acepte la afirmacién, para ello le dan la posibilidad de
realizar una muestra aleatoria de tamafno 2. Es decir le permiten elegir dos bolas al azar con
reposicién de la bolsa.

Suponga que al realizar las dos extracciones con reposicién obtiene dos bolas blancas:

e 01010 Tk
o) 90890

1° Extraccién Se devuelve la bola 2° Extraccion

Con base en la informacién obtenida en la muestra, responda las siguientes preguntas:

1. jAcepta o rechaza la afirmacién de la persona?
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2. jHay alguna posibilidad de que se cumpla la afirmacién?
3. ;Considera més probable que la afirmacién se correcta o incorrecta?

4. Discuta la diferencia, con respecto a la afirmacién, entre la toma de una decisién
(aceptar o rechazar la afirmacién) y la asignacién de un valor de verdad a la afirmacién
(afirmacién correcta o incorrecta).

Suponga que la bolsa fue desechada y nunca se determiné la veracidad de la afirmacion,
entonces jpuede asegurar que su decisién fue la correcta o la més probable?.

Cuando se toman decisiones con respecto a la informacién brindada por una muestra se realiza
una prueba de hipdtesis. Discuta la diferencia entre una prueba de hipdtesis y una prueba
matemadtica.

3 Conceptos basicos

3.1 Tipos de hipétesis

La investigacion define las hipdtesis como las afirmaciones que son objeto de estudio y que se
desea determinar su veracidad. La prueba de hipdtesis es un método de investigacién que a
partir de una afirmacion, sobre el valor de un pardmetro, define dos hipétesis opuestas (una
de las cuales es la afirmacién) y busca evidencias para aceptarlas o rechazarlas. Seguidamente
se recuerdan las definiciones de los dos tipos de hipétesis.

Definicién 1 Hipdtesis nula (“Acusado es inocente”): es una aseveracion en el sentido
de que un pardmetro 0 tenga un valor especifico 0y y se denota Hy:

H0:0:c90

donde 0y es un wvalor del estadistico © llamado valor nulo. El procedimiento consiste en
suponer que Hy es verdadera y buscar evidencias en contra del supuesto. Para que Hy se
acepte no debe haber una fuerte evidencia en su contra.

Definicién 2 Hipdtesis alternativa (“Acusado es culpable”): es una aseveracion que se
acepta si se rechaza Hy, se denota por Hy y tiene la forma:

H1:9<90, Hi:0>0p o H1:97é00

Observaciones: Se tiene que
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1. De acuerdo con la ley de tricotomia:
0=0y 0<60y o 0>0

Hy y Hq deben abordar estas afirmaciones y ser opuestas.

2. Aunque Hj se redacta en forma de igualdad, en realidad suele ser su caso extremo
para que se cumpla. Por ejemplo, si se desea estudiar la afirmaciéon 6 < 6y,
entonces, dado que la afirmacién debe estar sola en una de las hipétesis para
poder analizarla, se tiene que

Hy:0=20, (S) Hyi:0> 0

Observe que la afirmacién, dado que contiene la igualdad (0 < 6g), se le asigna
a Hy. Asi, Hy se acepta si 6 < g y su caso extremo para que se acepte es que
0 = 0y. Por otro lado, en H; se le asigna lo contrario a la afirmacién.

3. Recuerde que “el acusado es inocente hasta que se demuestre lo contrario”. Por
lo tanto, hasta el momento el procedimiento para realizar una prueba de hipétesis
consiste en:

(a) Definir Hyp y H; a partir de la afirmacién por analizar
Asumir Hj es verdadero, es decir se asume que “el acusado es inocente”.

)
(c) Tomar una muestra para hallar un valor 6 del estadistico ©
)

Utilizar la estimacion 6 y la distribucién de © para determinar evidencias en
contra de Hy, es decir “se buscan evidencias que se demuestre lo contrario”.

(e) Decisién. Si se determinar evidencias significativas en contra de Hp, entonces
se rechaza Hy. De lo contrario se acepta Hy.

(f) Conclusién. Si se acepta Hp, no significa que se acepta que “el acusado es
inocente” sino, al igual que en un juicio, se concluye que no se hallaron ev-
idencias significativas en contra de Hjy. Por otro lado si se rechaza Hg, se
concluye que existe evidencia en contra de Hy.

Ejemplo 1 Para cada una de las siguientes situaciones identifique el pardmetro, indique la
afirmacion a analizar y, con base en esta, identifique la hipdtesis nula y alternativa.

1. Se quiere demostrar que el nivel promedio de carbono del centro de San José es mayor
que 4.9 partes por millon.

Sea p el nivel promedio de carbono del centro de San José.

Afirmacion : > 4.9
H():,u,:4.9 (S) H1:/L>4.9
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2. Se desea determinar si el porcentaje de costarricenses que duermen con el televisor
encendido es menor a 35%.

Sea p el porcentaje de costarricenses que duermen con el televisor encendido.
Afirmacién : p < 0.35
Hy:p=0.35 (>) H; :p<0.35

Definicién 3 Una prueba de una cola es aquella en la cual Hy tiene la forma:
Hi:0<0y o Hi:0>06
Definicién 4 Una prueba de dos colas es aquella en la cual Hy tiene la forma:

Hi: 04 6,

3.2 Regiones de aceptacién y rechazo

La aceptaciéon de Hy se da si al tomar una muestra no se encuentra evidencia significativa en
su contra. Es decir la aceptacién de Hy no esta directamente ligada a la posibilidad de que
se cumpla Hj (aunque si indirectamente), mds bien su aceptacién se da cuando no existan
datos en su contra. Por lo tanto, el concepto de aceptacién en pruebas de hipétesis es distinto
al de la vida cotidiana.

Ejemplo 2 Juan afirma que Ana tiene puesta una camisa de color rosada. Se tiene que

Hy: la camisa que tiene puesta Ana es rosada
Hy: la camisa que tiene puesta Ana no es rosada

Se entrevistan a cuatro personas que vieron Ana: Luis indica que la camisa de Ana no es
de color verde, Rebeca dice que no es roja, Alberto que no recuerda el color y Sara indica
que no es amarrilla. Por lo tanto, dado que la informacion obtenida no brinda evidencia en
contra de Hy, se acepta que la camisa es rosada, esto pese a que directamente no se obtuvo
informacion de que fuera de dicho color. Asi,

se acepta Hy
y lo correcto es concluir que no se hallan evidencias en contra de que sea rosada

Ejemplo 3 Considere el ejemplo anterior. Suponga que Anthony afirma que Ana tiene
puesta una camisa de color negra. Ast,

Hy : la camisa que tiene puesta Ana es negra
Hi: la camisa que tiene puesta Ana no es negra
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De acuerdo a la informacion indicada en el ejemplo anterior, no hay evidencia significativa
para rechazar Hy. Por lo tanto,

se acepta que la camisa es negra (1)
Sin embargo, en el ejemplo anterior, se obtuvo que
se acepta que la camisa es rosada (2)

¢Se contradicen (1) y (2)¢ No, en realidad se acepta que la camisa es negra y que es rosada,
al no existir evidencia en contra de ambas afirmaciones. Es decir, la aceptacion se da porque
no se hallé un argumento sélido para negarla.

Los ejemplos anteriores modelan el concepto de aceptacién en una prueba de hipétesis e
indicar que es posible aceptar dos afirmaciones contradictorias si no evidencia significativa
para rechazarlas.

., Cémo aceptar o rechazar Hy? La hipétesis nula realiza una afirmacién sobre el valor de
un parametro 6. Recuerde que @, un buen estimador o estadistico asociado a 6, brinda
estimaciones sobre el valor 6 a partir de muestras de tamano fijo. Asi, la idea es utilizar una
estimacion 6 de 0 y la distribucién muestral de 5) para determinar evidencia en contra de Hy.
Por lo tanto, el valor de la estimacién de 6 es trascendental para aceptar o rechazar Hy.

Ejemplo 4 Se afirma que el promedio de edad de los vendedores del Mercado Central de
Cartago es de por lo menos 30 anos.

Para analizar esta afirmacion, sea p la edad promedio de los vendedores del Mercado Central
de Cartago. Asi,
afirmacion : p > 30
Ho:p=30 (>) Hy:p<30

El estadistico utilizado es X. Recuerde que este estadistico brinda estimaciones de j para
muestras de tamano 40, por ejemplo.

1. Suponga que en una muestra de tamano 40 se hallé el valor T = 32. Como T es una
estimacion de u, esto indica que p es cercano a 32, y recuerde que Hy se cumple si
> 30. Ast, el valor T = 32 no representa una evidencia en contra de Hgy, por lo tanto

se acepta Hy.

2. Suponga que en una muestra de tamano 40 se hallé el valor T = 29.Esto indica que p
es cercano a 29. Asi, se ha determinado evidencia en contra de Hy. Sin embargo, sesta
evidencia es significativa?
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(a)

(b)

Recuerde que T =29 es solo una estimacion de p. Se sabe que p es cercano a 29,
entonces p puede ser 30 el cual se supone cercano a 29. Por lo tanto, se puede
considerar que la evidencia no es significativa y

se acepta Hy.

Por otro lado, se puede considerar que 30 estd alejando de 29. Ast, la evidencia es
significativa y
se rechaza Hy.

529 es cercano o no a 30?7 Esto dependerd de la distribucion del estadistico X
y del riesgo de equivocarse que se estd dispuesto a asumir. Como se verd mds
adelante, si se considera que como T = 29.9 entonces p < 30 (29.9 estd alejado
de 30) entonces se estd aumentando el riesgo de cometer un error. En general,
st estimaciones muy cercanas a 30 pero menores se consideran significativas para
rechazar Hy, se aumenta el riesgo de equivocarse en la decision tomada.

Continuando con la propuesta, se definen las regiones de una prueba de hipétesis.

Definicién 5 Dado que

se define

H0:0:c90

1. Regién de aceptacion: Valores de (:), estimaciones de 0, que aceptan Hy

2. Region de rechazo: Valores de (:), estimaciones de 0, que rechazan Hy

3. Valor critico: separa una region de rechazo y una de aceptacion. Se denota 6.

Aqi es importante que el docente presente las regiones de aceptacién y rechazo para cada
prueba de hipétesis:

Hy:0=00 (>) Rechazo Aceptacion ~
. . (¢]
Hi:0 <6 o %
Ho:0=10y (<) Aceptacién Rechazo N
Hi:60>0 . 6)
1 0 o o
Hy: 0 =20 Rechazo | Aceptacion| Rechazo ~
: . ®
Hi:6# 00 b1 &
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El lector puede notar que hay una tolerancia en cada una de las pruebas para considerar
que 6 = 0, tolerancia ejemplificada en el ejemplo anterior. De manera general, considere la
primera prueba donde Hy es

Hy:0=46y (>)

Entonces, para valores del estadistico (estimador de #) muy cercanos a p, aunque menores
a este valor nulo, se considera que 6 = 6g y por lo tanto debe formar parte de la regién de
aceptacion.

Esta tolerancia, que diferencia el valor critico . y el valor nulo g, se justifica debido a la
utilizacién del estadistico © cuyos valores son estimaciones de 6 tomadas de una muestra.
Asi, si las estimaciones de 6 son muy cercanas a 0y se puede aceptar que 6 = 0.

La distancia entre el valor nulo y el valor critico dependerd del riesgo que se este dispuesto a
tomar al realizar la prueba de hipétesis. Entre méds lejanos estén estos valores, se considera
que estimaciones cercanas a 6y aceptan Hg y hay menos posibilidad de cometer el error de
rechazar Hy siendo verdadera. Esto se estudiard en el siguiente apartado.

Asi, la obtencién del valor critico dependera de la distribucion del estadistico y del riesgo que
se estd dispuesto a asumir al rechazar Hy siendo verdadera. Esto se verd en el apartado (4).
Ejemplo 5 Se desea determinar si la proporcion p de apartamentos de San José que prohiben

mascotas no es superior al 30%.

Se tiene que
Afirmacion : p < 0.3
Hy:p=03 () Hy:p>0.3

El estadistico a utilizar es P. Las regiones de aceptacion y rechazo son

Aceptacion Rechazo N

Po=0.3 Pe

donde p. es el valor critico.

3.3 Errores en una prueba de hipdétesis

Para hablar de los errores de una prueba de hipdtesis es comin retomar la analogia de
estas pruebas con un jucio. Al dictar sentencia en un juicio se pueden cometer dos tipos de
errores: declarar culpable al acusado y que sea inocente, declarar inocente al acusado y que
sea culpable Estos dos errores son un modelo para explicar los error que se pueden cometer
cuando se ha realizado una prueba de hipétesis.
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Definicién 6 (Errores de una prueba de hipdtesis) Se pueden presentar los siguientes errores:

1. Error tipo I (“Condenar a un inocente”) la hipdtesis nula (“el acusado es in-
ocente”) se rechaza siendo verdadera. La probabilidad del error tipo I se denota por o
y es la probabilidad de rechazar Hy (“se declara culpable al acusado”) sabiendo que H
es verdadera (“sabiendo el acusado es inocente”):

a = P(H1|H0)

2. Error tipo II (“Dejar libre al culpable”) la hipétesis nula se acepta (“el acusado
es inocente”) siendo falsa. La probabilidad del error tipo II se denota por 3 y es la prob-
abilidad de aceptar Hy (“se declara inocente al acusado”) sabiendo que Hy es verdadera
(“sabiendo que el acusado es culpable”):

B =P (Ho|H:)

Analicemos la probabilidad del error tipo I (“Condenar a un inocente”):
a=P (HlyHo)

Note que H;j se acepta (que es equivalente a rechazar Hy) para estimaciones de 6 dadas por
el estadistico © que se encuentran en la regién de rechazo. Por otra lado dado que Hj es
verdadera, el caso extremo para que H sea verdadero es que 6 = 6. Asi

a= P (Hi{|Hy) =P ((:) este en la regién de rechazo ‘ 0= 90>

En cuando a la probabilidad del error tipo II (“Dejar libre al culpable”):
B =P (Ho|H)

Se tiene que Hy se acepta para estimaciones de 0, dadas por el estadistico (:), que se encuentran
en la regién de aceptacién. Por otro lado, la probabilidad de este tipo de error solo podra ser
analizada para hipétesis alternativas especificas: Hj : § = 01, donde 61 es un valor especifico
de 6 para el cual H; se cumple. Asi la probabilidad del error tipo II para la hipétesis
alternativa especifica: Hj : 0 = 0; es

B =P (HolHy) =P <(:) este en la regién de aceptacién ‘ S 01)
Ejemplo 6 Suponga que la edad promedio p de los ninos de una cierta comunidad es mayor a

11, y suponga que la hipdtesis alternativa especifica es Hy : w = 12. Redacte las hipdtesis nula y
alternativa, identifique el estadistico a utilizar y las regiones de aceptacion y rechazo. Ademdas
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redacte las probabilidades del error tipo I y del error tipo II para la hipdtesis alternativa
especifica dada.

La afirmacion es
afirmacion : p > 11

Recuerde que el estadistico asociado a | es X. Asi se tiene que

Ho:p=11 (5)

Hy:p>11 Aceptacion Rechazo

x|

l'l U
donde las probabilidades de los errores son
o« = P(Hi|Hp) =P (X > pfp=11)
B = P(HolH) =P (X <plp=12)

El ejemplo siguiente da evidencia de que « es la medida de la regién de rechazo cuando se
asume que Hy es verdadera.

Ejemplo 7 Considere la prueba
Hy: 0 =20 (2) Hy:60 <0
En este caso, la probabilidad del error tipo I es

a=P(Hi|Ho) = P (@ < 0.0 = 90>

Ast, a es el drea acumulada bajo la distribucion de © hasta el valor critico si se supone que
0= 90.’
Areag

]/é/#/}/?// Aceptacion 5

B 6

Por simplicidad se bosqueja la distribucion de O como una linea horizontal. Sin embargo, el
lector debe ser consciente de este hecho, por ejemplo si © es normal entonces realmente se
tiene que

Area:q,

m
: ®

B 6

10
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Teorema 1 La probabilidad del error Tipo I es la medida de la region o regiones de rechazo,
asumiendo la hipdtesis nula.

El error tipo I es mayor cuando el valor critico 6. es cercano al valor nulo 0y, pues aumenta
la posibilidad de que estimaciones de 6 cercanas a # sean consideradas significativas para
rechazar Hy, corriendo el riesgo de que Hy se verdadera. Véase esto en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 8 Se quiere concluir que la varianza o en la duracion de las llantas Fire es iqual
a 1000 km?.

En este caso, se tiene que la aftirmacion es
afirmacién : o? = 1000

Recuerde que el estadistico asociado a o es S?. Asi se tiene que

Rechazo | Aceptacion| Rechazo

Hy:0%=1000 (<) . s?
Hi : 02 2 1000 Fa | da
o2 = 1000
Suponga que en una muestra se determiné una estimacion de o? : s> = 1005. ;Es esta

estimacion significativa para rechazar Hy? Veamos las siguientes opciones:

1. Si los valores criticos estdn alejados del valor nulo O'%. Suponga que por algin método,
que se verd mds adelante, se determinan los valores criticos 02 = 990 y 02, = 1010 :

Rechazo Aceptacion Rechazo

ey = 990 \|/02C2 - 1010
2 = 1005

SZ

Dado que s* estd en la region de aceptacion, entonces no se considera significativo para
rechazar Hy. Por lo tanto se acepta Hy.

2. Si los valores criticos estdn cercanos del valor nulo 0’%. Suponga que los valores criticos
son 0% =996 y 0% = 1004 :

Rechazo |Aceptacion | Rechazo
o - s2
o’c1 = 996 s? = 1005

o2z = 1004

11
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Dado que s% estd en la region de rechazo, entonces se considera evidencia significativa
en contra de Hy. Por lo tanto se rechaza Hy.

Comparando estas opciones, se puede notar que el error tipo I es mayor en (2) esto
pues:

(a) En (2) aumenta la probabilidad de que estimaciones como 1005 y 1004.1 sean
consideradas significativas para rechazar Hy, esto no ocurre en (1). Asi, en (2)
hay mds posibilidad de rechazar Hy y por lo tanto de cometer el error tipo I

(b) Utilizando el teorema anterior, las regiones de rechazo son mayor en (2) que en
(1), por lo tanto el error tipo I es mayor en (2).

En cierta medida los errores son opuestos, si se tratada de evitar el error tipo I (*“Condenar
a un inocente”) se puede caer en el error tipo II (“Dejar libre al culpable”). Esto hace que,
solo se pueda controlar uno de los errores, el méas grave.

. Cudl de los errores es mds grave? KEn un juicio se prefiere dejar libre a un culpable que
condenar un inocente, es decir se considera mds grave condenar a un inocente. Recuerde que
“el acusado es inocente hasta que se demuestre lo contrario”, entonces se controla el error
tipo I, se acepta inicialmente Hy (“el acusada es inocente”) y si no hay realmente evidencia
significativa para rechazar Hy, se prefiere “dejar libre al acusado” y evitar el error tipo L.

Asi, en pruebas de hipétesis se controla el error tipo I por medio del nivel de significancia,
que se recuerda seguidamente.

Definicién 7 Nivel de significancia: es el valor mdximo aceptable para o, la probabilidad
de que ocurra el error tipo I.

Por lo general, el nivel de significancia de una prueba es dado. Note que formalmente este
valor no es la probabilidad « del error tipo I, sino una cota superior para «. Sin embargo, si
se considera « igual al nivel de significancia, entonces . serd el valor critico permitido que
genere el maximo error tipo I aceptable y por lo tanto el mds cercano a 6y. Ademads, bajo
esta consideracion, el nivel de significancia es la medida de la regién de rechazo.

Ejemplo 9 Considere la prueba

Hy:0 =0 (2) Hi:0<0

12
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Denotemos con § el nivel de significancia y con « la probabilidad del error tipo I. Se tiene
que

Sia<d: Areas
Areag,
/ﬁ?ﬁé/é/ Aceptacion N
. (<)
O 53]
Sia=96": Areag=5
%74///7// Aceptacion N
. (©)
6 O

Note que entre mds cerca esté 0. de 0y, como se comentd anteriormente, aumenta la proba-
bilidad de cometer el error tipo I. Esto se debe a que se reduce la tolerancia para aceptar que
0 = 0y a partir de estimaciones de 0. Por otro lado, lo mds cerca que puede estar 0. de 0y es
cuanto el error tipo I ha llegado a su mdzimo permitido, esto sucede si o = 9.

El nivel de significancia es escogido dependiendo de las exigencias con respecto al error tipo
I. Como se ha mencionado, las pruebas de hipdtesis que se estudiardn asumen un nivel de
significancia y por lo tanto controlan el error tipo I. Por el contrario el error tipo I no puede
controlarse en general y solo puede calcularse para valores especificos de Hj.

Ejemplo 10 Considere la siguiente prueba de hipdtesis

Hy:0=6 (<)

Aceptacion Rechazo
H : 0>6 P

o)

60:'6 0= 6.3

donde 0. = 6.3 y ademds O~N (0,0.7). En este caso, la probabilidad del error tipo I es

a = P(H1|H0):P(@>6.3|9:6> :P<Z> %)

= P(Z > 0.358569) ~ 0.359424 = 35.9424%.

Por otro lado, la probabilidad del error tipo II para la hipdtesis alternativa especifica Hf : 6 =
6.5 es

8 = P (Ho|Hj) :P(@) < 6.3[926.5) =P <Z< M)

V0.7

= P(Z < —0.239046) ~ 0.405165 = 40.5165%

13
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Como se mencioné los errores son en cierta medida opuestos. Dada que el valor contralado
es «, entonces sucede uno de los siguientes efectos: si se disminuye « entonces aumenta 3, si
se aumenta « entonces disminuye . Sin embargo, se pueden disminuir ambos si se aumenta
el tamano de la muestra, de la cual se obtiene la estimacién de 6. Esto se verd mds adelante
para ciertas pruebas de hipdtesis.

4 Contraste de hipdétesis

. Coémo realizar una prueba de hipétesis? Para realizar el contraste de hipétesis existen dos
enfoques que se explican seguidamente.
4.1 Determinacién de regiones

Este enfoque, llamado por algunos autores como enfoque cldsico consiste en hallar el o los
valores criticos a partir del nivel de significancia dado. El enfoque sigue los siguientes pasos

Paso 1. Redactar Hy y H

Paso 2. Especificar el criterio de prueba o contraste:

a) Nivel de significancia «

b) Distribucién muestral de ©

c) Identificar las regiones de aceptacién y rechazo
tomando a como la probabilidad del error tipo I

Como se discuti6 antes, al tomar el nivel de significancia como la probabilidad el error tipo I,
se estd analizan el caso limite en que es mds probable cometer el error de rechazar Hy : 0 = 6
para estimaciones de # cercanas a 6.

Paso 3. Determinar el o los valores criticos, de acuerdo a el criterio de contraste (paso 2) .
Para ello, se redacta la probabilidad del error tipo I.

Paso 4. Datos muestrales: hallar un valor 6 de ©
Paso 5. Decisién. Sea R la regién de rechazo

Si @ € R entonces se rechaza Hy
Si 0 ¢ R entonces se acepta Hy

Paso 6. Conclusién

Si se rechaza Hy, se dice que si hay evidencia para rechazarla
Si se acepta Hy, se dice que no hay evidencia significativa en contra de Hy
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Ejemplo 11 Dada una poblacion se afirma que uno de sus pardmetros 6 no es menor a 4.
Suponga que el estadistico © asociado a 6 se distribuye normalmente

© ~ N (6,0.25)

para muestras de un tamarno n. Ademds, para una muestra de ese tamano se observo un valor
del estadistico de 8 = 3. Realice el contraste de hipdtesis utilizando el enfoque cldsico con un
nivel de significancia de 0.1.

1. Redaccion de Hy y Hy

Afirmacion: 6 > 4
H019:4(Z), Hi:0<4

2. Criterio de contraste:

a) Nivel de significancia o = 0.1
b) Distribucion muestral de © ~ N

Areag,

¢) Regiones: /Zééééﬁégéé/ Aceptacion

6c 4

@

3. Determinacion del valor critico

N —4
Ql:azpumH@:P<®<mw=4):P<Z<90 )

Asi p A
>—a1:?c_ = —1.28 = 0, ~ 3.36
0.25

0. —4
v0.25

Por lo tanto las regiones son

P<Z<

Region de Aceptacion: A =]3.36,4+00[, Region de Rechazo: R =]—00,3.36]

4. Datos muestrales: 0=3.
5. Decision. Como 0 = 3 € R entonces se rechaza Hy.

6. Conclusion. Hay evidencia significativa para rechazar Hy. Dado que la afirmacion se
encuentra en Hy, entonces hay evidencia significativa para rechazar la afirmacion.
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4.2 Valor P de la prueba

Definicion 8 FEl valor P de una prueba de hipdtesis es la probabilidad de que el estadistico
&) tenga el valor observado en la muestra o un valor extremo (en direccion de Hy) cuando
Hy es verdadera. Es decir es el nivel de significancia mas bajo en el que el valor observado
es significativo para rechazar Hy.

En otras palabras, el valor P, indica el valor minimo de la posibilidad de que ocurra el error
tipo I cuando el valor observado se considera parte de la regién de rechazo. Note que el valor
P est4 relacionado con el nivel de significancia. La redaccién del valor P depende del tipo
de prueba:

Hipdétesis Valor P
Hy:0=06y (>) ~ -~
<
Hy : 0 < 6 P(®—0|H°>
Hy:0=106y (<) ~
>
Hyi:0> 0 P(G_G‘H())
Sean a y b los valores dador por el valor observado 6
y su simétrico respecto a 0 :
- ®
& b
Hy:0 =20,
Hy 2 0 # 0o ValorP:P<®<a\Ho>+P(®>b\H0>
Asi, si O tiene una distribucién simétrica respecto a #y entonces:
2P ©</9\‘H0 st 5<90
Valor P = o —~
2P @>0|H0 si 0> 06

Ejemplo 12 Se afirma que p > 5. y se observa una muestra un valor de T = 4.5. Entonces
se tiene que
Afirmacion: p > 5
Hy:p=5(L), Hi:p>5

ValorP:P(@ > | H0> =P (X >45/u=5)
Para este enfoque se siguen los siguientes pasos

Paso 1. Redactar Hy y H;
Paso 2. Valor observado (datos muestrales): hallar un valor 6 de ©

Paso 3. Redaccién y determinacion del valor P.
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Paso 4. Decisién.

a) Si se conoce el nivel de significancia a.

a.l) Siel valor P es menor o igual a . Aceptando Hy, se tiene que la probabilidad
de que O tenga el valor observado en direccién a H; es menor que «, el drea de la
regién de rechazo, por ejemplo

Hy:0 =20, (Z), Hy:0 <0

Rechazo
o Aceptacion A
o (€)
6 &)
Rechazo
Valor P Aceptacion
. ®
o6 B

Por lo tanto, el valor observado estd en la regién de rechazo y se rechaza Hy.

a.2) Si el valor P es mayor a «. En este caso, por justificaciones similares, se acepta
Hy.

En resumen:
Si el Valor P < « entonces se rechaza Hy

Si el Valor P > a entonces se acepta Hy

b) Si no se conoce el nivel de significancia a. Se utiliza o = 0.05.

Paso 5. Conclusién

Si se rechaza Hy, se dice que si hay evidencia para rechazarla
Si se acepta Hy, se dice que no hay evidencia significativa a favor de H;

Ejemplo 13 Dada una poblacion se afirma que uno de sus pardmetros  no es menor a 4.
Suponga que el estadistico © asociado a 0 se distribuye normalmente

© ~ N (6,0.25)

para muestras de un tamano n. Ademds para una muestra de ese tamano se observé un valor
del estadistico de 0 = 3. Realice el contraste de hipdtesis utilizando Valor P con un nivel de
stgnificancia de 0.1.
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1. Redaccion de Hy y Hy
Afirmacion: 0 > 4

H0:9:4(Z), Hi:0<4
2. Valor observado: 0 = 3.
3. Valor P :
Valor P = P (@ < 3]0 = 4) =P (Z < ﬂ) = P(Z < —2) = 0.022750
V0.25

4. Decision. Como Valor P < 0.1 = « entonces se rechaza Hy.
5. Conclusion. Hay evidencia para rechazar Hy, y como la afirmacidn se encuentra en

Hy, se rechaza la afirmacion.

4.3 ;Cuadl de los dos enfoques utilizar?

Ambos enfoques son equivalentes; sin embargo, al compararlos se tiene que

Enfoque

Utilizaciéon de valor
muestral 6

Utilizacién del nivel
de significancia «

Determinacién de regiones

Al final, para ver en qué
regién se encuentra 6

Al inicio, para calcular
las regiones

Valor P

Al inicio, para calcular
el Valor P

Al final, al comparar
a y el Valor P

Asi se tiene que

1. Se utiliza el valor P cuando se conoce el valor muestral y no se tiene certeza sobre cudl
nivel de significancia utilizar. Por ejemplo, si el valor P es 0.007, indica que se puede
utilizar un nivel de significancia bastante pequeno para rechazar la hipétesis como 0.01
en lugar de utilizar un nivel de significancia a priori del 10% por ejemplo. Note que al
reportar un valor pequeno de « en una prueba que se rechaza, la conclusién tiene una
mejor aceptacién. Particularmente el valor P es 1til cuando se tiene un valor muestral
dificil de volver a conseguir, ya sea por razones econdémicas o de tiempo y se quiere
manipular el nivel de significancia.

2. Se utiliza la determinacién de regiones cuando aiin no se tiene el valor muestral y
se tiene certeza del nivel de significancia a utilizar. Asi, con el nivel de confianza se
pueden determinar las regiones de prueba y luego tomar la muestra para obtener un
valor muestral y ubicarlo en alguna de las regiones. Se puede dar un efecto negativo
y no ético de la estadistica, que es la manipulacién del valor muestral para ajustarlo a
conveniencia.
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Para fines préacticos de este documento, se utiliza el valor P cuando el ejercicio no indique
el nivel de significancia a utilizar. En caso contrario, el lector puede escoger el enfoque a
utilizar.

5 Algunos ejemplos

Considere la poblacién dada por la variable aleatoria X que con media poblacional u y
varianza poblacional o2. En las pruebas de un promedio la hipétesis nula es de la forma

Ho:p=p

Si X sigue una distribucién normal para muestras de tamano n (la poblacién X es normal o
n > 30) y se conoce o entonces

7NN(/L,O‘2) == Z:X_

> SwN(O,l)

y bajo la hipétesis Hy : i = p1, se tiene que
_ X — g
o/v/n

sigue una distribucién normal estdndar.'.

A

Ejemplo 14 (;La directiva tiene razon?) El sindicato de empleados de una empresa
ubtcada en una zona rural ha solicitado que la hora de entrada sea a las 7:15am y no a las
7:00 am, esto debido a que la mayoria de los empleados no viven cerca de la empresa. La
directiva ha denegado la solicitud pues considera que el empleado promedio no recorre mds de
9 kilémetros diariamente para llegar a la empresa. Se desea contrastar la afirmacion emitida
por dicha directiva con un nivel de significancia de 0.05. Para ello, en una muestra de 50
empleados se observd un recorrido promedio de 9.1 km con una desviacion estandar de 5 km.

1. Plantee la hipdtesis nula, la hipétesis alternativa y las regiones de aceptacion y rechazo.

Sea p la distancia promedio, en kilémetros, que recorre diariamente el empleado para
llegar a la empresa.

Afirmacion: p <9 Aceptacion Rechazo _
Hy:p=9(<), Hi:p>9 I X

'En realidad, si X ~ N entonces X sigue una distribucién normal. Pero si n > 30 entonces X sigue una

distribucién que se aproxima a la normal, esto se denota X ~ N.
aprox
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2. Determine las regiones de aceptacion y rechazo.

Dado que el tamano de muestra es n = 50 entonces

Ademds o = 0.05, por lo tanto
a = P (H1|Hp)
— O&%J%YZ%W—%—P<Z>

o))

He —9

5/\/56 0.95

Region de rechazo: R =110.1632,400] y Region de aceptacion: A = ]—o0,10.1632].
3. ;Hay evidencia en contra de la afirmacion de la directiva?

El valor observado es T = 9.1, como T € A entonces se acepta Hy. Dado que la afirma-
cion de la directiva fue ubicada en Hy, entonces se acepta la afirmacion, por lo tanto
no se encontrd evidencia significativa en contra de lo expresado por la directiva.

Ejemplo 15 (s El sindicato tiene razén?) Considere el ejemplo anterior. Ante lo expre-
sado por la directiva, el sidicato senala que el empleado promedio recorre al menos 9.2 km
para llegar a la empresa. Utilizando los mismos datos del ejemplo anterior, saceptaria la
afirmacion del sindicato?

Note que la afirmacion de la directiva (1 < 9) es opuesta a la afirmacion del sidicato (p > 9.2) .
Como la afirmacion de la directiva se considera aceptable (ejemplo anterior), se puede come-
ter el error de rechazar la afirmacion del sindicato. En pruebas de hipdtesis, cada afirmacion
debe ser analizada por separado. Analicemos la afirmacion del sindicato

Afirmacion: pp > 9.2
Hy:p=92(>), Hi:p<92

Como n =50 entonces X ~ N yo~s=D>5. Entonces el valor P de la prueba es
aprox

Valor P = P (X <7|Hp) = P (X <9.1|u =9.2)

1-9.2

:P<Z§g——g>:JNZ§—QMMﬂ)
5/v/50

= 0.444330

Dado que el Valor P > 0.05, se acepta Hy y entonces se acepta la afirmacion. Por lo tanto,
no hay evidencia significativa para rechazar la afirmacion del sindicato
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Ejemplo 16 (sLa directiva o el sindicato?) En los ejemplos anteriores, se aceptan
las afirmaciones de la directiva de la empresa y del sindicato, pero estas afirmaciones son
contradictorias, ;qué estd sucediendo?

Lo que sucede es que la informacion muestral es insificiente para rechazar alguna de las
afirmaciones. Ademds se debe recordar que el concepto de aceptacion en pruebas de hipdtesis
es distinto al usado comiunmente, ambas afirmaciones se aceptan porque no hay evidencias
significativas en contra. Aqui se recomienda hacer el estudio con una nueva muestra.
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