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Resumen

El presente taller se enfoca en la resolucion de una guia de ejercicios de probabilidad
geométrica con ayuda del software de matematica GEOGEBRA. Dicha guia puede
ser aplicada en los niveles de primaria y secundaria, cuando los conceptos
geométricos y estadisticos ya han sido vistos en clase. Esta propuesta puede ser
enriquecida con la iniciativa propia de cada docente, asi mismo puede motivarlo a
crear nuevos problemas.
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Abstract

This workshop focuses on the resolution of a guide of exercises of geometric
probability with the help of a mathematics software called GEOGEBRA. Said guide
may be applied to primary and secondary school, once the geometric and statistic
concepts have been taught in class. This proposal may be enriched with the initiative
of each teacher, it may also encourage the teachers to create new exercises.

Keywords: Geometric probability, area.

Introduccion

Como parte de la reforma educativa aplicada en Costa Rica 2013 para el area de la matematica,
toma relevante importancia en la educacion integral de la matematica el estudio de la estadistica
y probabilidad. Estos temas desde hace varios afios se habia dejado de lado de los contenidos de
la ensefianza secundaria. Estadistica y Probabilidad no eran parte de los temas a evaluar en los
exdmenes de Bachillerato aunque si pertenecian a los contenidos de secundaria, por lo que
muchos docentes e instituciones destinaban sus recursos a aquellos temas contenidos en dicha
prueba.

Actualmente, a nivel internacional, la probabilidad y la estadistica se consideran claves en la
formacion de los futuros ciudadanos, y se sefiala que su ensefanza inicie desde la pimaria, pues
son una herramienta valiosa para la resolucion de ciertos problemas. Ademas, con el uso de
medios tecnologicos actuales se ha fortalecido la ensenanza.
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Los alumnos deben ampliar su vision de la probabilidad a mds que monedas, naipes, dados o
cualquier juego de azar, los problemas de probabilidad geométrica deben tener sentido, para que
los jovenes tome interés, y empezar con juegos es un muy buena estrategia de lograr captar dicho
interés.

Marco tedrico

Para desarrollar una estrategia de resolucion de los problemas de probabilidad geométrica en
importante que es estudiante domine un serie de conceptos y estrategias de resolucion tanto de
geometria como de probabilidad, ademas de la habilidad en célculos sencillos de aritmética y
muy importante, la habilidad del uso de un software adecuado de matematica, lo que se
convertird, si hay posibilidad del uso de este medio, en una forma agil en la resolucion y
generacion de los problemas de probabilidad geométrica.

Para definir el término Probabilidad Geométrica, primeros haremos una breve descripcion de los
términos que componen esta frase.

Epistemologicamente el término geometria deriva del griego geo (tierra) y metron (medida), pero
al pasar los siglos y gracias a matematicos importantes como Euclides, Gauss, Lobatschwesky,
John Bolyai, Sacchiary entre otros, se abrio el concepto de geo a todo el espacio y espacio
conceptual-abstracto donde vivimos. Pensar en una geometria aplicada al algebra o a la
probabilidad nos lleva a un espacio no tangible mas conceptual, en donde el uso de la geometria
permite relacionar conceptos tedrico y abstractos, tomado asi forma visual y creando una nuevas
estrategias de razonamiento.

El concepto de probabilidad proviene del término en latin probabilitas, el cual se puede traducir
como aquella posibilidad que hay entre diversas posibilidades de ocurrencia de un determinado
evento. La Probabilidad es una rama de la matematica ya que esta se encarga del estudio y
medicion cuantitativa de que un determinado hecho suceda u ocurra.

La medicién de la ocurrencia de una evento X se denota como P(X) y esta pertenece al intervalo
0<P(X)< 1.

Cuando P(X) =0 se sabe con absoluta certeza que la ocurrencia del evento es nula, en otras
palabras, es imposible que el evento ocurra, lo llamamos evento imposible.

Si P(X)=1, se sabe con absoluta certeza que el evento va a ocurrir, lo llamamos evento seguro.

Las mediciones de las probabilidades se pueden expresar mediante:
e Notacion decimal correspondiente a una fraccion propia

¢ En notacidn de porcentaje %, forma mas utilizada comiinmente en el lenguaje. Esta es la
forma mas habitual de tener contacto con las probabilidades en periddicos, revistas, noticias,
investigaciones...
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La probabilidad como medicion cuantitativa se puede calcular de varios enfoques (Spiegel,
1970)

Cantidad de eventos exitosos

isico:  P(X) =
¢ Enfoque Clasico: () Cantidad total de posibles eventos

e  Enfoque frecuencias relativas
e  Enfoque subjetivo

Otro concepto importante en el tema de las probabilidades es “el azar” o “fendémeno estocastico”
definido como:

Se dice que un hecho o fendémeno es de naturaleza estocastica cuando su incidencia no esta
ligada ni vinculada absoluta o directamente a factores puramente causales propio de modelos
deterministas, habiendo fendmenos o hechos cuya ocurrencia sucede en un contexto o margen de
indeterminismo 16gico o incertidumbre empirica, de forma aleatoria y al azar, motivo por el cual
sus métodos de estudio son la estadistica y la probabilidad , ya sea para el estudio del
comportamiento estocastico de una o mas variables (Pedraza, 2013)

Entonces, ahora podemos definir el concepto de Probabilidad como el conjunto de reglas que nos
permiten determinar si un fenomeno tiene probabilidades de producirse fundamentado en el
calculo.

Sabiendo el significado de probabilidad y de geometria podemos tener una idea clara de lo que la
probabilidad geometria estudia, tomamos problemas geométricos y los combinamos con la
probabilidad de que un evento ocurra para calcular dicha probabilidad usamos concepto
geométricos basicos como: areas de poligonos, circulo y circunferencia, plano rectangulares,
longitudes de segmentos, por ejemplo.

Con respecto al uso de la tecnologia, es bien sabido el aporte de este medio a la ensefanza, para
esta propuesta se usara el programa GEOGEBRA ya que por ser un software libre existe
accesibilidad de bajarlo a cualquier medio interactivo de una forma sencilla, ademas el uso del
programa en si, es muy facil tanto para el profesor como para los alumnos. Pero es innegable el
aporte, dinamismo e interés por parte de los alumnos del uso de un programa informatico en el
desarrollo de la resolucion de los problemas.

Aun asi, si no contdramos con los medios electronicos para la resolucion de los ejercicios, esto
no seria un impedimento para llevar la probabilidad geométrica al aula, sus sencillos célculos los
pueden llevar a cabo los estudiantes de secundaria con o sin el uso de una calculadora.
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Propuestas de taller

1. Problemas y estrategia de resolucion del calculo de probabilidad de areas en
poligonos.

Guia de la propuesta del problema: Dibuje una region poligonal R y luego otra region
poligonal M dentro de R ;cudl es la probabilidad de que un
punto P elegido al azar de la region R esté en la region M a la
vez?

Conocimientos a desarrollar:

e Poligonos
e Calculo de areas de poligonos
e (Célculo de probabilidad cléasica

Guia de estrategia de resolucion.

Se identifica el area posible donde se puede elegir el punto P, la region R, utilizando los datos de
las longitudes los segmentos que forman la region R, esta region puede ser cualquier poligono al
cual los estudiantes puedan obtener el area.

Para calcular la probabilidad P(X) de que un punto P de la region R esté a la vez en la region M
debemos calcular el area de ambas regiones y aplicamos el concepto de probabilidad clésica
resolviendo:

area de exito,region M

P(x) =
(x) area total,region R

Con este sencillo calculo podemos obtener la probabilidad de que se elija al azar un punto P
dentro de la regién R y que este esté contenido en de la region M.

En este tipo de problema se pone en practica conceptos de céalculo de areas de poligonos, ademas
de los conceptos de probabilidad, el estudiante debe ser capaz de intuir la aplicacion de la
formula de la probabilidad en la resolucion del problema.
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Uso de GEOGEBRA =

X Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
Si contamos con el software YSREENCE N
GEOGEBRA el prOblema puede » Vista Algebraica X! | » Vista Grafica

iniciar con la construccion por parte de - nmen

, a, =7
los alumnos de los poligonos. b5
o c,=4
. ) d,=3
Ejemplo: Usando GEOGEBRA, e.=3 Area de BCDEF =245
1 ; 5 f,=25
construya un pol}gono irregular de 5 B el
lados cuyas medidas son 5,3,3,4y 7, el > poligono2 = 24.5
., = Poligono
que representa la region R, otro > poligonot =2.71
r = Punt
poligono de tres lados regular de lado S A= (6.32, 254

@ B=(7.97,4.26)
2 C=(12.87,3.24)

2,5, y calcule la probabilidad de que un
punto escogido al azar de la region del S0
poligono de cinco lado esté dentro de la  © £-(6:52.259

.7 .y ., > G=(8.44,0.54)
region del tridngulo también. > H=(1098,054)

Sea X el evento que el punto P elegido al azar de la region del poligono de 5 lados, este en la
region de tridngulo también.

2,71
~ 0,1106
24,5

&5y

P(X) =

Respuesta del problema utilizando GEOGEBRA

La respuesta dependera de como se dibujen las regiones R y M. En el caso de las regiones hechas
en GEOGEBRA, encontramos la probabilidad 11,06% de que, al elegir un punto al azar P de la
region del pentdgono irregular este esté en la region delimitada por el tridngulo equilétero a la
vez.

Variaciones del problema

Algunas modificaciones que se le pueden hacer al problema es trabajar con el area de poligonos
irregulares, para los cuales el calculo del area no es una simple aplicacion de una formula, o
variar el evento éxito; por ejemplo calcular la probabilidad de que el punto elegido esté dentro de
la region R pero no en la region M.

También podemos hacer variaciones en los calculos de probabilidades mas complejos como
probabilidades conjuntas, unidn e interseccion de probabilidades. A nivel de 8° y 9° de
secundaria del ciclo basico podemos aplicar estos problemas basicos, ya el calculo de las
probabilidades son parte del programa desarrollar. También podemos aplicar los conceptos de
evento imposible y evento seguro.
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Ejemplo de problema para desarrollar en el aula

El problema lo podemos contextualizar con la realidad, por ejemplo:

“Se sabe que cay6 una mancha pequefia de tinta sobre una
bandera, la bandera tiene forma rectangular de dimensiones 30
cm y 18 cm, en su interior tiene estampado el simbolo del colegio
con forma de rombo de lado 5 cm. ;cudl es la probabilidad de que
la mancha esté sobre el simbolo del colegio?”

COLEGIO DIURNO
SAN MIGUEL

2. Problemas y estrategia de resolucion del calculo de probabilidad de circulos.

Guia de la propuesta del problema: Dibuje dos circulos concéntricos, identifique la region de
la corona circular R. ;Cual es la probabilidad de que un punto P cualquiera dentro del circulo
mayor esté en la corona circular R?

Conocimientos a desarrollar:

e C(Circulos
e (Calculo de areas circulos
e (élculo de probabilidad cléasica

Guia de estrategia de resolucion.

Se identifica el area posible donde se puede elegir el punto P, la region R, utilizando los datos de
las longitudes los radios de los circulos y aplicando las formula de la corona circular, la region
donde definimos el evento como éxito serd la corona circular, mientras que la region o area del

circulo mayor serd la region total de eleccion del punto al azar.

Aplicamos el concepto de probabilidad clasica en donde

area de exito,region de la corona circular

P(x) = p p
(x area total del circulo mayor

Con este sencillo calculo podemos obtener la probabilidad de que se elija al azar un punto P que
esté contenido exclusivamente dentro de la corona circular.

En este tipo de problema se pone en practica conceptos de calculo de areas de circulos, ademas
de los conceptos de probabilidad, el estudiante debe ser capaz de intuir la aplicacion de la
férmula de la probabilidad en la resolucion del problema.
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Uso de GEOGEBRA

Si contamos con el software GEOGEBRA el problema puede iniciar con la construccioén por
parte de los alumnos de dos circulos concéntricos dados los radios para formar la corona circular.

Ejemplo: Usando GEOGEBRA, construya una corona circular donde el radio del circulo mayor

es 7 y el radio del circulo menos es 3 y Afenvo Earta Vista Upciones Herramentas ventana Ayuda
calcule la probabilidad de que al elegir un NEEROERANTGED
. ’ » Vista Algebraica ' |» Vista Grafica
punto P cualquiera que esté en la corona Girica —
i 1 s ci(x=312) + (y /// e <
circular. e B -
Nimero / N
amd P N
. b,=7
Sea X el evento que el punto P elegido al s / \\
azar de la region de la corona circular. s Bain 0| /
» C=(3.16, -0.8) \
> D =(10.16. -0.8) / \\
~ _ 153,4-28,27 _ 125,67 Segmento [ u
P(}g) — — ~ 0,816 va=3 \
ik 153,54 153.54 sb=7

Respuesta del problema utilizando GEOGEBRA

La respuesta dependera de como dibujemos los circulos, en el caso de los circulos dibujados con
GEOGEBRA, la probabilidad de que un punto cualquiera dentro del circulo mayor esté en la
corona circular R es de 81,6%.

Variaciones del problema

Algunas modificaciones que se le pueden hacer al problema es comparar el céalculo de las
probabilidades al variar el radio de uno de los circulos. También podemos hacer variaciones en
los calculos de probabilidades mas complejos como probabilidades conjuntas, union e
interseccion de probabilidades. A nivel de 8° y 9° de secundaria del ciclo basico podemos aplicar
estos problemas basicos, ya el calculo de las probabilidades son parte del programa desarrollar.
También podemos aplicar los conceptos de evento imposible y evento seguro.

Otra variacion que se puede aplicar es la combinacion de areas de poligonos con circulos, lo que
se deja a la creatividad del profesor o maestro.
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Ejemplo de problemas para desarrollar en el aula

El problema lo podemos contextualizar con la
realidad, por ejemplo: _

“Se juega tiro al blanco, con el siguiente tablero,
(Cuadl es la probabilidad de obtener _

a) 10 puntos? -

b)S puntos?

¢)2 puntos?

31cm

d)1 punto?

3. Problemas y estrategia de resolucion del calculo de probabilidad de longitudes de
segmentos.

Guia de la propuesta del problema: Dibuje un segmento AB, y los puntos C y D que estén
contenidos en el segmento AB. ;Cudl es la probabilidad de que un punto P que pertenece a AB
pertenezca al segmento CD?

Conocimientos a desarrollar: r———

e Conceptos basicos de geometria.
e Calculo de probabilidad clasica

Guia de estrategia de resolucion.
Teniendo la longitud del segmento AB y la del segmento CD, se identifica que el éxito del

evento serd que el punto P al azar pertenezca al segmento CD por lo que el célculo de la
probabilidad es el cociente entre la longitud del segmento CD y la longitud del segmento AB.

Aplicamos el concepto de probabilidad clasica en donde

longutid del segmeto CD
P(x) = —2 g

longitud del segmento AB
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Con este sencillo calculo podemos obtener la probabilidad de que se elija al azar un punto que
pertenezca al segmento AB y que a la vez pertenezca al segmento CD.

En este tipo de problema se pone en practica conceptos de geometria, como punto, segmento,
pertenencia a un segmento...ademas de los conceptos de probabilidad, el estudiante debe ser
capaz de intuir la aplicacion de la formula de la probabilidad en la resolucion del problema.

Uso de GEOGEBRA

Si contamos con el software GEOGEBRA el problema puede iniciar con la construccioén por
parte de los alumnos de los segmentos, uno que esté contenido en el otro.

Ejemplo: Usando GEOGEBRA, construya dos segmentos AB con una longitud de 9 unidades
lineales y el segmento CD con 1,5 unidades lineales. De forma que el segmento CD esté
contenido en el segmento AB y calcule la probabilidad de elegir al azar un punto cualquiera del

segmento AB, este esté en el o
Segmento CD a la VeZ, redondeé Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
la cifra a dos decimales. NN NcEENEEE
» Vista Algebraica x| | » Vista Grafica
= Punto
D A=(3.24,452)
j C=(—1A18.4:5v)‘
El evento éxito del ejercicio es = Segmento . — -
, J AB=9
que el punto esté en los 1,5 cm de ? co=15
CD.

P(X) = e 0,17

r - 9 ~ ’
Respuesta del problema utilizando GEOGEBRA
La respuesta dependera de la longitud del segmento AB construido con GEOGEBRA y la
ubicacion que se le dé a los puntos C y D, por lo tanto, segtn la construccion, la probabilidad de
que un punto que pertenece al segmento AB pertenezca a la ves al segmento CD es 17% .
Variaciones del problema
Algunas modificaciones que se le pueden hacer al problema es trabajar con diferentes unidades,

también se puede variar la pregunta del ejercicio y cambiar el evento éxito; calcular la
probabilidad de que un punto al azar de AB no esté en el segmento CD.

Ejemplo de problema para desarrollar en el aula

El problema lo podemos contextualizar con la realidad, por ejemplo:
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“Juan est4 de visita en la cuidad de Heredia, y toma en autobts para llegar al Universidad
Nacional. Se supone que se encuentre con un amigo en la universidad a la 3 p.m. El autobus que
le sirve pasa cada 10 minutos y el viaje a la universidad dura 8 minutos. Si Juan llega a la parada
del bus a las 2: 48 p.m. ;Cual es la probabilidad de que Juan llegue puntual a ver a su amigo a 3
p.m.?”

2:48 2:50 2:52 2:54 2:56 2:58

W l l 1 | l ]
1 1 | 1 1 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Minutos en los que
Juan debe tomar el
autobus

4. Problemas y estrategias de resolucion del calculo de probabilidad de la ubicacién
de pares ordenados.

Guia de la propuesta del problema: En un plano de coordenadas rectangulares grafique la recta
y=-2x+10con 0 <x <5 y 0 <y <10. Encuentre la probabilidad de que en un punto elegido al

azar del plano la coordenada x sea menor que la coordenada y

Conocimientos a desarrollar:

e Conceptos basicos de geometria. k 2410

e Concepto de ecuacion de la recta. 8l

e Puntos de interseccion de rectas.

e Algebra. 61 X=y

e (rafica de rectas.

e (élculo de areas de poligonos. 41 X<y

e (élculo de probabilidad clésica. )

x>y
Guia de estrategia de resolucion. — 0
4 -2 0 2 4 6 8

Primero se grafica la recta y la recta de los pares -2 \

ordenados donde x =y, se identifican los poligonos
que se forman para obtener el area y calcular las probabilidades.

Sabemos que los pares ordenado que estén ubicados en la parte superior de la recta y = x tendran
la forma x <y , y los pares ordenados que estén ubicados en la parte inferior de larectay =x
tendran la forma x>y.
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Aplicamos el concepto de probabilidad clasica en donde

area del poligono donde x =y
P(x) = it )

area total debajo de la recta — 2x + 10 y los ejes

Con este sencillo calculo podemos obtener la probabilidad de que se elija al azar un punto que
corresponda a un par ordenado en donde x>y que pertenezca a la region delimitada por la recta
y los ejes.

Uso de GEOGEBRA
- DB cCERENEE e
Si contamos con el software GEOGEBRA el »E{sta Alé;: —_ ;\ia Gmﬁfa' NG =D
problema puede iniciar con la construccion por Namero P,
parte de los alumnos de la recta del problema y la b,=5 1
. . , )¢, =4
recta X =y para identificar las areas de los a=3 5
4 o e = 10
poligonos en donde la condicién x <y se cumple. D
= Punto 8
. . Q:z‘sosl.szs 5 ’
Ejemplo: Usando GEOGEBRA: Calcule la o C=(0,4) o A
ey . > D=(0,10) c |
probabilidad de que un punto elegido al azar s E=(0,0) :
., .. 5 F=(5,0)
pertenezca a la region delimitada por la recta “Ream g
. « oy Jaix+y= rea de =8.
-2x + 10 y los ejes, con la condicion que x <. o biy=x . o P e
= Segmento -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
> b,=10
> b,=5 -2
El evento ¢xito del ejercicio es que el punto elegido - ¢=47 .
al azar esté ubicado dentro del area que cumple con - ==eo .
la condicion del problema. - Trangulo
% poligono1 =16.79 8
5 poligono2 = 8.21
. 8,21
P(X) = ————--~0,328

16,79 + 8,21

Respuesta del problema utilizando GEOGEBRA

Segun las areas de los poligonos obtenidos con GOEGEBRA; existe una probabilidad de 0,328 o
32,8% de elegir un punto al azar dentro del area delimitada por la recta y = -2x+10 y los ejes de
coordenadas que tenga la condicion x <Yy.

Variaciones del problema
Algunas modificaciones que se le pueden hacer al problema es trabajar con diferentes ecuaciones

de recta, interseccion entre rectas y ejes, la estrategia de resolucion del problema implica un alto
dominio de los temas relacionados.
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Ejemplo de problema para desarrollar en el aula
El problema lo podemos contextualizar con la realidad, por ejemplo:

“Una empresa de productora de queso artesanal debe adquirir una combinacién de dos tipos de e
hierbas para la fabricacion del queso con hierbas frescas, debe gastar un monto méximo de

10000 colones. El costo en hiervas de la compra se refleja en la ecuacion x +y = 10000, donde x
y'y son los dos tipos de hierbas frescas. ;Cual es la probabilidad de que la empresa compre mas
de la hierba x que de la y? «
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