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Resumen

En esta conferencia se presentan resultados de una investigacion desarrollada con base en los
esquemas cognitivos de la teoria APOE a través de las fases Intra, Inter y Trans, las que se han
caracterizado a través de relaciones, transformaciones y conservaciones (o invariantes),
respectivamente, que estudiantes universitarios evidencian a partir del uso o aplicacion de los
conceptos basicos del algebra lineal en situaciones problematicas que se etiquetan como Intra-AL y
Extra-AL, a través de las cuales se muestra que el uso y la aplicacion de estos conceptos basicos se
convierten en un medio de construccion conceptual para el algebra lineal.
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Abstract

In this conference we present results of a research developed on cognitive theory APOS schemes
with the help of phases Intra, Inter and Trans, which have been characterized by relationships,
transformations and conservations (or invariant), respectively, that college students show from the
use or application of the basic concepts of linear algebra in problem situations that are labeled as
Intra-AL and Extra-AL, through which it is shown that the use and application of these basic
concepts become a means for the conceptual construction of linear algebra.

Keywords:Basic concepts of linear algebra, APOS Theory.

INTRODUCCION

La ensefianza del algebra lineal (AL) es un tema que se encuentra presente en la mayoria de los
programas de matematicas para carreras como ingenieria, licenciatura en ciencias o en economia; es
asi como surge el interés por investigar los procesos de ensefianza y aprendizaje de los conceptos
basicos que la componen. Cuando decimos conceptos bdasicos nos estamos refiriendo
especificamente los conceptos de espacio vectorial de dimension finita, combinacion lineal,
dependencia e independencia lineal, sunespacio generado y conjunto generado, base, dimension,
transformacion lineal, valores y vectores propios, en esos espacios. Existen numerosas
investigaciones que ofrecen evidencias sobre las dificultades que muestran los estudiantes para
comprender conceptos relativos al algebra lineal. Por ejemplo, en la mayoria de las universidades,
los cursos de algebra lineal no son exitosos (Sierpinska, 2000). En su esfuerzo por formular una
propuesta didactica especifica para el algebra lineal, desde la teoria APOE, RUMEC (Research in
Undergraduate Mathematics Education Community) ha preparado materiales de ensefianza en el
que se muestra su filosofia acerca de qué contenidos debiera incluir y cdmo debiera organizarse un
primer curso universitario de algebra lineal (Weller, Montgomery, Clark, Cottrill, Trigueros, Arnon
y Dubinsky, 2002).
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Diversas investigaciones han reportado que el discurso matematico escolar del algebra lineal
privilegia el tratamiento algoritmico a través de las llamadas técnicas de resolucion, en deterioro de
la comprension de nociones basicas (Dorier y Sierpinska, 2001; Sierpinska, Nnadozie y Oktag,
2002). De hecho, Sierpinska (2000) se concentra en algunos aspectos del razonamiento de los
estudiantes, que podrian ser los responsables de algunas dificultades en el aprendizaje del algebra
lineal. La autora argumenta que los estudiantes tienden a pensar mas en forma practica que teorica,
y sefiala que esta tendencia afecta negativamente el razonamiento en el d&mbito del algebra lineal
(Sierpinska, 2000).

Una primera tentativa en revelar las fuentes de las dificultades de los estudiantes en algebra lineal, a
través de un andlisis histdrico y epistemolodgico se puede encontrar en Robinet (1986). El trabajo en
esta direccion fue seguido por Dorier (2000). Estas investigaciones no solamente sirvieron como
referencia para una mejoria de los errores y las dificultades de los estudiantes, sino también se han
utilizado como inspiracion para disefiar actividades para los estudiantes.

SOBRE EL USO DE LOS CONCEPTOS BASICOS DEL ALGEBRA LINEAL

A pesar de que existen investigaciones en Didactica de la Matematica sobrelas tematicas del algebra
lineal, las investigaciones hasta ahora reportadas no han hecho énfasis en aspectos cognitivos
importantes relacionados con el uso y la aplicacion, pues apostamos que ellos también se convierten
en un medio de construccion conceptual. Eso es tedricamente el interés de la conferencia que se
propone, para responder a la pregunta ;cudl es la ruta de construccion conceptual de los conceptos
basicos del AL? pero la via no necesariamente debera ser desde la perspectiva tedrica del algebra
lineal, sino de su uso, a través de sus conceptos —basicos—. Es todo un reto construir esquemas
mentales (descomposiciones genéticas) no solo desde la reflexion tedrica, sino también practica.

ALGEBRA LINEAL EN PREGRADO

Seguir impartiendo cursos abstractos de algebra lineal y con los resultados que se conocen
(Dubinsky, 1997; Sierpinska, Dreyfus y Hillel, 1999; Dorier, 1997) es una pérdida de capital
cultural en el sistema, toda la energia de profesores que explican y plantean asuntos que no se
transforman en herramientas utiles en lo estudiantes, también se convierte en una pérdida en el
esfuerzo educativo. Hay que contribuir en romper ese circulo vicioso. Por eso se investiga:
desempefio, errores, interpretaciones, concepciones, nociones, formas instruccionales, y luego la
mas fina y compleja, los procesos mentales en la construccion de esquemas mentales propios de la
disciplina (que ya es mucho decir) en su uso. Estudiar estos procesos de construccion desde su
aplicacién o uso dard paso a la construccion de procesos instruccionales mas exitosos, eso la
investigacion lo puede sefialar (aunque bien sabemos que desde la perspectiva tedrica de la
disciplina casi no quiere decir nada) pero en el medio escolar si tiene valor y significado.

FUNDAMENTACION TEORICA: TEORIA APOE

La teoria APOE —Accion, Proceso, Objeto, Esquema— toma como base la epistemologia genética de
Piaget. Esta teoria (Dubinsky, 1991) nace al estudiar el mecanismo de entendimiento de la
Abstraccion Reflexiva piagetiana, que se refiere a la reflexion sobre las acciones y procesos que se
efectian desde un objeto de conocimiento. Desde el punto de vista de la teoria APOE la
construccion del conocimiento pasa por tres etapas basicas, acciones, procesos y objetos, las cuales
no necesariamente son secuenciales. El esquema, “es el nivel de mayor elaboracién en la
comprension de un concepto matematico y estd relacionado de manera coherente en la mente del
estudiante.” (Asiala, Brown, Devries, Dubinsky, Mathews y Thomas,1996, p. 12). Cuando un sujeto
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se encuentra frente a un problema especifico en el ambito de las matemadticas, evoca un esquema
para tratarlo. Al hacerlo, pone en juego aquellos conceptos de los que dispone en ese momento y
utiliza relaciones entre esos conceptos. En la Figura 1, se muestra un diagrama de las
construcciones y la abstraccion reflexiva.

Schema

interiorization

actions
l processes
‘coordination
objects reversal

encapsulation

de-encapsulation

Figura 1. Construcciones y mecanismos mentales para la construccion del conocimiento matematico.(Arnon,
Cottrill, Dubinsky, Oktag, Roa, Trigueros y Weller, 2014, p. 18).

A lo largo de todo este escrito, vamos a considerar un ESQUEMA como una coleccion coherente de
acciones, procesos, objetos y otros esquemas, previamente construidos, que son coordinados y
sintetizados por el estudiante para formar estructuras utilizadas en la resolucion de problemas
matematicos y que muestran la coherencia del esquema (o sea niveles de desarrollo) al discernir
cuando el esquema es aplicable o no. De esta manera, el desarrollo cognitivo de un esquema en la
mente de un estudiante se caracteriza a través de los niveles Intra, Inter y Trans en el tipo de las
relaciones y transformaciones que los estudiantes son capaces de establecer entre construcciones
particulares que evocan dentro del esquema, cuando resuelven un problema.

Desde estas caracterizaciones generales, un indicador del desarrollo del esquema en la mente de un
estudiante es el tipo de relaciones (Intra), el tipo de transformaciones (Inter)y el tipo de
conservaciones o invariantes (Trans) que los estudiantes son capaces de establecer entre los estados
de construcciones de conceptos del AL particulares, que evocan dentro del esquema, cuando
resuelven problemas. La forma en que los estudiantes establecen relaciones, transformaciones y
conservaciones entre los diferentes estados de construcciones mentales de conceptos particulares
dentro del esquema, cuando estdn resolviendo un problema matematico, puede ser vista como la
forma en que los estudiantes reorganizan y reconstruyen —o sea usan— los conceptos basicos del AL,
para formar nuevos estados de construccion de éstos. De esta manera el desarrollo de un esquema
viene determinado por el tipo de organizacion, a partir de relaciones y sintesis constituidas al alero
del AL, que el resolutor de un problema precisa para su resolucion. Asi los niveles de desarrollo del
esquema de los conceptos bésicos del AL en la mente de un estudiante los caracterizamos como se
describe a continuacion.

ESQUEMA

Nivel INTRA de los Conceptos basicos del AL:no se establecen organizaciones a partir de
relaciones logicas o sintesis constituidas dentro de la axiomatica del AL y los posibles esbozos de
relacion (del tipo conjuncion logica) se realizaran con errores. Los estudiantes usan esto dos
conceptos basicos del AL en forma aislada (por ejemplo: para cierto tipo de Espacios Vectoriales
especificos), y no como un cuerpo de conocimiento.
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ESQUEMA Nivel INTER de los Conceptos basicos del AL: Los estudiantes establecen
transformaciones u organizaciones a partir de relaciones logicas (o alternativas) entre los estados
de construccion del esquema de conceptos basicos del AL, pero con limitaciones, predominando el
uso de la conjuncion logica, en elementos del AL que le son familiares. El estudiante es capaz de
integrar a su sintesis mas conceptos basicos ( que en el nivel anterior) de la teoria del algebra lineal
de forma correcta.

ESQUEMA Nivel TRANS de los Conceptos bdsicos del AL: Aumenta el repertorio de las
relaciones logicas (y logica, contrareciproco, absurdo, y equivalencia légica) que el estudiante es
capaz de establecer entre los diferentes estados de construccion del esquema conceptos basicos del
AL, para sustentar constructos que son invariantes como estructura, en el AL. En este nivel se
produce la sintesis de los modos de rotular cuestiones relativas a los conceptos basicos del AL, que
lleva al resolutor a la construcciéon de un cuerpo de conocimiento unificado, que le permite
identificar los elementos invariantes para el andamiaje de un cuerpo de conocimiento del AL.

La sintesis que un estudiante ha construido de los conceptos basicos del AL después de realizar un
curso del mismo, es posible de etiquetarse en una estructura de Accion, Proceso, Objeto o
Esquema, la que ¢l aplica a situaciones en las que hay que considerar conjuntamente cuestiones del
AL que pertenecen a una misma familia o categoria. Por ejemplo: a veces un vector es una flecha,
otras veces en un par ordenado, otras una matriz, otra un polinomio, etc.; para obtener a partir de su
uso una informacién que no conocia, y que el estudiante construye con el hecho de verse enfrentado
a resolver un determinado problema. Considerar la informacion conjuntamente lo entendemos como
establecer algun tipo de relacion logica (o sintesis), transformacion o conservacion, para tomar una
decision relativa a la situacion en la que el estudiante se encuentra para con el problema a resolver.

Por tanto, desde esta perspectiva el tipo de relaciones, transformaciones y conservaciones,
diferentes, entre los estados de construccion de los conceptos basicos del AL que los estudiantes
establecen durante la resolucion de un problema puede ser considerado un indicador del nivel de
desarrollo mental del esquema que hemos llamado esquema nivel intra, inter y trans de los
conceptos basicos del AL.

El objetivo en esta parte de la investigacion es identificar el tipo de relaciones (logicas),
transformaciones y conservaciones establecidas entre los elementos matematicos del AL que los
estudiantes usan cuando resuelven un problema, para asi caracterizar el proceso de desarrollo del
esquema concepto basicos del AL, a través de su uso.

La hipdtesis sobre la cual se apoya este objetivo es que las relaciones, transformaciones o
conservaciones entre los elementos matematicos del AL que los estudiantes (de nuestro casos de
estudio) son capaces de establecer durante la resolucion de un problema, pueden ser consideradas
como niveles de un esquema de dos conceptos bésicos del AL desde un punto de vista cognitivo,
utilizandoel modelo del desarrollo de los esquemas cognitivos de la teoria APOE, a través de las
fases Intra, Inter y Trans, que apoyan la evolucion de la construccion del conocimiento.

METODOLOGIA

En esta primera etapa se trabajé con un caso de estudio (Stake, 2010), constituido por 12
estudiantes (sean estos de Licenciatura o Pedagogia en Matemadtica), atendiendo a criterios de
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seleccion (haber cursado AL, buen rendimiento académico, accesibilidad de los investigadores).
Los estudiantes fueron etiquetados como E1, E2, ..., E12 y el entrevistador como E.

En esta primera etapa se aplicé un cuestionario de 11 preguntas, del tipo lapiz y papel y una
entrevista semiestructurada de 5 preguntas. La idea es que la demanda del problema propuesto en

los instrumentos al resolutor, permita caracterizar la evolucion del esquema de los conceptos
basicos del AL.

Hemos seleccionado una pregunta de la entrevista que se aplico a los estudiantes, para mostrar en
este reporte su andlisis desde la triada Inter-conceptos basicos del AL, Intra-conceptos bésicos del
AL y Trans-conceptos basicos del AL.

EJEMPLO DE LA ENTREVISTA

Pregunta 5 de la entrevista.

Averigua si la siguiente afirmacion es correcta o no en ambos casos justifica tu respuesta.
“Sean V, W y Z espacios vectoriales sobre un cuerpo K y supongamos que:
V+W=V+Z2

Entonces, W =27".

Durante el desarrollo de la entrevista aE6, es interesante mostrar como ¢l transforma una propiedad
que no se cumple en el esquema de los conjuntos, hacia el contraejemplo en el esquema de los
espacios vectoriales, conservando una propiedad sin estructura que evoluciona hacia una propiedad
con estructura en el segundo esquema.

[169ES5] : Entonces hay que demostrar que W es igual a cero, si es que es verdadero no, no,

no, yo ¢reo que no.
[170E] : ;Por qué?
[170ES5] : Porque estoy pensando en lo mas facil, R estoy pensando, pero perdon aca son todos

los vectores que son de la forma V+W donde V pertenece a K y W K esa es la
definicion de suma de espacio jcierto?

Para poder considerar la aplicacion de operaciones sobre espacios vectoriales, el estudiante necesita
una concepcion objeto de EV.

[171E] : Claro.

[171ES5] : Entonces, pensemos en V igual a R ahi todo esto falso, pensé mas en V igual a R
entonces pensemos R mas un conjunto igual a R mas otro conjunto por ejemplo si yo,
aqui yo pongo el espacio nulo eso me da R ;cierto?

[172E] : Si.
[172ES5] : De hecho si yo pongo cualquier cosa acd me va a dar R.
[173E] : ;Coémo cualquier cosa?

Sin embargo para poder construir un contraejemplo, se requiere la desencapsulacion del concepto
espacio vectorial y pensar en el proceso que dio origen al objeto, y eso es justamente el uso del
esquema del concepto subespacio vectorial.
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[173ES5] : Cualquier subespacio de R, si yo pongo cualquier, por ejemplo...pongo el generado
por el (1,1) el por ejemplo no el generado por el 1 esta en R, IR mas R esome daR e
ir no es igual a y ese y ese son distintos, por lo tanto, es falso.

E6, en la misma pregunta 5, hace uso del esquema de conjuntos, para disefiar un contraejemplo, que
hace evolucionar a una estructura de espacio vectorial.
[122ES6] : Ya se me vino a la cabeza una... algo de teoria de conjuntos, por ejemplo, si yo
tengo que A unién B es igual a A unidén C no necesariamente B = C, hay contra

ejemplos para eso. Pero estaba tratando de pensar en un contra ejemplo para eso y yo
creo que es analogo, creo que es analogo.

Ewn Tiom (' ole kan-l-ox
L AuRrAVC  mbuwa B B uo

WCCCS«\E.V\M«’K A ('\VG( o (&

Figura 2.E6 traspasa la situacion al esquema de conjuntos.

[125E] : Entonces ponga ahi lo que esta pensando usted .Estoy pensando que esta es la
relacion que hace.

[123ES6] : En teoria de conjuntos, tengo que si A unién B es igual a A unién C entonces D no
necesariamente es igual a C. Escribo un contra ejemplo.

[126E] : Si usted quiere .No es necesario por que usted ya lo ve, pero si quiere lo escribe, si a
usted lo va a ayudar a responder, escribir eso, bienvenido, pero ver esto es muy bueno.

[124ES6] : Por ejemplo, si tomo A como, claro, uno: a B uno coma dos; y a C como dos no mas,
entonces A union B, esto es uno coma dos; y A unién C también es uno coma dos...

A= }4§
s 41,2
En Tea rva  ole Whn_{v‘: 2:323‘]
L AuRrAVC ,mbuwa B B uo
iaval & € A'VB=3‘|!§
Ave ¢ *‘ltl
Pwve B3 C

Figura 3. E6 construye el contraejemplo
en el esquema de conjuntos.

MCCC&@\}.V\M«‘( <

Figura 2. E6 traspasa la situacion al esquema de conjuntos.

[127E] : Pero...
[125ES6] : Pero B es distinto de C.
[128E] : Perfecto.

Este estudiante, E6 al desencapsular el objeto espacio vectorial, mira el proceso que dio origen a ¢l,
y resulta importante el rol que juega el esquema de conjuntos para usarlo (evocarlo) en la
elaboracion de la respuesta, y para ir relacionando los elementos de los esquemas espacio vectorial
y teoria de conjuntos.
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[132E] : Porque un espacio vectorial, si bien tiene estructura de espacio, ante todo ;qué es lo
que es?

[130ES6] : Un conjunto.

Y es aqui en este esquema de conjuntos en el cual procesa y construye tres conjuntos a partir de los
cuales usa para construir espacios vectoriales como el generado de esos conjuntos, los que le
permitiran elaborar el contraejemplo para la pregunta 5 de la entrevista.

[133ES6] : Puede, a ver, déjeme un poquito. Es que a lo mejor podria tomar, generadores.

[136E] : Si.

[134ES6] : Puede ser, espéreme un poco.

[137E] : Te pueden servir, por supuesto, porque los generadores ;Qué son?

[135ES6] : Son espacios vectoriales.

[138E] : Pero no son asi, ;jno es cierto?, son ;de qué categoria? ;Como es un espacio
generado?, mi pregunta es jes finitos o infinitos?

[136ES6] : Infinito.

[139E] : Infinito, asi que estaria concordando con las ideas que usted tiene.

[137ES6] : Claro, porque por ejemplo si yo tengo, no me acuerdo como era la... o sea como, a

ver... ah, si yo tengo que V por ejemplo, es el generado por a y W es el generado por
b, entonces V + W es el generado por a union b, entonces ahi tengo algo como
parecido. Ya ahora voy a tomar V como el uno coma dos y dos coma uno... no yo
Creo que ese no.

[140E] : Le pone “no” entonces.

[138ES6] : Voy a tomar V como el uno coma dos no mas, voy a tomar W como cero coma tres
y Z cero coma tres y uno coma dos, entonces en este caso V + W, esto es uno coma
dos y cero coma tres y V + Z también es lo mismo.

Vew = Cet) (08) D

V=<(4|?)> 8=<(0\3),(4:2)> \ t¢ = <(4|2\)\(°|3)>
W=<(0:13)) pane W #3

Figura 4. Construccion del contracjemplo en el esquema de espacio vectorial.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

Los resultados hasta ahora obtenidos muestranlas construcciones y mecanismos mentales que utiliza
un estudiante de Pedagogia o Licenciatura en Matemadticas como estrategia cognitiva, para construir
conceptos basicos del algebra lineal. Entre ellos se destaco la construccion del concepto espacio
vectorial como objeto, y la construccion del concepto de conjunto como esquema.

En cuanto alas caracterizaciones de las fases intra, inter y trans de los conceptos basicos del algebra
lineal, el analisis de los resultados obtenidos da cuenta que los estudiantes que logran mostrar
relaciones, transformaciones y conservaciones en dicho esquema, mostraron evidencias de haber
construido las siguientes construcciones y desarrollado los mecanismos mentales asociadas a ellas:

(1) La construccion objeto del concepto de espacio vectorial: Se logra a partir de la
coordinacion del proceso suma de vectores con el proceso de multiplicar un vector por un escalar, a
través de la ley distributiva. Esta coordinacion se realiza a partir de la construccion de la
combinacion lineal de vectores como proceso.
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(2) La construccion del concepto espacio generado como objeto: Para ello es necesario
coordinar los procesos combinacion lineal y conjunto generador a través del cuantificador, que
exige que todos los elementos del conjunto generador, sean puestos en combinacion lineal. Este
proceso se encapsula en el objeto espacio generado Esta encapsulacion mostré ser dificil para los
sujetos de los casos de esta investigacion. Unicamente 5 de ellos dieron muestras en su trabajo de
haberlo construido y, durante la entrevista, con la guia de la entrevistadora, dos alumnos mas
lograron dicha encapsulacion.

Las evidencias obtenidas dan cuenta de las dificultades en la construccién del esquema conceptos
basicos del algebra lineal. Claramente, el analisis de los resultados muestra que la no construccion
del concepto espacio vectorial como un proceso imposibilita la construccion del esquema conceptos
basicos del algebra lineal.

Una contribucion relevante de este trabajo, consiste en mostrar que la construccion del esquema del
concepto espacio vectorial, no garantiza que se ha construido la relacion que se establece el
esquema conceptos basicos del algebra lineal. Este resultado parece indicar que en los cursos de
Algebra Lineal es necesario llevar a cabo actividades explicitas para poner de relieve el papel de los
conceptos basicos en este importante topico de la matematica.

Con este estudio se propone una primera respuesta a la pregunta de investigacion planteada acerca
de las construcciones y mecanismos mentales asociados al uso de los conceptos basicos del algebra
lineal. Este estudio proporciona nueva evidencia de que el uso de las estructuras de la teoria APOE
permite determinar las construcciones que subyacen a las dificultades de los alumnos y a sus
estrategias.
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