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Resumen

Este cursillo consiste en estudiar en primera instancia, de qué manera la nocion de lugar
geométrico permite abordar problemas de construccion geométrica desde un punto de vista
instrumental, cn el sentido que dicha nocion entra a jugar un papel como herramienta
mediadora de conocimiento en algunas estrategias en el enfoque de la resolucion de
problemas. En una segunda fase del cursillo, se abordara una aproximacion del estudio de
los lugares geométricos desde un enfoque cognitivo para la comprension de los lugares
geométricos desde un caracterizacion puntual (o local) hacia una caracterizacion global de
las propiedades intrinsecas de las figuras geométricas resultantes.

1. Nivel al que va dirigido.

Intermedio (abierto para profesores de Educacion Bésica secundaria con conocimientos
basicos del Ambiente de Geometria Dinamica Cabri Géométre 11 Plus y de Geometria
Plana).

2. Objetivos.

2.1. Implementar una estrategia especifica para encontrar por lo menos una solucion a
problemas de construccion geométrica apoyandose en la nocion de lugar
geométrico.

2.2.  Validar los lugares geométricos involucrados en la resolucion de dichos problemas.

2.3. Resolver algunos problemas de lugares geométricos donde sea explicito el
tratamiento Puntual y Global de estos.

3. Tiempo.

Tres dias del evento, una sesion por dia, cada sesion de trabajo de 90 minutos, para un total
de tiempo de 270 minutos.
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4. Material para cada sesién.

4.1. 20 computadores con el Ambiente de Geometria Dinamica Cabri Géometre 11 Plus,
instalado en cada uno, de tal forma que cada dos participantes tengan a su
disposicion un computador y asi mismo cada computador con conexion a Internet.

4.2. Un computador portétil con el Ambiente de Geometria Dindmica Cabri Géomeétre
II Plus instalado, para el profesor que orientaran el cursillo.

4.3. Un videobeam para visualizar los ejemplos que ilustrara el profesor orientador del
cursillo.

4.4. Una persona encargada de ayudar a los participantes en los aspectos técnicos del uso
del Sistema Operativo del computador asi como de cualquier falla técnica que se
pueda presentar en la sala de informatica.

5. Fundamentacion Didactica del Cursillo
5.1. Diversas Definiciones de la Nocion Lugar Geométrico.

Con rtespecto a una primera conceptualizacion de la nocion de lugar geométrico que
aparece en la gran mayoria de los libros de texto de geometria euclidiana se tiene:

“El conjunto de todos los puntos, y solo aquello puntos, que satisfacen una o mds
condiciones dadas” (Hemmerling, 2002)

En algunos otros libros de geometria euclidiana escolar, se define como:

“Un lugar geométrico como la trayectoria de un punto que se mueve de acuerdo con una o
mds condiciones previamente dadas”.

Esta misma definicion desde un punto de vista dindmico aparece en otros textos escolares
de una manera mas especifica asi:

“llamamos lugar geométrico de un punto M al variar otro punto Q sobre un objeto como el
conjunto de posiciones que toma M al mover ( sobre ese objeto.”

Y el método general y clasico desde el punto de vista matematico para determinar un lugar
geométrico consiste de los siguientes pasos:

L: Localizar varios puntos que satisfagan la o las condiciones dadas.
II.:  Trazar una linea o varias lineas (rectas o curvas) que pasen por estos puntos.

IL.: Deducir una conclusion referente al lugar geométrico y describir con exactitud la
figura geométrica que represente la conclusion.

Fernandez E. y Garzén D. (2006). Modulo 3: Pensamiento Geométrico y Pensamiento Métrico, del Programa de Formacién Docente en Educacién
Matematica para el Valle del Cauca, del Instituto de Educaciéon y Pedagogia de la Universidad del Valle. Cali, Colombia.
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IV.: Probar la conclusion demostrando que la figura o méas precisamente que cualquier
punto sobre la curva obtenida satisface las condiciones inicialmente dadas del lugar
geométrico y, reciprocamente, probar que todo punto que satisface las condiciones
dadas esta sobre la curva.

5.2. Los Lugares Geométricos como Herramienta y como Objeto.

Abhora, se presentara continuacion, un enfoque didactico, de cdmo aparecen en el ambito
escolar las nociones matematicas. A dicho enfoque se le denomina la dialéctica
Herramienta — Objeto.

En el campo de la Didactica de las Matematicas francesa, segun Regine Douady (1993), los
conceptos matematicos precisan de dos aspectos en el aprendizaje de las Matematicas. Por
un lado, se refiere a la disponibilidad funcional de nociones y teoremas matematicos para
enfrentar problemas e interpretar nuevas situaciones. En este proceso, dichas nociones y
teoremas tienen un estatus de herramienta, en tanto que sirven para que alguien actie sobre
un problema en determinado contexto, aunque no sea consciente de su empleo.

Por otra parte, también significa identificar las nociones y a los teoremas como parte de un
cuerpo de conocimientos reconocidos socialmente. Es ahi que se formulan definiciones, se
establecen relaciones entre nociones mediante teoremas y se prueban las conjeturas
adquiriendo entonces ¢l estatus de objefo. Al adquirir ese estatus, estan descontextualizados
y despersonalizados para permitir su aprendizaje. Este proceso de descontextualizacion y de
despersonalizacion participa en el proceso de apropiacion del conocimiento.

Abhora bien, en el disefio de las situaciones problema que se presentan en la parte posterior
de este cursillo, se plasmard esta perspectiva dialéctica, al plantear tres problemas
geométricos desde el enfoque de la resolucion de problemas, recurriendo a la nocion de
lugar geométrico como herramienta, y luego se presentaran tres situaciones problema
donde prevalece el estudio de los lugares geométricos como ebjetos propios de la geometria
que son susceptibles de ser caracterizados desde una caracterizacion puntual (estudiando y
caracterizando las propiedades de puntos individuales 6 por lo menos a que encuentren
puntos particulares que cumplen con la condicidon geométrica pedida) del lugar geométrico
a encontrar, para luego pasar a una caracterizacion global (donde se pase a estudiar las
relaciones entre los elementos constitutivos del lugar geométrico pero vista como una sola
y continua figura geométrica).

Para resumir esta perspectiva didactica subyacente a las situaciones problema propuesta
para este cursillo se presenta a continuacion el siguiente mapa conceptual 1.
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Estudio de los
Lugares Geométricos en el Ambientes Cabri
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Mapa Conceptual 1, en ¢l cual se aprecia ¢l enfoque didactico de como aparece la nocion de lugar
geométrico en el ambito escolar

5.3. Los Lugares Geométricos en el Cabri.

La dificultad de materializar la graficacion a partir de la descripcion sintética del lugar
geométrico correspondiente, hace que no se haya aprovechado la oportunidad de articular
dicha descripciéon sintética con su representacion visual. Una forma de aprovechar el
dinamismo para ensefiar geometria es a partir de la construccion de curvas como lugares
geométricos en Cabri.

Consideremos que estos acercamientos constituyen no solo una actividad de gran atractivo
geométrico sino que ademas pueden hacer ver a los estudiantes las relaciones geométricas
existentes entre varios objetos geométricos que, generalmente, se estudian de manera
aislada.

Algunas construcciones geométricas pueden visualizarse en el ambiente Cabri, como lugar
geométrico. Para tal efecto, seremos consecuentes con involucrar construcciones
geométricas exactas utilizando la regla y el compés virtual del ambiente, para determinar
punto por punto (un enfoque puntual) las partes constitutivas de dicho lugar geométrico.
También se empleara el uso de la herramienta “Lugar Geométrico” del Cabri para hallar la
figura geométrica que forma el Lugar Geométrico pedido en un enfoque global.
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Por ejemplo, si se pide construir la pardbola como un lugar de puntos de una manera
puntual, tales que cumplen con la siguiente condicion:

La pardbola como el lugar geométrico de puntos que equidistan de un punto fijo
denominado O y de una recta fija denominada directriz.

Entonces para construirla puntualmente (en este ambiente informatico) seria muy
dispendioso y repetitivo las construcciones para cada punto que satisface las condiciones,
debido a que para todo punto de la pardbola, tendriamos que considerar una nueva
construccion geométrica que considere las propiedades de perpendicularidad y
congruencia; sin embargo, la parabola, como todo el conjunto de puntos que cumple con la
propiedad de ser una parabola, no puede ser construida con regla y compés porque seria un
proceso iterativo infinito. Para tal efecto, entonces se recurrird al uso adecuado de la
herramienta “Lugar Geométrico” o de la herramienta “Traza” que podria dar cuenta de la
figura pedida desde un punto de vista global. Ver figura 1.

LUBARES GEOMETRICOS

5Se tiene un segmento (recta) y un punto exterior O.
El punto P es tal que Distancia OP = Distancia MP

Cuando M se desplaza scbre el segmento, <que grafica
genera el punto P?

Pl

Oortlipen |
D70 em

M

Figura 1

A continuacion, presentamos a consideracion una caracterizacion de las herramientas
“Lugar Geométrico” y “Traza” en el Ambiente de Geometria Dindmica Cabri Géometre 11
Plus:

Para comenzar, se puede sefialar la distincion de las dos mencionadas herramientas con las
nociones de trayectoria 'y de lugar geométrico. Estas dos nociones se pueden ver reflejado
inicialmente en la forma de dos herramientas distintas presentadas en la Giltima version de
Cabri Géometre, “Lugar Geométrico” y “Traza”,

5.3.1. Lo que produce la herramienta “Lugar Geométrico”

Un lugar geométrico tal como se produce por la herramienta “Lugar Geométrico” se
comporta de muchas maneras como otro objeto de Cabri. Por ejemplo, este permanece
visible en la pantalla, moviéndose de acuerdo a como los elementos sobre el cual este
dependa sean manipulados. Sin embargo, un lugar geométrico en Cabri 11 difiere de otro
objeto de Cabri en que este no puede ser usado en la construccion de puntos que se
interceptan.
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En la nueva version de Cabri Géomeétre II Plus, si se puede usar ¢l Lugar de Puntos
producido por la herramienta “Lugar Geométrico” como un objeto que comporta las
mismas caracteristicas de un objeto Cabri y ademas si se puede hacer interceptar el lugar
geométrico generado con otro objeto geométrico, de tal manera que se reconozca un punto
de interseccion comun tanto al lugar geométrico como al objeto geométrico puesto en
juego.

En el caso de los lugares de puntos, la herramienta “Lugar Geométrico” de Cabri 11
produce un conjunto de puntos, L, tal que cada elemento es definido en funciéon de un
elemento del conjunto E: L = {f(P), P € E}, y aparccera sobre la pantalla como un dibujo
(una representacion grafica) del conjunto L para un niimero finito de f(P)°.

Para definir tal lugar geométrico es necesario seleccionar un punto P' para el cual el lugar es
deseado y luego seleccionar el punto P sobre el cual P' dependa (donde una relacion
funcional existe entre P y P'). El punto P es un punto “variable” que pertenece a un
conjunto particular de puntos del plano (una recta, una circunferencia, un segmento de
recta, etc.) v el punto P' esta relacionado a P por medio de una construccion geométrica.
Los puntos P' del lugar geométrico son calculados por el software y obtenidos directamente
y no es necesario arrastrar el punto P. El lugar geométrico es inmediatamente representado
en su globalidad ¢l cual no era este el caso en el Cabri 1 donde la herramienta “Lugar
Geométrico” estaba relacionada con el arrastre (es decir, que tenia un aspecto dinamico).

De hecho, en la primera version del software, al utilizar un “punto sobre objeto” M (con un
grado de libertad) y un punto M' (con cero grado de libertad) que dependia de M, el lugar
geométrico del punto M' era producido como la traza de sus sucesivas posiciones cuando M
era arrastrado.

Por ejemplo, en la figura 1, como el punto M es un punto semi-libre, es decir, es un punto
que pertenece a la recta directriz y al poderse arrastrar como un punto sobre otro objeto
Cabri, ¢l punto P se movera de acuerdo a una construccion geométrica que vincula hechos
geométricos (relaciones de perpendicularidad y equidistancia) con el punto M, dandose una
relacion de dependencia estrecha entre M y P, generando el lugar de puntos P que puede ser
definido como un objeto final en una macro-construccion.

Ademas, es posible de obtener un lugar geométrico de objetos tales como rectas, rayos
(semirrectas), segmentos y circunferencias y por lo tanto generar sus envolventes (ver
figura 2).

% n: numero de puntos del lugar geométrico, con 5 <n< 5000.
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Figura 2

Un lugar geométrico (manual) puede también ser producido al seleccionar cualquier punto
sobre la pantalla —incluyendo puntos libres (puntos con dos grados de libertad)- y
observando la trayectoria generada cuando este punto es arrastrado. Esta segunda
utilizacion de la herramienta “Lugar Geométrico” de Cabri I corresponde a la herramienta
“Traza” en Cabri Il

5.3.2. Lo que produce la herramienta “Traza”

En tanto que la herramienta “Traza” permite al usuario mostrar ciertos objetos sobre la
pantalla que dejan una huella (rastro, sefial o traza) cuando ellos son movidos, o bien
manualmente usando el ratén del computador ¢ a través del uso de la herramienta
“Animacion”. La traza no existe como un objeto de Cabri, Ginicamente como un conjunto
de pixeles resaltados sobre la pantalla.

5.3.3. Las diferencias entre lo producido por las herramientas “Lugar Geométrico” y
“Traza”

Resumiendo entonces, en Cabri, la herramienta “Traza” enfatiza en una interpretacion
dindmica de la representacion de una trayectoria de un punto, mientras que la herramienta
“Lugar Geométrico” es caracterizada de una manera funcional por medio de una
correspondencia uno a uno entre dos puntos P y P', representando, al menos implicitamente,
la imagen de un conjunto de puntos para una cierta funcién matematica.

Bajo las condiciones descritas anteriormente, no todos los lugares pueden ser obtenidos a
través del uso de la herramienta “Lugar Geométrico” de Cabri. Las restricciones estan
relacionadas al tipo de transformaciones geométricas de configuraciones geométricas que
son posibles al utilizar el modo de arrastre.
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Figura 3: Traza dejada por el punto M" cuando se arrastra M.

Por ejemplo, en la figura 3, como el punto M es un punto libre, este es inicamente posible
de dibujar el lugar geométrico requerido (una circunferencia) al usar la herramienta
“Traza”, mientras que la figura 4 de abajo presenta un caso en el cual, aunque la
herramienta “Lugar Geométrico” pueda ser utilizada, una construccion auxiliar es requerida
de tal manera que el lugar geométrico deseado (la mediatriz de AB) pueda ser generada.

it
v O] S]] 2= A|7

r es perpendicular a AB
y pasa por B.
P'es el punto medio de AP

< bl

Funtero

Figura 4: Mediatriz de AB al usar la herramienta “Lugar Geométrico”
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6. DESARROLLO DEL CURSILLO.
6.1. ACTIVIDADES DESARROLLADAS EN LA PRIMERA SESION.

Con el fin de ilustrar la estrategia heuristica que es objeto de estudio, se partira de analizar
un ejemplo concreto planteado por Polya (1965. pp. 41-42), el cual después sera recreado
en el ambiente de geometria dindmica Cabri.

Inscribir un cuadrado en un triagngulo dado (acutdngulo), tal que dos vértices del cuadrado
deben hallarse sobre la base del triangulo y los otros dos vértices del cuadrado sobre cada
uno de los otros dos lados del triangulo respectivamente.

— ¢Cudl es la incégnita?

—Un cuadrado.

— /Cudles son los datos?

—Un triangulo dado, nada mas.

— /Cudl es la condicion del problema?

—Los cuatro vértices del cuadrado deben hallarse sobre el perimetro del tridngulo,
dos sobre la base y los otros dos sobre cada uno de los otros dos lados respectivamente.
— ¢Es posible satisfacer la condicion?

—Creo que si, pero no estoy seguro.

—No parece que el problema le resulte muy facil. Si no puede resolverlo, trate
primero de resolver algun problema relacionado [Puede usted satisfacer alguna parle de
la condicion?

— (Qué quiere decir por una parte de la condicion?

—Veamos; la condiciéon concierne a todos los vértices del cuadrado. ;De cuantos
vértices se trata?

—De cuatro.

—Una parte de la condicidn se aplicaria a menos de cuatro vértices. Tome sélo una
parte de la condicion, deje la otra parte. ;[Qué parte de la condicion es facil de
satisfacer?

—FEs facil trazar un cuadrado con dos de sus vértices sobre el perimetro del triangulo,
incluso un cuadrado con tres de sus vértices sobre el perimetro del tridngulo.

—Dibuje una figura.

El alumno dibuja la figura 5.

Figura §

—Usted no ha considerado mds que una parte de la condicion, abandonando la otra. ;En qué
medida la incégnita queda ahora determinada?
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—El cuadrado no esta determinado si solo tiene tres de sus vértices sobre el perimetro del
triangulo.

—Bien. Dibuje otra figura.

El alumno dibuja la figura 6.

Figura 6

—Tal como dice, el cuadrado no queda determinado por la parte de la condicion considerada.
¢ Cémo puede variar?

—Tres de los vértices de su cuadrado estan en el perimetro del tridangulo, pero el cuarto no
estd donde deberia estar. Como usted lo ha dicho, el cuadrado no esta determinado, puede
variar; resulta lo mismo para su cuarto vértice. ; Como puede variar?

—Tratelo experimentalmente si lo desea. Trace otros cuadrados, tres de cuyos vértices se
hallen sobre el perimetro del mismo modo que los dos cuadrados ya dibujados en la figura.

Dibujelos pequetios y grandes. ;Cual le parece ser el lugar geométrico del cuarto vértice?
(Como puede variar?

El profesor ha llevado al alumno muy cerca de la idea de la solucion.

Si el alumno es capaz de adivinar que el lugar geométrico del cuarto vértice es una recta,
habra resuelto el problema.

6.1.1. Primera Situacion Problema.

Se plantea el problema de construir un triangulo equildtero inscrito en un cuadrado dado,
de tal forma que tengan un vértice en comun.

6.1.2. Segunda Situacion Problema.

Dadas tres circunferencias concéntricas C;, C> y Cs trazar una recta que las
intercepte respectivamente en los puntos 4, B y C de tal forma que AB = BC'.

6.1.3. Tercera Situacion Problema.
Se plantea el problema de construir un tridngulo equildtero a partiv de tres circunferencias

concentricas dadas, de tal forma que cada vértice del tridngulo esté sobre una de las
circunferencias.

Pagina 10 de 12



IX Coloquio Regional de Matematicas, Universidad de Narifio.
Pasto, Marzo 6, 7y 8 de 2008

6.2. ACTIVIDADES DESARROLLADAS EN LA SEGUNDA SESION.

6.2.1. Primera Situacion Problema:

Dados dos puntos A y B, hallar el lugar geométrico de los puntos P tales que mg
m

es

una constante k .

6.2.2. Segunda Situacion Problema:

Dados dos de sus lados, AB y AD, construya un rectangulo. Luego dividalos en igual
numero de partes iguales. Por los puntos divisorios de la altura del rectingulo, némbrelos
de abajo hacia arviba en orden numérico. Luego cada uno de los puntos de la altura,
unalos por medio de segmentos con el vértice C. Ver figura 7.

AD
AB

Y

—pwbtooNomo JO

1 2 3 4 56 7 8 9 10
C

>
w

Figura 7

Ahora, por cada uno de los puntos de la base superior, nombrados de izquierda a derecha
en orden numeérico, trace rectas perpendiculares a dicha base.

a.) Conjeture cudl es el lugar de puntos que se forman con las intersecciones de las
rectas correspondientes a puntos igualmente numerados. Es decir, la interseccion del
segmento que pasa por 1 con la recta que pasa por 1, la interseccion del segmento que
pasa por 2 con la recta que pasa por 2, y asi sucesivamente.

b.) Muestre cual ha sido su proceso de validacion acerca del lugar geométrico que
cree que es.

6.2.3. Tercera Situacion Problema:

Dados una recta m cualquiera, un puntos exterior a m denominado A y un punto B
cualesquiera que pertenece m, encontrar el lugar geométrico de todos los centros de todas
las circunferencias que pasan por A y que son tangentes a la recta m en el punto B.
Posteriormente téngase en cuenta la propiedad de la circunferencia con su centro y halle el
lugar geométrico que genera el centro.
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