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RESUMEN

Se presentan algunas reflexiones desde la TAD (Teoria Antropologica de lo Didactico) en
torno la integracién de las Calculadoras Graficadoras Algebraicas en el estudio de la
factorizacion de polinomios reales de una variable en un ambiente CAS (Sistema de
algebra computacional) y L/P (Lapiz/Papel). Una de las hipotesis a presentarse se centra en
la dialéctica entre las técnicas habituales e instrumentales, necesarias en las actividades
matematicas y en las relaciones con las tareas y la teoria.

PALABRAS CLAVES: Técnicas instrumentadas, técnicas habituales, factorizacion de
polinomios, calculadoras simbdlicas, ambientes CAS y L/P.

1. REFLEXIONES DE ALGUNAS PRACTICAS DE ENSENANZA HABITUALES
DE LA FACTORIZACION DE POLINOMIOS

Al revisar los lineamientos y estandares curriculares vigentes, expedidos por el MEN, la
factorizacion de polinomios es considerada como una manera de construir expresiones
algebraicas o generar expresiones equivalentes dentro de contextos de variaciéon y cambio.
En la mayoria de los textos escolares, la factorizacion de expresiones polindmicas es uno de
los contenidos a ensefiar, particularmente para grado octavo de la educacidén basica
secundaria en Colombia.

Generalmente la ensefianza de la factorizaciéon en ambientes L/P, requiere de reglas que
clasifican los polinomios y necesitan de su manejo sintactico, que suele ser extraiia y de
dificil adquisicién para la mayoria de los estudiantes. En algunos casos, las reglas se
construyen a partir de la manipulacién de rectdngulos en cartulina, cuyas areas son
monomios que al ser ubicados de manera que conformen un rectdngulo de mayor area,
generan una suma de monomios, al considerar el area total como la suma de cada una de
las areas de los rectangulos que conforman el rectdngulo de mayor area o la expresion
factorizada, al considerar el area de un rectangulo como el producto de la base y la altura



En el anterior ejemplo, la factorizacién de polinomios cuadraticos estaria vinculando a tres
sistemas de representacion, el de las figuras geométricas, el lenguaje natural y las
expresiones algebraicas, pero en otros casos, se trabajan con las expresiones algebraicas
olvidando otras representaciones y conexiones con otros conceptos y procedimientos,
promoviéndose la ensefianza de un algebra como un conjunto atomizado de conocimientos
(Gascon, 1999 p. 84).

Pero no basta con determinar la regla para factorizar el polinomio, para aprenderla a usar es
necesario dedicarle tiempo para saber cuando y para que usarla. Pero a veces se cree que
basta con unos pocos ejemplos aislados para aprenderla. Al ignorar lo anterior, se generan
practicas en las que se da por hecho que las matematicas deben “aprenderse” al mismo
tiempo que se “ensefian” (Ibid., p.85).

Para mirar un poco mas a fondo las caracteristicas de las manipulaciones algebraicas de los
estudiantes en los ambientes Lapiz/Papel, se han reportado algunos errores en los trabajos
de Sanchez (1997, p. 5), Socas y et. al. (1997, p. 21) y Camacho y et. al. (1996, p. 104)
como el inadecuado uso del igual, las falsas generalizaciones, la extension de propiedades y
la tendencia de una enseflanza centrada en algunos ejemplos tipicos, con pocas
representaciones semioticas y técnicas especificas. Lo anterior muestra el costo de
aprendizaje de los algoritmos de Lapiz/Papel para factorizar expresiones algebraicas y su
escasa significacion para los estudiantes.

LA FACTORIZACION DE POLINOMIOS EN AMBIENTES CAS

Dentro de otros ambientes, como los generados por los Sistemas de Algebra Computacional
(CAS), la factorizacién de polinomios tiene un tratamiento diferente. Estos sistemas dan la
factorizacion de cualquier expresidén algebraica, ejecutando uno de sus comandos al
ingresar la expresidn, ya sea en los racionales, reales o complejos (Ver figura 1). Para
ingresar la expresion algebraica es necesario que el estudiante conozca la sintaxis de
entrada, que en ocasiones es diferente a la escritura a Lapiz/Papel, por ejemplo para escribir
la expresion x* +2x+4, el exponente no se ingresa como superindice, se necesita de
anteponer al numero 2 el simbolo *, es decir la expresion se escribe como x"2 + 2x +4. Sin
embargo, la expresion una vez ingresa al sistema se observa de manera similar que en
Lapiz/Papel (ver figura 2). Este suceso se conoce como el fendmeno de Pseudo-
transparencia, conflicto que se genera con lo que se ingresa y se ve en la pantalla del
computador (Artigue, 1997). Este fendmeno esta ligado a los procesos de transposicidn
computacional, entendiéndose como las transformaciones que sufre un objeto matematico
debido a las decisiones que son tomadas al disefiar un software, tales como la seleccion de
una representacion y un conocimiento estructurado o de los algoritmos a aplicar (Balacheff
y Kaput, 1996).
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Figura 1. Diferentes factorizaciones de polinomios en una TI-92

Algunos CAS hacen parte de las aplicaciones de las Calculadoras Simbdlicas o
Calculadoras Graficadoras Algebraicas, cuya caracteristica principal es la portabilidad y la
posibilidad de conexién de diversas aplicaciones, permitiendo trabajar con diversas
representaciones como lo numérico y lo grafico.

Al igual que con la aparicién de las calculadoras aritméticas, el uso de las Calculadoras
simbdlicas se considera un riesgo en los grados de escolaridad en donde los estudiantes
estan aprendiendo a realizar las manipulaciones algebraicas (Ralston, 1999 y Trouche,
2002, p. 21). Algunos creen que el uso de los CAS llevara al desuso de las técnicas' de
Lapiz/Papel e inclusive se afirma que algunos contenidos matematicos encasillados a
procesos de dificil aprendizaje como la factorizaciéon de polinomios tenderd a su extincion
en los curriculos de matematicas, esta concepcion ha sido reportado por Demana y Waits
(2000 a).
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Figura 2. Ejemplo del fenémeno de pseudo-transparencia

Sin embargo, las investigaciones recientes muestran diferentes posibilidades para el
aprendizaje de la factorizacién de polinomios en ambientes que integran CAS y
Lapiz/Papel (LP) (Kieran, 2005 y Lagrange, 2000). Aunque ambos ambientes parecen de
dificil combinacién, se ha considerado que este es un campo propicio para la integracién de
las Tecnologias de la Informacién y Comunicacion (TIC), problematica poco investigada®.

! Dentro de la Teoria Antropologica de lo Didactico (TAD), las técnicas son consideradas como los diferentes
modos de hacer o resolver un problema o tarea.

* En el articulo de Artigue y otros (2003) se muestra que el 5% de las publicaciones respecto al uso de CAS
en la educacion matematica se interesa en la integracion del CAS y lapiz y papel.



LA FACTORIZACION DE POLINOMIOS EN AMBIENTES CAS Y L/P

Algunos investigadores como Waits y Demana (2000 b) y Peschek (2005) afirman que no
es necesario ensefiar los métodos tradicionales del algebra simbolica (métodos manuales de
lapiz y papel) porque los CAS permiten la manipulacion algebraica mas rapida y con mayor
exactitud de lo que era posible con los métodos “tradicionales” que eran los tUnicos
existentes, generandose posibilidades para el estudio de la teoria subyacente, como el
teorema fundamental del algebra (p. 197). En concordancia a lo anterior, Vizmanos (2000,
p. 191) afirma que en un futuro el interés girara en torno a las estructuras conceptuales del
algebra como medio de representacién y de los métodos algebraicos como la resolucion de
problemas. Por lo que una de las tareas sera el planteamiento de ecuaciones que se deducen
de la lectura de enunciados diversos aplicados a contextos cercanos e interesantes a los
estudiantes (Ibid., p. 192).

Sin embargo, la investigacién realizada por Lagrange (2000, p. 17) reporta que
generalmente los estudiantes perciben los CAS como herramientas para efectuar calculos
penosos y comprobar los resultados conseguidos. Pocos estudiantes ven los CAS como
herramientas de comprension, de aprendizaje, que es el objetivo propuesto por los
profesores y una fracciéon importante de estudiantes consideran que los CAS complican
notablemente su trabajo matematico, en la puesta en obra del software, a menudo no
anticipadas por el profesor. Por otra parte los profesores ven que los CAS no suprimen las
dificultades calculatorias que ellos esperaban, siendo dificilmente administrados en las
actividades de experimentacidn. Estos resultados son indicios de la poca integracion de los
CAS en las practicas de ensefianzas.

Usualmente, la mayoria de los articulos relacionados con el uso de CAS muestran las
potencialidades de su uso (Artigue y otros, 2003). Dejando de lado los problemas y
restricciones que generan los ambientes CAS y que son necesarios prever para una
integracion adecuada en el disefio de situaciones de aula. Algunos fenémenos didacticos,
pueden generar un contexto enriquecedor para el aprendizaje de la factorizacién de
polinomios, como en el caso del fenémeno de doble referencia ligado al proceso de
transposicion computacional, expuesto en las actividades elaboradas por Mounier y Aldon
(1996) en la factorizacion de expresiones de la forma x"- 1 y reportadas por Kieran (2005)
como un ejemplo que ratifica la necesidad de interpretar las respuestas dadas por un CAS
en ambientes de LP.

El desarrollo de las situaciones determin6 que las expresiones arrojadas por la calculadora
no coincidian con la expresion general de estos polinomios bajo las técnicas de
Lapiz/Papel. Esto hace que los estudiantes vean la necesidad de reconciliar los resultados
de Lapiz/Papel y CAS. Conllevando a conjeturar y probar una regla para factorizar. De esa
manera, el uso de CAS en las tareas generd la necesidad de entender ciertos aspectos
relacionados con la factorizacién, promoviéndose los conocimientos y habilidades
operativas y otros procesos como la argumentacion, la obtencidn de reglas de manipulacion
de expresiones algebraicas y la comunicacién. Lo novedoso de las situaciones es que hacen
uso de otras funcionalidades de las Calculadoras Simbolicas con relacion a las
manipulaciones algebraicas. En las investigaciones reportadas por Kieran (2003) las



actividades transformacionales como la factorizaciéon poco utilizan las TIC y solo en
algunos casos se presenta el uso de los aplicativos de graficaciéon de funciones; por lo que
las tareas’ de factorizacion con el uso de HOME de una calculadora TI-92 son una

alternativa diferente para el desarrollo de las actividades transformacionales y el uso de
CAS.

Kieran (2003) determina tres tipos de actividades en el algebra escolar, descritos en la
figura 3. Generalmente las investigaciones que hacen uso de las TIC tienden a privilegiar
sus aplicaciones graficas mas que las relacionadas con las manipulaciones de las
expresiones algebraicas, por lo que la propuesta de Mounier y Aldon (1996) evidencia una
manera diferente de integracién de los CAS que genera necesidades las habilidades
operativas de lapiz/papel.
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Figura 3. Actividades del algebra escolar

Es importante rescatar que las posibilidades de tratamiento y conversién de
representaciones es mucho mas rapida con el uso de Calculadoras Simbdlicas que con LP.
Lagrange (2000) menciona que con el uso de las TIC se generan unas nuevas técnicas, que
denomina como novedosas o instrumentales, que son inmediatas y de menos tiempo que las
técnicas habituales (en ambientes LP). Por lo cual es necesario aprovechar el sentido y los
alcances de estas actividades en el algebra escolar.

’ Enla TAD corresponde a lo que hay que hacer o resolver, como una situacién problema.



Por otra parte, al considerarse innecesario los conocimientos y habilidades operativas se
incurre en un peligro para usar CAS, porque el estudiante no esta en condiciones para
interpretar los resultados que este arroja. Por lo que las técnicas habituales de lapiz y papel
no desaparecen de la actividad de los estudiantes, porque pueden ser un soporte para una
reflexion tedrica sobre los objetos que manipulan. Esto crea las oportunidades para el
desarrollo de nuevas praxeologias® (Ibid., p.27).

LA CONCEPTUALIZACION Y LAS TECNICAS EN AMBIENTES CAS Y L/P

La accién experimental no es en ella misma suficiente para lograr progresos en la
estructuracién de los conocimientos es necesario estudiar el rol de las técnicas al
acompafiar las tareas- la articulacién fundamental para la ensefianza, entre la accidn y la
conceptualizacion. Es tradicional ocultar en la reflexion de la ensefianza de las matematicas
la importancia de las técnicas y su rol en la conceptualizacion (Lagrange, 2002, p. 153).

Al integrar las calculadoras y los CAS se requiere de un analisis mas fino y notable en una
reflexion para las técnicas que, no son simples habilidades, sino que estan ligadas a
diferentes representaciones de objetos matematicos y que juega en si un rol en la
conceptualizacion. Es de interés mirar en las herramientas novedosas los cambios en la
actividad matematica cotidiana de los alumnos, desde la utilizacién de las técnicas mas
inmediatas como “presionar botén” (Ibid. p. 155). Las técnicas del tipo “presionar botén”
tiende a imponerse por ser simples y eficaces. Sin embargo los estudiantes tienden a asociar
un concepto a su comando correspondiente. Este efecto negativo para la conceptualizacién
puede ser evitado si los estudiantes se reencuentran cotidianamente con situaciones que
utilizan otras técnicas de la calculadora asociadas a otras representaciones (Ibid., p. 156).

Para retardar la utilizacién de las técnicas “presionar boton”, mds no del tratamiento
simbdlico, se pueden cambiar las situaciones para que los estudiantes las puedan revestir de
conocimiento “enactivos”. Este tipo de relacién del conocimiento se sitia en un nivel del
conocimiento cotidiano o de construccion anterior, en donde el estudiante lo hace
funcionalmente “en acto” como un saber de analisis, que determina sus modos de expresion
y razonamiento (Ibid., p. 157 y 158).

En comparacion con las técnicas Lapiz/Papel (L/P) que comportan varios gestos de los
cuales cada uno necesita al menos en el periodo que precede la rutinizacién al menos de
una accién concerniente, las técnicas de una calculadora TI 92 efectlia en un solo comando
una reduccion completa de estas. Por lo que la conceptualizaciéon y la manera de cuales
estos podrian tomar no seran las mismas en los dos ambientes (p. 164). Sin embargo las
interacciones de las técnicas novedosas (en CAS) y las habituales (en L/P) muestran las
ricas potencialidades de las praxeologias que permite las herramientas informaticas. Las
funciones de las diferentes técnicas de ambos ambientes y de las situaciones bien
construidas pueden ayudar a la emergencia de las comprensiones novedosas (p. 170).

“ Las praxeologias en 1A TAD se les considera como toda obra humana que surge como respuesta a un
conjunto de cuestiones y como un medio para llevar a cabo, en el seno de cierta insfifucion, determinadas
tareas problemdticas (Gascon, 1998, p. 11).



Un CAS muestra que las habilidades manipulatorias, que son técnicas rutinizadas, tiene un
mayor lugar en un ambiente de Lapiz/Papel, por lo que se determina que las TIC permite
pasar a una enseflanza directamente conceptual. Por lo que se considera que hay una
restauracion del valor epistémico de las técnicas (p. 165). Generalmente las técnicas
parecen abordar un hecho pragmatico, como hacer para cumplir con una tarea mientras que
la funcién epistémica se desarrolla cuando los elementos que son manipulados se
constituyen en objetos de un ambiente teorico (p. 166).

En cuanto al trabajo del profesor las nuevas técnicas que devienen del uso de los CAS
hacen que profundice su ensefianza en funcién de las nuevas técnicas que dispone. Por otra
parte la emergencia de una nueva técnica provoca la necesidad de interpretarla, justificarla
y relacionarla con las técnicas ya existentes. En particular con la emergencia de una nueva
técnica surge la necesidad de analizar su alcance (el tipo de problemas a los que se puede
aplicar) y sus limitaciones (los subtipos de problemas que plantean dificultades a la
utilizacién de la técnica) (Chevallard y otros, 2000, p. 280). De lo anteriores reflexiones y
planteamientos surgen algunas preguntas: ;Coémo son las condiciones que permiten la
integracion de los CAS en las practicas de ensefianza de la factorizacién de polinomios?
¢Cuales son las tareas y las técnicas que se desarrollan en una ambiente LP y CAS?
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