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RESUMEN

En el marco del desarrollo de una investigacion de posgrado se plantea el estudio de la transicion de la razon
trigonométrica (contexto geométrico) a la funcién trigonométrica (contexto variacional). Reportamos la revisién
bibliografica realizada, para situar nuestro planteamiento de investigacién, que se realiza bajo la Teoria
Socioepistemoldgica, considerando elementos tedricos del razonamiento visoespacial y Pensamiento y Lenguaje
variacional. Se revisaron investigaciones que abordan los temas de Trigonometria desde el aprendizaje, y/o la didactica.
La metodologia que se utilizara para estudiar la transicién es la de Investigacion basada en el disefio (IBD), dado que el
siguiente paso en la investigacion es realizar una Trayectoria Hipotética de Aprendizaje, para desarrollar un disefio de
intervencion en el aula fundamentado en los antecedentes consultados en la revision bibliografica, que permita el
estudio del desarrollo del pensamiento trigopnométrico en la transicién de lo geométrico a lo variacional.
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In the framework of the development of a postgraduate research, the study of the transition of the trigonometric reason
(geometric context) to the trigonometric function (variational context) is considered. We report the bibliographic review
carried out, to situate our research approach, which is carried out under the Socio-Epistemological Theory, considering
theoretical elements of the visuospatial reasoning and Thought and Variational Language. We reviewed research that
addresses trigonometric topics from the learning aspect and / or didactics. The methodology that will be used to study
the transition is the Research based on the design (IBD), given that the next step in the research is to realize a
Hypothetical Trajectory of Learning, to develop an intervention design in the classroom based on the background
consulted in the bibliographical review, which allows the study of the development of trigonometric thinking in the
transition from the geometric to the variational.

Keywords: Transition, Trigonometry, Socioepistemology, High School.

1. INTRODUCCION

El estudio de la Trigonometria desde las razones a las funciones trigonomeétricas, transitando
por las identidades y leyes trigonométricas se ubica en el Nivel Medio Superior (NMS) del Sistema
Educativo Mexicano, en el que se atienden, regularmente, estudiantes entre 15 y 18 afios.
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Desde una perspectiva del desarrollo del pensamiento matematico asociado a estos
contenidos escolares, se puede identificar el reto de ir desde un pensamiento geometrico (para
trabajar con la razon trigonométrica, en el triangulo rectangulo) a un pensamiento variacional (para
trabajar con la funcion trigonométrica, en el circulo unitario), con la complejidad que implica cada
uno y la transicién de uno a otro. Sin embargo, las investigaciones de Montiel (Montiel y Jacome,
2014; Beltrdn y Montiel, 2016; Buendia y Montiel, 2011) han dado evidencia sobre la falta de
significados geométrico y variacional que provoca el discurso trigonométrico escolar, aun en los
estudiantes y profesores que dominan los conceptos de razon y funcidn trigonomeétricas; en tanto el
significado lo asocian a la actividad matematica y ésta favorece algoritmos aritméticos y dibujos de
referencia (en contraste con la construccion geométrica y el analisis de datos y relaciones). Con el
objetivo de devolver a la actividad trigonométrica sus componentes geométricos se iniciaron
investigaciones de redisefio del discurso matematico escolar con IBD (Investigacion Basada en el
Disefio) (Montiel y Jacome, 2014; Scholz, 2014) para estudiar el desarrollo del pensamiento
trigonométrico en un sentido amplio, es decir, mas alla del dominio de técnicas y algoritmos.

Sobre el pensamiento trigonométrico en un contexto geométrico, se llevo a cabo una IBD en
Scholz (2014) que nos permitio identificar, en un proceso de resignificacion de la razon
trigonométrica, las herramientas, los razonamientos y el lenguaje que emergen en el contexto
geométrico; ahora serviran de base para centrar la atencién en la transicion a lo variacional.

Presentamos, en este documento, una sintesis de la revision bibliografica que nos permita
situar nuestro proyecto de investigacion y dirigir su aportacion en la Matematica Educativa, desde
la Teoria Socioepistemoldgica que atiende al estudio del desarrollo del pensamiento matematico, asi
como la fundamentacion que dara sustento a la propuesta de la Trayectoria Hipotética de
Aprendizaje.

2. REVISION BIBLIOGRAFICA

Hemos localizado diversos estudios que detectan y reportan las dificultades que presentan
estudiantes y profesores respecto a los temas de Trigonometria que se estudian en el NMS. Los
estudios se enfocan en alguno de los dos grandes temas: razones trigonométricas o funciones
trigonométricas, y algunas investigaciones (Altman y Kidron, 2016) que estudian la transicion y
aportan elementos al planteamiento de nuestro problema de investigacion.

Organizamos la revision en dos grandes bloques, asociados a uno de los temas (razén o
funcidn), y en cada uno se desarrolla la revision en orden cronoldgico, haciendo notar una cierta
evolucion de la disciplina y sus objetos de estudio: énfasis en la cognicion (dificultades de
aprendizaje y comprension alcanzada), énfasis en la didactica (estrategias de ensefianza), énfasis en
el razonamiento y pensamiento matematico.
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3. INVESTIGACIONES RELATIVAS A LA RAZON TRIGONOMETRICA.
DIFICULTADES Y COMPRENSION

Encontramos en Blackett y Tall (1991) un estudio donde se reconocen las dificultades que
encuentra el estudiante al conceptualizar las relaciones y propiedades en el tridngulo rectangulo
cuando éste cambia de tamafio en dos formas diferentes: cuando un angulo agudo en el triangulo se
incrementa y se mantiene fija la hipotenusa, y cuando los &ngulos se mantienen constantes, pero se
amplia la hipotenusa en un factor dado. En este estudio se destaca el rol de la visualizacion y
manipulacion a través de una herramienta de geometria dinamica.

De Kee, Mura y Dionne (1996) estudian los niveles de comprension que han alcanzado los
estudiantes, posterior a la instruccion mediante dos métodos: tridngulo rectdngulo y circulo
trigonométrico. Comparando el desempefio de los estudiantes en ambos contextos era mejor en el
del triangulo rectangulo. Observaron poca comprension de la funcion circular y su papel en la
definicion de las funciones trigonométricas. Dentro de sus resultados, reportaron algunas formas en
las que los estudiantes usan y caracterizan las herramientas trigonométricas, por ejemplo: no hacen
distincion clara entre razén y funcion; la razén trigonométrica la consideran como un procedimiento
que consiste en dividir una entre otra las longitudes de dos lados del triangulo rectangulo, que
incluso algunos lo aplican a triangulos que no son rectangulos o angulos que no son agudos; para
algunos estudiantes el lado méas largo de cualquier triangulo es la hipotenusa; en el circulo
trigonométrico, aplican el seno y el coseno a sus coordenadas y no establecen relacion con el
angulo central; describen las graficas de las funciones seno y coseno como curvas o de aspecto
ondulado.

También en un estudio sobre la comprension Araya Chacon, Monge Sanchez y Morales
Quirds (2007), ubican a su poblacion en niveles bajo o basico y reportan dificultades en la
interpretacion de los enunciados cuando se le plantea un problema escrito para hacer su dibujo y
colocar los datos de la situacion presentada, en el empleo erréneo de ciertas formulas y en el uso de
algunos procedimientos algebraicos (despeje de la incOgnita cuando esta se encuentra en el
denominador de uno de los miembros de la ecuacion), ciertos conceptos geometricos como la
semejanzay las relaciones entre los lados del triangulo rectangulo.

3.1 Estrategias de ensefianza

El estudio de Kendal y Stacey (1998), compara los métodos de ensefianza del triangulo
rectangulo y circulo unitario para ver cual promueve una mejor comprension de los conceptos
subyacentes y dominio de las habilidades. Sus resultados se basaron en: la capacidad para formular
y trasponer la ecuacion, mejoras en la actitud y mejora en la resolucién de ecuaciones algebraicas.
Los autores concluyen que el método del tridngulo rectangulo es mejor para iniciar el estudio de la
Trigonometria, aunque reflexionan que la definicion de razones trigonométricas en el circulo
unitario tiene ciertas ventajas, por ejemplo, es ideal para la extension més all& del primer cuadrante.
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En un analisis del proceso de construccion del conocimiento en el proceso de transicion del
triangulo trigonométrico al circulo trigonométrico, realizado por Altman y Kidron (2016), usaron el
modelo de la abstraccion en contexto (model of abstraction in context AIC) para analizar las
diferentes fases de construccién del conocimiento acerca de las razones trigonométricas y su
significado geométrico en el circulo unitario. EI AIC permite al investigador describir y analizar a
nivel micro-analitico el proceso de abstraccion matematica como ocurre en su aprendizaje
matematico, historico, social y contextual.

En su investigacion los autores reportan como un estudiante construye conocimiento. La
experiencia de aprendizaje consta de dos partes; la primera son tareas encaminadas a la nocion de
triangulo rectangulo y las definiciones de las razones trigonomeétricas en el contexto del triangulo.
Las siguientes tareas promueven en el estudiante iniciar el proceso de construccion del modelo
geomeétrico del circulo unitario por medio de los tridngulos que dibujé en las primeras tareas.
Aunque las acciones que constituyen esta experiencia de aprendizaje no involucran construcciones
geométricas realizadas con instrumentos de construccion geométrica, como son la regla y el
compas, si promueve la vinculacion del circulo con el triangulo en un contexto geométrico.

La experiencia muestra dos grupos distintos de acciones que se construyen y que segun
concluyen los autores, son caracteristicos del dominio de la Trigonometria: identificar la relacion
entre los lados y angulos del triangulo rectangulo e identificar que en el circulo unitario el eje x
representa el coseno del angulo y el eje y, al seno del angulo. En su propuesta plantean la transicion
gradual de una situacién especifica a un modelo general; el estudiante logra cambiar su referente
inicial que es un objeto en el mundo real ‘el reloj” a mostrar un razonamiento geométrico
identificando el circulo, sus elementos y sus propiedades para dar respuesta a las actividades.

Una propuesta que utiliza el circulo para trabajar las identidades trigonométricas es la de
Gutmann (2003). Su interés proviene de observar que en los libros de texto sélo se enuncian las
identidades y estan desvinculadas de los segmentos dentro del circulo unitario, menciona que los
diagramas que se usan para explicar cos(f — @) no muestran el segmento del circulo que se va a
calcular. El autor manifiesta que prefiere introducir seno y coseno en el circulo unitario, asi la
hipotenusa se percibe desde un inicio como el radio y las longitudes del triangulo rectangulo
coinciden con el seno y coseno del angulo.

3.2 Razonamiento y pensamiento matematico

La investigacion reportada por Montiel y Jacome (2014) pone en evidencia que el dominio
de la razén trigonomeétrica no implica un pensamiento trigonométrico, cuando se resuelve una tarea
tradicional de célculo de distancias inaccesibles. Los autores llevan a cabo un analisis del discurso
matematico escolar, relativo a la razon trigonométrica, en los libros de texto; para documentar el
fendmeno de aritmetizacion trigonométrica, y explicar el significado lineal que muestran los
profesores sobre la relacion angulo - longitud de lado, y donde ubican lo trigonométrico del estudio
del triangulo. En este estudio, los autores encuentran que:
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...para el discurso trigonométrico escolar la semejanza resulta ser una condicion
inicial sobre la que se sitla el tema y en consecuencia todo lo que sigue a ella la
cumple, no hay necesidad de corroborarla. Es decir, la construccién geométrica es
innecesaria y se concentra la actividad matematica en la operacion aritmética para la
obtencion del valor faltante, lo que aunado a la falta de atencién y/o reconocimiento de
lo que es trigonométrico en la relacion angulo-lado del tridngulo es lo que
identificamos como el fendmeno de la aritmetizacion trigonométrica (p. 1213).

Dado esto, los autores reconocen que carece de sentido decir que “el profesor no domina los
conceptos o tiene concepciones erréneas, sino que hay significados de lo trigonométrico que
subyacen a su quehacer: significado lineal, significado como division de longitudes, significado
como técnica para obtener un valor; porque subyacen también a la Trigonometria escolar y en
consecuencia a todo aquello que la transmite con intencionalidad didactica” (p. 1214).

En un contexto historico, Bressoud (2010) reporta una revision del desarrollo de la
Trigonometria, los trabajos de Hiparco, Euclides y Ptolomeo que son la base del argumento que
expone el autor, para sugerir que se inicie el estudio de la Trigonometria desde el contexto del
circulo.

El autor resalta que en la época de los griegos se buscaba conocer las distancias inaccesibles,
por ejemplo, la distancia del Sol a la Tierra, de la Tierra a la Luna, o de la Tierra al centro del
universo. Los modelos geométricos que utilizaron para conocer estas distancias se basan en el
circulo, donde relacionaban el &ngulo central con la cuerda que lo subyace.

Bressoud menciona que la Trigonometria surgié para entender y explicar fendmenos
astrondémicos, asi como para apoyar la navegacion; explica como se desarrollaron las medidas de
los angulos en la circunferencia y el surgimiento del triangulo rectangulo para determinar
longitudes, usando la proyeccion de la sombra de un objeto y el angulo del Sol. El autor destaca que
la Trigonometria tuvo su origen con la observacion del cielo, en la Grecia antigua, y nace a partir de
construcciones geometricas, de ahi el surgimiento del circulo trigonométrico.

3.3 Investigaciones relativas a la funcién trigonométrica, dificultades, razonamientos y
estrategias para su comprension

Weber (2005) desarrolla un estudio acerca de la comprension de los estudiantes de las
funciones trigonomeétricas, usando el concepto tedrico de procepto que es la conjuncion de proceso
y concepto, la instruccion experimental se baso en la trayectoria de aprendizaje “procedimiento,
proceso y procepto”; abarcando los siguientes cinco conceptos y procedimientos:

« calcular seno y coseno utilizando el modelo de circulo unitario;
« calcular tangentes utilizando un grafico cartesiano;
« calcular senos, cosenos y tangentes empleando triangulos rectangulos;

« calcular senos, cosenos y tangentes utilizando angulos de referencia (basados en el circulo
unitario);
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* representacion grafica de las funciones seno, coseno y tangente.

Los estudiantes construyeron una figura geométrica (circulo unitario y los ejes x e y) en
hojas milimétricas usando transportador y regla, se les pidié que midieran las partes de la figura que
construyeron. Repetian el proceso varias veces y por Gltimo se les hicieron preguntas que los
obligaban a razonar sobre el resultado del procedimiento sin ejecutarlo. Por ejemplo, al aprender el
procedimiento para calcular el seno mediante el circulo unitario, se hizo a los estudiantes la
pregunta: "Sin pasar por los calculos, ¢cual nimero es mas grande seno 23° o seno 37°?", "¢ El seno
de 145° es positivo y por qué?"; el objetivo de estas actividades era que los estudiantes
comprendieran que el procedimiento se puede razonar sin aplicar rigurosamente cada uno de sus
pasos.

Tras la implementacion de un disefio didactico no tradicional que incorpora algunas tareas
de construccion geométrica, medicion e identificacion de relaciones, los estudiantes participantes
logran establecer propiedades y justificarlas para trabajar con la funcion trigonométrica lo que el
autor reconoce como comprension, a nivel procepto, de la funcién. Weber concluye que brindar a
los estudiantes la oportunidad de aplicar y reflexionar los procesos geométricos utilizados en la
evaluacion de las operaciones trigonométricas, permite que entiendan estas operaciones mejor, a su
enseflanza como meras razones que pueden aplicarse a triangulos rectangulos dados.

Un modelo de comprension trigonométrica integrado por tres contextos trigonométricos: la
trigonometria triangular, la trigonometria circular y los graficos de funciones trigonométricas; y
basado en un analisis conceptual de las ideas matematicas y entre los tres contextos de
trigonometria; sirve a Demir (2013) como base para el disefio de un nuevo enfoque de instruccion
de las funciones seno y coseno. La estrategia del nuevo enfoque es evitar una introduccion
temprana de los radianes como unidad de medida para el angulo, a través del circulo unitario, y en
su lugar utilizar el concepto de arco y longitud de arco para introducir el seno y el coseno como
funciones reales.

El disefio propuesto aprovecha las habilidades dinamicas de los applets para promover
discusiones que se centran en la cuantificacion y covariacion de cantidades. Los estudiantes
tuvieron la oportunidad de reflexionar sobre sus conjeturas en relacion con los valores y el
movimiento de los applets. Esta reflexion, supone el autor, podria dar lugar a que los estudiantes
modifiquen su imagen de cantidades covariantes, medida de angulos y su concepcion de funciones
trigonomeétricas.

Por otra parte, Moore y LaForest (2014) reportan una introducciéon de la funcion seno
asociada a la medida del angulo que, implica el razonamiento cuantitativo. Por lo que asigna a los
estudiantes tareas que involucran medir longitudes de arco y las distancias verticales en un circulo,
utilizando el radio como unidad de medida para después representarlas en una grafica y de esta
manera construir la funcién seno. Con medidas angulares conectadas a longitudes de arcos medidos
en radios, los estudiantes pueden relacionar la entrada de funciones trigonométricas a la medida de
angulos en radianes. Construyendo el circulo unitario a partir de mediciones en radios, los
estudiantes pueden comenzar a entender las funciones trigonométricas como relaciones
covariacionales aplicables a todos los circulos.
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Con una idea parecida, Moore (2014) propone integrar el razonamiento cuantitativo y
covariacional para apoyar el desarrollo de significados en los contextos del circulo y triangulo,
estudia como los significados de medida de angulos, incluyendo el radio como unidad de medida
desde el razonamiento cuantitativo, influyen en la construccion y significado de la funcion seno. El
autor caracteriza las acciones mentales del razonamiento covariacional en términos de la funcion
seno.

Por su parte y con base en el marco historico en torno al trabajo de Euler con la funcion
trigonométrica, Buendia y Montiel (2011) proponen una epistemologia de practicas para la funcion
trigonométrica que se basa en dotarla de significado a partir de: un analisis variacional del
movimiento oscilatorio, identificar una unidad minima de andlisis para caracterizar el
comportamiento periodico, reconocer la caracteristica acotada del comportamiento (para el caso del
seno y el coseno) en relacion a las condiciones de la situacion donde emerge la relacion
trigonométrica, y hacer uso de una unidad de medida congruente, en téerminos situacionales. Esta
epistemologia se utilizé en otra investigacion para fundamentar y analizar una experiencia con
estudiantes del nivel medio superior, donde se reportd lograr la modelacién del movimiento de un
péndulo a partir de la significacion grafica y experimental de los elementos expuestos (Beltran y
Montiel, 2016).

4. PLANTEAMIENTO DE INVESTIGACION

La ensefianza de la Trigonometria en el NMS en México, por tradicion escolar, aborda la
razon y funcion trigonométrica desde el contexto del tridngulo rectangulo y del circulo
trigonométrico, respectivamente. Se ha evidenciado en la revision bibliografica la complejidad tanto
del dominio como de la comprensién de las nociones trigonométricas en cada uno; en respuesta ha
habido propuestas para trabajar en cada uno de los contextos o integrarlos. Las dificultades
reportadas cambian el enfoque del dominio de técnicas y algoritmos a la construccion de
significados; y en esa direccidn reconocen lo que es propio del pensamiento matematico relativo a
cada herramienta.

En este sentido, el NMS es donde se presenta la transicion de lo geométrico (razon
trigonométrica) a lo variacional (funcidn trigonomeétrica), por lo que resulta ser el escenario idéneo
para estudiar la transicion de uno a otro. En este nivel se asume que la razon trigonométrica ya esta
aprendida, sin embargo, la investigacion ha dado evidencia de que esto no es asi (Montiel y Jacome,
2014; Scholz 2014), pues han dado cuenta de como a pesar de utilizar apropiadamente las formulas
y los procedimientos, no se han construido aun los significados asociados a ellos.

A proposito de esta carencia de significados, nos proponemos provocar la construccion de
éstos, mediante una intervencion en el aula, a través de plantear situaciones que permitan al
estudiante construir conocimiento, y esto nos permita estudiar el desarrollo del pensamiento
matematico al transitar desde el contexto geométrico hasta el variacional, a partir de lo que el
estudiante hace, produce y dice.
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Nuestro estudio se ubica, entonces, en el transito de la razén y funcién trigonométrica, para
estudiar el desarrollo del pensamiento matematico que se da al transitar de un momento de
construccién de significados a otro. Buscamos responder la pregunta: ;qué condiciones
instruccionales, didacticas y de socializacion en el aula, hacen emerger las herramientas, los
razonamientos y el lenguaje trigonomeétrico, en la transicion de la razon a la funcion?

El objetivo del estudio es caracterizar el desarrollo del pensamiento trigonométrico, en su
transicion de lo geométrico a lo variacional, a través de un disefio instruccional fundamentado
tedricamente en una perspectiva que atienda al desarrollo del pensamiento matematico.

5. FUNDAMENTACION

La investigacion se enmarca en la Teoria Socioepistemoldgica, que busca en sus
investigaciones explicar la construccion, produccion, apropiacion y difusion del saber matematico,
concebido como el conocimiento puesto en uso.

La Socioepistemologia declara como su objeto de estudio la construccion social y la
difusion institucional del conocimiento matematico, considerando la diversidad de instituciones
(formales, no formales e informales) donde se construye conocimiento. De ahi que reconozca a los
saberes culto, técnico y popular como constitutivos de la sabiduria humana (Cantoral, 2013).

La Socioepistemologia propone la descentracion del objeto, esto implica cambiar el objeto
de estudio de la investigacion: del aprendizaje (dominio, comprension, entendimiento, ...) del
objeto matematico, a las practicas donde dicho objeto emerge. El objeto matematico se construye a
partir de que emergen significados dada la interaccion del individuo con la actividad, su contexto y
su entorno (Reyes-Gasperini, 2015). Es decir, se asume que los objetos matematicos son creados a
partir de practicas normadas y ello implica que sus estructuraciones no son siempre iguales (entre
practicas), ni las mismas (en el tiempo); por lo anterior se concibe al saber como conocimiento
puesto en uso (Cantoral, 2013), y que dedicamos en el siguiente subtitulo.

5.1 Conocimiento puesto en uso

El cambio de centracion “de los objetos a las practicas” se logra atendiendo al conocimiento
puesto en uso, sea cual sea el tipo de investigacion que se lleve a cabo, pues se reconoce que la
matematica se significa mediante su uso, sea este explicito o implicito.

Los usos se caracterizan como “las formas en que es empleada o adoptada determinada
nocion en un contexto especifico” (Cabafias, 2011, p. 98). Por ejemplo, los trabajos de investigacion
de Buendia (2006; 2012), y Cordero y Flores (2007) han evidenciado y documentado diversidad de
usos de las graficas en la construccion de conocimiento matematico. Cabe sefialar que dichos usos
son relativos a la situacion-problema y el contexto donde se plantean y abordan, asi como a las
personas (sujetos sociales) involucradas.

Con esta premisa, sobre el conocimiento puesto en uso, la Socioepistemologia basa sus
explicaciones tedricas en cuatro principios: principio de la Racionalidad Contextualizada (pRC),
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principio del Relativismo Episteolégico (pRE), principio de la Significacion Progresiva (pSP) o
Resignificacion y principio de la Normativa de la Practica Social (pNPS). Estos cuatro principios
caracterizan y fundamentan a la Socioepistemologia formando una red que articula sus fundamentos
tedricos y sustentan que el conocimiento es construido en la actividad humana desarrollando asi, un
pensamiento matematico.

5.2 Desarrollo del Pensamiento Trigonometrico

El pensamiento matemético se entiende como todas las formas posibles de construir ideas
matematicas, incluyendo procesos avanzados del pensamiento como la abstraccion, justificacion,
visualizacion, estimacién y razonamiento bajo hipotesis (Cantoral, 2000). En tanto centramos
nuestro estudio en las practicas asociadas a estas formas de construir ideas, pondremos atencion en
las explicaciones y producciones (lo que dice y lo que hace), los procedimientos (como lo hace) y
las argumentaciones (por qué lo hace) de los estudiantes para que, guiados por el modelo de
anidacion de practicas, caractericemos la evolucion de las acciones a su organizacion en practicas
socialmente compartidas y el desarrollo de su pensamiento matematico.

5.3 Consideraciones tedricas para el contexto geometrico

Desde el estudio historico-epistemoldgico que realiz6 Montiel (2011) se reconocid que la
razon trigonométrica, en la matematica escolar, se ha desprovisto de su naturaleza geométrica. A
partir de ello, Montiel y Jacome (2014) estudian la relacion del significado lineal, asociado a la
relacion trigonométrica, con el discurso Matematico Escolar (dME), asociado a la razén
trigonométrica. En este estudio, los autores encuentran que:

...para el discurso trigonométrico escolar la semejanza resulta ser una
condicion inicial sobre la que se sitGa el tema y en consecuencia todo lo que sigue a
ella la cumple, no hay necesidad de corroborarla. Es decir, la construccién geométrica
es innecesaria y se concentra la actividad matematica en la operacion aritmética para la
obtencion del valor faltante, lo que aunado a la falta de atencion y/o reconocimiento de
lo que es trigonométrico en la relacion angulo-lado del triangulo es lo que
identificamos como el fendmeno de la aritmetizacion trigonométrica. (p. 1213)

Dado esto, los autores reconocen que carece de sentido decir que “el profesor no domina los
conceptos o tiene concepciones erroneas, sino que hay significados de lo trigonométrico que
subyacen a su quehacer: significado lineal, significado como division de longitudes, significado
como técnica para obtener un valor; porque subyacen también a la Trigonometria escolar y en
consecuencia a todo aquello que la transmite con intencionalidad didactica” (p. 1214).

Con los trabajos de Torres-Corrales (2014) y Scholz (2014) se iniciaron los estudios de
experimentos de ensefianza, orientados al redisefio del dME, buscando integrar la geometria con la
trigonometria. Ambos retomaron la situacion y los resultados de Vohns (2006) como punto de
partida, en tanto daba la oportunidad de estudiar la relacion entre un angulo central y la cuerda que
subtiende en el circulo:

Innovacion e Investigacion en Matematica Educativa (2018) Vol. 3, nim.1 10

Red de Centros de Investigacion en Matematica Educativa AC



TRANSICION DEL CONTEXTO GEOMETRICO AL VARIACIONAL, EL CASO DE LA TRIGONOMETRIA

ScHoLzY MONTIEL

“Chris y Angela estan recostados en la playa. Chris esta a 30 metros de la heladeria y
Angela a 40 metros de distancia. ¢Cuél es la distancia entre Angela y Chris?. Comenta
las diferentes posiciones (en equipos de 3 a 4 estudiantes) ¢Qué posiciones permiten
una solucion de calculo sencillo?” (pag. 498).

Vohns (2006) identifica en su analisis tres ideas centrales que subyacen a la actividad
trigonométrica: la estructura geométrica, la medicion y el razonamiento funcional. A partir de éstas
propone las aproximaciones e ideas basicas inherentes a la actividad, que son: el punto de vista
geométrico, el punto de vista aritmético/algebraico, la aproximacién empirica — numérica y la
aproximacion trigonométrica; con base en éstas clasifica y analiza los diferentes enfoques
adoptados por estudiantes (futuros profesores) al resolver un problema geométrico. Los resultados
de su analisis los utiliza para enmarcar un enfoque genético para la ley de los cosenos y categorizar
los enfoques geométrico, empirico-numeérico, aritmético/algebraico y trigonométrico en base a las
ideas bésicas subyacentes.

Cuando los estudiantes realizan construcciones geomeétricas para representar y resolver un
problema se identifica un pensamiento geométrico y la idea bdasica que subyace es la de
estructuracion geomeétrica, si utiliza construcciones geometricas como triangulos y circulos para
estructurar y modelar la situacion descrita en la situacion problema. Para la situacion problema
realizaron un esquema de circulos que representan la distancia méxima y minima entre Chris y
Angela que seria de 70 y 10 metros respectivamente, mientras que si se modela la situacion usando
triangulos isdsceles las distancias entre ellos serian de 30 o0 40 metros.

En cambio si los estudiantes recurren al Teorema de Pitagoras identificando que la distancia
la puede calcular al emplear el angulo recto o si calcula la distancia maxima usando el angulo Ilano,
en este caso la idea subyacente es la idea de medicion: las leyes y teoremas geomeétricos pueden ser
leidos como férmulas para calcular partes especificas de una figura geométrica. VVohns identifica
como punto de vista aritmético/algebraico cuando el sujeto calcula aritméticamente con una suma o
una resta la distancia maxima o minima o emplea el Teorema de Pitagoras para calcular la distancia
solicitada.

Si el sujeto utiliza un programa de geometria dinamica para resolver el problema, la
solucion es de tipo empirico-numerico, ya que el programa utiliza una aproximacién numérica para
calcular la distancia, lo que permite una solucion inmediata para cada manipulacion de la posicion
de los objetos. Para este tipo de razonamiento se debe realizar una construccion geometrica, aun en
un programa de geometria dindmica por lo que pone en funcionamiento también un pensamiento
geométrico, a menos que manipule una construccion ya dada, lo que representaria una
aproximacion puramente empirica numerica (Vohns, 2006).

Finalmente, una solucion exacta para todos los casos posibles sélo se puede lograr por
medio del uso de Trigonometria, en el caso de la investigacion de Vohns (2006), usando la ley de
los cosenos.

Las aproximaciones e ideas basicas inherentes en el aprendizaje de la Trigonometria no se
dan de forma aislada, ni de forma seriada sino de manera interconectada para lograr el aprendizaje
de lo trigonométrico a partir de construcciones geométricas. La relevancia del trabajo de Vohns
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(2006) consiste en dar evidencia de que a partir de un problema se pueden desarrollar o hacer
transitar al estudiante por diversos enfoques como el aritmético, geométrico, algebraico y empirico
hasta llegar al conocimiento trigonométrico porque las herramientas aritmética, geométrica y
algebraica no son suficientes para resolver completamente el problema, sino sélo algunos casos.

En nuestra investigacion antecedente (Scholz, 2014) se hizo una modificacion del problema,
para introducir las razones trigonométricas, al trabajar en el contexto geométrico del circulo. Se dio
evidencia de que se logra:

¢ Resignificar lo trigonométrico y la nocion escolar de razon trigonométrica, al no presentarla
solo como una division de longitudes del tridngulo rectdngulo sino como una herramienta
para cuantificar la relacién que guarda la longitud de cuerda con el angulo central que la
subtiende, teniendo como datos la medida del angulo y del radio del circulo.

e Romper con la tradicion escolar de iniciar el estudio de lo trigonométrico desde el contexto
del triangulo rectangulo y en su lugar comenzar con una situacion problema de calculo de
distancias que se modela en el proceso de diversas construcciones geomeétricas.

e Asociar la distancia que se va a calcular con el angulo central y observar la relacion que
existe entre ellos. Reconocer que el crecimiento constante del angulo no produce un
crecimiento constante en la longitud de la cuerda.

e Al trabajar en el circulo, los estudiantes obtienen una herramienta para calcular distancias de
cuerdas que subtiendan angulos mayores a 90°.

Esta investigacion mostro que se puede establecer una secuencia de actividades para que los
estudiantes logren vincular lo trigonométrico con lo geométrico favoreciendo tanto el desarrollo de
su lenguaje geométrico como la comprension de lo trigonométrico y promover que la razon
trigonométrica no es solo la division de las longitudes de un tridngulo, dotando de sentido al estudio
de la Trigonometria al devolverle la parte de la construccién geométrica.

Tanto en los resultados de Scholz (2014), con estudiantes del nivel medio superior, como de
Torres-Corrales (2014), con estudiantes de ingenieria, se logré provocar la resignificacion de las
nociones trigonométricas en juego. Sin embargo, se detectaron dificultades en la interaccion con
nociones geométricas que, segun la trayectoria escolar del estudiante, habian sido atendidas
previamente.

5.4 Consideraciones tedricas para el contexto variacional

El contexto variacional se refiere al desarrollo del pensamiento analitico-funcional. Dentro
de la Socioepistemologia se ha estudiado el pensamiento y lenguaje variacional (PyLVar) que
“estudia fenOmenos de ensefianza, aprendizaje y comunicacion de saberes matematicos propios de
la variacion” (Cantoral, 2004, p.8).

El estudio de los fendbmenos variacionales, desde la linea de investigacion del PyLVar
identifica aquello que cambia, cuantifica el cambio y analiza la forma de los cambios. Caballero y
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Cantoral (2013) caracterizan el PyLVar, concluyendo con un modelo de interaccion de los
elementos del PyL Var:

En las Estrategias Variacionales, podemos encontrar cuatro estrategias que son las Ilamadas
estructuras variacionales especificas:

Comparacion: Se refiere a la accion de establecer diferencias entre estados.
Seriacion: Analiza estados sucesivos y se establecen relaciones entre ellos.

Estimacion: A partir de estados previos, se proponen nuevos estados 0 comportamientos a
corto plazo.

Prediccion: Anticipar un comportamiento, estado o valor, después del analisis de estados
previos.

Los Argumentos Variacionales: son argumentos utilizados por las personas cuando hacen
uso de “maniobras, ideas, técnicas, o explicaciones que de alguna manera reflejan y
expresan el reconocimiento cuantitativo y cualitativo del cambio en el sistema u objeto que
se esta estudiando” (Cantoral, 2000, pp. 54). Son cuando se da una explicacion de un
fendmeno de variacion, identificando los elementos que varian y cdmo varian.

Los Cddigos Variacionales: son la expresion oral o escrita del cambio y la variacion, que
pueden ser frases, dibujos, esquemas, tablas o gestos, que muestran el analisis variacional
realizado y en su conjunto establecen los argumentos variacionales.

La Situacion Variacional: Se refiere al conjunto de situaciones que involucran estrategias
variacionales, donde se realiza el andlisis entre diversos estados del cambio. “No basta saber
que algo esta cambiando, es necesario conocer el crecimiento relativo del fenédmeno en
cuestion, analizando cuanto y como cambian sus variables” Caballero y Cantoral (2013,
p.1199).

Las Tareas Variacionales: Son las intervenciones y actuaciones dentro de una Situacion
variacional. “Se caracterizan por el empleo de una o0 més Estrategias variacionales dentro de
un mismo contexto de analisis, que puede ser numeérico, grafico o analitico” (Caballero y
Cantoral, 2013, p.1201). Ejemplos de tareas variacionales son: tabulacion como variacion
numérica, construccion de graficas con la variacion como punto de referencia, analisis
gréfico con la variacion como punto de referencia.

Dentro de la TSME también se ha estudiado la construccién social del conocimiento

trigonométrico en la parte referente a la funcion trigonometrica. En la investigacion de Montiel
(2011) se proponen algunos principios basicos de esta construccién y destaca el contexto, lenguaje,
racionalidad, herramienta y variables a considerar en la construccion de la funcionalidad
trigonométrica.

En un estudio realizado por Montiel y Buendia (2013) se identifican y describen los

elementos que conforman la funcionalidad de lo trigonométrico: lo variacional, lo periddico, lo
acotado y la unidad de medida.

Innovacion e Investigacion en Matematica Educativa (2018) Vol. 3, nim.1 13

Red de Centros de Investigacion en Matematica Educativa AC



TRANSICION DEL CONTEXTO GEOMETRICO AL VARIACIONAL, EL CASO DE LA TRIGONOMETRIA

ScHoLzY MONTIEL

Para reconocer la naturaleza de las funciones trigonomeétricas de inicio se requiere de un
contexto dinamico para estudiar el movimiento y el cambio; lo variacional se refiere a distinguir el
comportamiento de la funcion trigonométrica de los comportamientos de otras funciones, a partir de
analizar sus variaciones y reconocer como cambia y como cambian sus cambios. Lo periddico
sefiala que a partir de la prediccion se debe identificar qué se repite y como se repite, para que con
esa informacién se logre continuar el comportamiento de la funcién. Lo acotado, se presenta al
analizar el tipo de movimiento en un contexto dindmico; este movimiento debe estar ligado a
condiciones iniciales particulares que origine el uso de lo acotado. La unidad de medida, mediante
el contexto, se debe reconocer y hacer uso de ella adecuadamente y distinguirla en la representacion
de los datos.

Basadas en los elementos de la funcionalidad trigonométrica que enuncian Montiel y
Buendia (2013), Beltran y Montiel (2016) realizan un experimento de ensefianza, en busca de que
los estudiantes construyan los significados propios de las funciones trigonomeétricas en un contexto
de modelacion del movimiento de un pendulo. Con esta experiencia logran que los estudiantes:
observen, midan, recolecten datos, identifiquen variables, realicen lectura de gréficas y usen
diversas representaciones matematicas al modelar la situacion planteada; la investigacion consigue
que los estudiantes construyan lo que le da uso y sentido a la funcion trigonomeétrica.

6. METODOLOGIA

La metodologia propuesta para esta investigacion es la Metodologia de Investigacion
Basada en el Disefio (IBD), dado que se pretende realizar un disefio de intervencion didactica, de
donde se obtendran los datos para el estudio.

La Metodologia de IBD surge como una propuesta de investigadores que en el campo
educativo estan interesados en generar conocimiento que ayude a la mejora de practicas instructivas
en diferentes niveles, contextos y areas disciplinarias. Son estudios en los que un equipo de
investigacion (investigadores y docentes) intervienen en un contexto de aprendizaje particular,
mediante un disefio instruccional, con un proposito definido. El término disefio se refiere
especificamente al disefio instruccional que se elabora fundamentado en investigaciones
antecedentes, se implementa y se somete a una reiterada observacion por parte del equipo de
investigacion, estos disefios se desarrollan para introducir nuevos temas, nuevas herramientas para
el aprendizaje o nuevos modos de organizar el contexto de aprendizaje (Confrey, 2006).

La IBD no es solo la elaboracion, implementacion y prueba de un disefio o intervencion
particular, sino que al estar basados en teorias son también objeto de investigacion; la IBD también
tiene como proposito contribuir a la teoria, generando teorias locales. Dado que la IBD es un disefio
fundamentado en teorias, su estudio nos permite entender las relaciones entre la teoria, el disefio y
la practica. Los disefios dan informacion de como piensan, actdan y construyen conocimiento los
sujetos. (Steffe, Thompson y von Glasersfeld, 2000).
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Los estudios realizados con la IBD pretenden conectar las intervenciones didacticas con la
teoria existente; los disefios propuestos deben estar sdlidamente fundados tanto en el conocimiento
del campo disciplinario en el que se lleva a cabo la intervencién, como en el conocimiento de una
teoria del aprendizaje que dé cuenta de los procesos de aprendizaje. Ademas, es recomendable que
los investigadores conozcan el contexto del aula en el que van a intervenir, para considerar al
planear el disefio: las caracteristicas de las interacciones, las normas sociales, los conceptos que se
manejan, los obstaculos en el desarrollo de las tareas, y los aspectos que se consideren necesarios
tanto para planear el disefio como para adaptar el desarrollo en su implementacion. (Steffe et al,
2000).

El enfoque de la IBD es estudiar los problemas de aprendizaje en sus contextos naturales
con el proposito de realizar cambios que guien a mejores aprendizajes. Esto genera el desafio de
estudiar los problemas de aprendizaje en el contexto de la clase con el propoésito de incidir en ellos,
lo que situa la investigacion en un marco sociocultural (Confrey,2006).

Dado que la IBD es de caracter intervencionista, los estudios de disefio deben considerar el
tipo de variables que se estudiara y los resultados que se pueden esperar de una investigacion de
disefio. Quienes investigan utilizando IBD enfrentan el desafio de modificar muchos aspectos de la
clase. Si bien es cierto que en las clases hay muchas variables que no pueden ser controladas lo
importante es identificar todas las variables o situaciones que afectan a la implementacion del
disefio, por lo anterior es importante conocer tanto la disciplina en torno de la cual se elabora el
disefio como la naturaleza de los procesos de aprendizaje que se espera favorecer. Cobb, Confrey,
Lehrer y Schauble, (2003) hablan de una ecologia del aprendizaje, para referir el hecho de que los
contextos de aprendizaje se conceptualizan como sistemas en interaccion.

Tomando en cuenta la gran cantidad de variables que intervienen en la IBD la recoleccion y
analisis de los datos deben incluir video y audio grabaciones, registros escritos del desarrollo de la
clase, de las reuniones del equipo de investigacion, los trabajos escritos de los estudiantes, las
evaluaciones formativas y sumativas implementadas durante la intervencion (Cobb, 2000).

Los productos que se pueden obtener de las investigaciones realizadas con esta metodologia
atienden a la elaboracion de curriculos, materiales para la ensefianza, establecimiento de normas
sociales para la clase, propuestas para introducir temas escolares especificos, tareas de aprendizaje,
disefio de sistemas de evaluacion de los aprendizajes y validacion de teoria.

Las fases de la IBD son: la preparacion del disefio, implementacion y el analisis
retrospectivo (Figura 1). La preparacion del disefio implica definir las metas de aprendizaje;
describir las condiciones iniciales; definir las intenciones tedricas del experimento, y desarrollar el
disefio (Cobb, et al., 2003). La implementacion consiste no sélo en probar el disefio y demostrar que
funciona, sino también mejorar la teoria que fue planteada en la primera fase. Para lograrlo se
realiza una secuencia iterativa de microciclos de disefio y analisis.
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Figura 1. El ciclo de la IBD

El microciclo de disefio son las conjeturas que se hacen acerca del modo en que las
actividades propuestas se podrian desarrollar en una clase y los aprendizajes que pueden lograr los
estudiantes. EI microciclo de andlisis se realiza durante la implementacion de las actividades y al
terminar la clase. Se analiza el proceso de participacion y aprendizaje de los estudiantes, para tomar
decisiones acerca de la validez de la teoria que sostiene las actividades y plantear las
modificaciones necesarias para ajustar el disefio.

El andlisis retrospectivo se lleva a cabo una vez concluida la implementacion y consiste en
un analisis de los datos recabados y un andlisis de la teoria dados los cambios del disefio realizados
durante la implementacion. La secuencia que resulta es diferente de la que se genero en la etapa de
preparacion del disefio, los ajustes constituyen la base para un nuevo ensayo del disefio que puede
iniciar otro macrociclo de preparacion, implementacion y anélisis retrospectivo.

La IBD permite estudiar un tema particular y desarrolla teorias locales mediante el estudio
sistematico de las formas de aprendizaje y los medios que se relacionan con éstas (Cobb et al,
2003). Se utilizan tareas instruccionales en un contexto definido que sirven de respaldo para
estudiar las formas de aprendizaje, el contexto disefiado es sujeto a pruebas, revisiones e iteraciones
que trabajan de manera similar a la variacion sistematica de un experimento; es un proceso ciclico.

6.1 Preparacion del disefio

La propuesta de la intervencion en el aula se realizard mediante una Trayectoria Hipotética
de Aprendizaje (THA) (Simon, 1995) como herramienta de planeacion del disefio instruccional.
Una THA se compone de: los objetivos para el aprendizaje de los estudiantes, las tareas
matematicas que promoveran el aprendizaje de los estudiantes, y las hipétesis acerca del proceso de
aprendizaje de los estudiantes (Simon, 1995).

El objetivo para el aprendizaje de los estudiantes proporciona la ruta a seguir para las otras
componentes. Las tareas matematicas y la hipdtesis acerca del proceso de aprendizaje son
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interdependientes, puesto que las tareas se seleccionan a partir de las hipdtesis y las hipdtesis estan
basadas en las tareas a realizar.

La construccién de una THA toma en cuenta la comprensién del conocimiento actual de los
estudiantes que recibiran la instruccion; las tareas matematicas proporcionan herramientas para
promover el aprendizaje de conceptos matematicos concretos, dada la naturaleza hipotética acerca
del proceso de aprendizaje la THA tiende a precisar modificaciones en cada aspecto.

Para elaborar la THA consideraremos los elementos de nuestra fundamentacion tedrica y los
antecedentes reportados en la revision bibliografica. En este sentido, orientaran la elaboracion del
proceso hipotético de aprendizaje y de las actividades didacticas vinculadas a dicho proceso, para
observar el desarrollo de pensamiento trigonométrico en la transicion.

6.2 Objetivo de aprendizaje

Para caracterizar el desarrollo del pensamiento trigonométrico, en su transicion de lo
geométrico a lo variacional, es necesario que el disefio logre la significacion de lo trigonométrico,
primero, en un contexto geométrico y, posteriormente, en un contexto variacional. Este constituye
el objetivo de aprendizaje de la THA, que en términos de la construccién social de la trigonometria
se establece como:

El uso de la razén trigonométrica para estudiar y cuantificar la relacion (no proporcional)
entre un angulo central, en el circulo, y la cuerda que subtiende; y el uso de la funcion
trigonométrica como herramienta predictiva de comportamientos periodicos y acotados, cuyas
variaciones son de la misma naturaleza que dicho comportamiento.

Para lograr este objetivo, se plantean el proceso hipotético de aprendizaje y las tareas
asociadas con él, en paralelo; primero, en un marco general y, posteriormente, desglosado en tareas.

6.3 Trayectoria Hipotética de Aprendizaje

La propuesta de la intervencion en el aula se realizara mediante una Trayectoria Hipotética
de Aprendizaje (THA), (Simon, 1995) como herramienta de planeacion del disefio instruccional;
basada en la fundamentacidn tedrica y los antecedentes reportados en la revision bibliografica, que
orientaran la elaboracion del proceso hipotético de aprendizaje y bosquejaran las actividades
vinculadas al proceso (Tabla 1), para observar el desarrollo de pensamiento trigonométrico en la
transicion.
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Proceso hipotético de aprendizaje

Actividades (Intencionalidad)

Construir modelos geométricos a escala

Para provocar el contexto en el que surge el
estudio de la razon trigonométrica, es decir, el
Estatico-Proporcional reportado en la
fundamentacion, se proponen actividades para
que los estudiantes realicen la representacion
geomeétrica a escala de una situacion problema
que involucre al circulo y triangulos isésceles.

Plantear una situacion problema que provoque la
construccién de un modelo geométrico a escala
de un circulo.

La rueda de la fortuna de un parque de
diversiones tiene un radio de 20 metros y 36
canastas para pasajeros.

Se proponen distintas medidas de radio y
nimero de canastas para que trabajen en equipos
y observen las diferencias y similitudes.

Identificar el a&ngulo central en el circulo

Dado que en la fundamentacion del trabajo y los
antecedentes se planted que el estudio de la
Trigonometria tiene sus origenes en el circulo al
tener la necesidad de medir las cuerdas que
subtienden a un angulo central. En este sentido
se propone que el estudiante identifique en el
circulo el angulo central, para asociarlo con la
cuerda que lo subtiende

Identificar el angulo central de la ubicacion de
cada par de canastas en la rueda de la fortuna.

Identificar distintos tipos de angulos, agudo,
recto, llano, obtuso, perigonal.

Caélculo de distancias por métodos: aritméticos,
algebraicos, geométricos

Dadas las aproximaciones e ideas basicas
inherentes que menciona VVohns (2006) y que el
Lenguaje utilizado en el momento de
Anticipacion es el Geométrico-Numeérico, se
pretende observar si los estudiantes emplean el
punto de vista aritmetico/algebraico para
resolver las distancias de los angulos llano, recto
y perigonal. Se plantearan actividades para
observar si los estudiantes usan la aproximacion
empirica-numérica o el punto de vista
geomeétrico para resolver las distancias de los
angulos agudos u obtusos

Calcular las distancias entre las canastas de la
rueda de la fortuna.

Hacer emerger el punto de vista
aritmético/algebraico, la aproximacién empirica-
numérica o el punto de vista geométrico para
resolver las distancias de los angulos agudos,
rectos u obtusos.
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Relacionar el angulo central con la cuerda que lo
subtiende

En los antecedentes se mostrd que los primeros
trabajos de Trigonometria iniciaron al relacionar
el angulo central con la cuerda que lo subtiende.
En este proceso se pretende que el estudiante
observe que existe una relacion de dependencia
entre el angulo central y la cuerda que lo
subtiende.

Llenado de una tabla con los datos de las
medidas de las cuerdas cuando el angulo central
crece de 10° en 10°

Medir las distancias entre las canastas y que al
recolectar los datos, noten gque existe una
relacion entre el angulo central y la longitud de
la cuerda que lo subtiende.

Observar el crecimiento no lineal de la longitud
de cuerda respecto al angulo central

Dado que en la revision bibliografica se mostro
que no es clara la relacion de no linealidad entre
la longitud de la cuerda respecto al angulo
central, se propone en esta parte del proceso
hacer notar que cuando se incrementa el a&ngulo
central, la longitud de la cuerda que lo subtiende
no crece de forma lineal ni proporcional.

Tomar datos de distintas longitudes de cuerda y
su respectivo angulo central.

Hacer notar al estudiante la relacién no lineal de
la longitud de cuerda con respecto al angulo
central, a través de preguntas relacionadas con la
tabla anterior.

Insertar la bisectriz para obtener triangulos
rectangulos

Dado que se pretende trabajar las razones desde
el contexto geomeétrico del circulo, una vez que
se ha insertado el tridngulo isosceles formado
por los radios que forman el angulo central y la
cuerda que lo subtiende, se propone insertar la
bisectriz del angulo central para obtener dos
triangulos rectangulos dentro del circulo e
identificar los datos del tridngulo rectangulo, es
decir la medida de los angulos y de la
hipotenusa que es el radio del circulo.

Trazar la bisectriz del angulo central y colocar
los datos de las medidas de los angulos
resultantes, del radio del circulo, notar que al
trazar la bisectriz del triangulo is6sceles se
forman dos triangulos rectangulos.

Retomar el concepto de bisectriz, triangulo
rectangulo y sus partes, catetos e hipotenusa.

Introducir la raz6n trigonométrica

Dado que se tienen identificados los datos del
triangulo rectangulo inserto en el circulo, se
propone calcular el lado faltante, en este caso la
mitad de la longitud de la cuerda del circulo
usando razones trigonomeétricas.

Calcular la media cuerda del triangulo
rectangulo obtenido mediante el trazo de la
bisectriz.

Resignificar las razones trigonomeétricas en el
contexto del circulo, usandolas para calcular
distancias de cuerdas que subtienden el angulo
central.
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Identificar y medir la longitud de arco

Medir en la circunferencia la longitud de arco de
distintos angulos centrales, para promover la
estrategia de seriacion del PyLVar

Medir la distancia recorrida de una canasta en la
rueda de la fortuna, desde el contorno del
circulo, en distintas partes de vuelta, por
ejemplo, media vuelta, un cuarto de vuelta, un
octavo de vuelta.

Relacionar la longitud de arco con el angulo
central

Transitar de la medida del angulo visto en
grados a la medida del angulo vista en radianes.

Obtener un método de relacionar la medida de la
longitud de arco con la medida del &ngulo
central. (Convertir grados a radianes)

Relacionar la longitud de arco con la medida del
radio

Integrar el contexto del tridngulo rectangulo con
el del circulo unitario y establecer la relacién
entre radio e hipotenusa

Obtener la longitud de arco del mismo angulo
central para circulos de distintos radios e
identificar la relacion del radio con la medida de
la longitud de arco; observar la proporcionalidad
de los triangulos.

Medir y comparar las distancias verticales

Establecer la estrategia variacional de la
comparacion; provocar el verbalizar que el valor
de la longitud vertical (seno 0) varia conforme la
medida de angulo 9, varia.

Medir las distancias verticales desde un punto
final en una longitud de arco hasta la recta
tangente horizontal en el punto inferior del
circulo y comparar las distancias para observar
los incrementos y las repeticiones

Graficar las distancias verticales que
corresponden a las longitudes de arco

Provocar la estrategia variacional de la
estimacion, verbalizar que para incrementos
sucesivos en la medida de angulos de 0 a /2
radianes, el valor de salida [seno(0)] incrementa
y la cantidad de incremento decrece

Realizar la gréfica en el plano cartesiano de las
distancias verticales y las longitudes de arco que
le corresponden, observar la propiedad de lo
acotado.

Identificar qué y como varia

Identificar las variables, relacionar la longitud
de arco con las distancias verticales, usar la
estrategia variacional de la prediccion para
anticipar un comportamiento después del
andlisis de estados previos.

Identificar las variaciones de la longitud de arco
y las distancias verticales. Notar los
crecimientos y decrecimientos en los intervalos
de 0 an/2,de n/2 any de m a 2x, observar la
propiedad de lo periodico.

Tabla 1: Trayectoria Hipotética de Aprendizaje para la transicion del contexto geométrico al variacional
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El desarrollo del pensamiento matematico lo observaremos en la evolucion del lenguaje de
los estudiantes, la construccion de significados o resignificacion en el proceso del trabajo que
realice mediante las herramientas que le proporcione la actividad en el aula, y en la corporizacion
de los estudiantes (gestos, oralidad).

7. REFLEXIONES

En la revision de lo geométrico, hemos encontrado que algunas investigaciones clasifican
por niveles de comprension a los estudiantes y plantean las dificultades que se presentan en el
estudio de la Trigonometria, (De kee, et al, Araya Chacén, et al). Algunos autores proponen
secuencias didacticas, aungque no todos reportan resultados porque no las aplican con estudiantes si
no que se quedan a nivel de propuesta. Hay investigaciones que manifiestan una postura a favor de
iniciar el estudio de la Trigonometria desde el contexto del circulo (Kendal y Stacey, Bressoud, De
Kee, et al, Montiel) aunque algunos no presentan resultados sino sélo reflexiones con base al
estudio realizado.

Las investigaciones antecedentes muestran que es recomendable integrar los dos métodos de
ensefianza para iniciar el estudio de la razon trigonométrica y que el estudiante deberia desarrollar
un pensamiento geométrico para dar significado al estudio de la Trigonometria. Basandonos en la
estructuraciéon geométrica que sefiala Vohns (2006) entenderemos por pensamiento geométrico,
representar una situacion mediante una construccion geometrica, asi como la habilidad de reconocer
los elementos y propiedades geométricas involucradas para poder resolver con ellas un problema, es
decir, ser capaz de poner el conocimiento geométrico en uso en el sentido que lo refiere la Teoria
Socioepistemologica.

Los estudios historico-epistemologicos nos dan un panorama del surgimiento historico de la
Trigonometria. Al sefialar el escenario en el que ésta se desarrolla, marcan la importancia de
vincular la Geometria en el estudio de la Trigonometria lo cual ha sido retomado por diversos
autores en sus propuestas didacticas (Altman y Kidron, Gutmann, VVohns); se revisaron porque se
pretende disefiar una secuencia didactica con fundamentos teéricos para estudiar el desarrollo del
pensamiento trigonometrico que ocurre en la transicion de la razén a la funcion trigonomeétrica.

En la revision de lo variacional, hemos encontrado que algunas investigaciones plantean las
dificultades que se presentan en el estudio de la Trigonometria.Algunos autores proponen
secuencias didacticas, involucrando situaciones de movimiento; resaltan la medicién de la longitud
de arco, trabajan con el radio de la circunferencia como unidad de medida, ilustran la relacion entre
la longitud de arco y la distancia vertical para obtener la gréafica de la funcién seno y estudian sus
propiedades.

Los antecedentes hacen énfasis en la relacion entre las variables (nimeros reales y longitud
de arco) y sus variaciones; el estudio de la parte variacional se realizara desde la perspectiva
socioepistemoldgica con el pensamiento y lenguaje variacional, que estudia fendmenos de
ensefianza, aprendizaje y comunicacion de saberes matematicos propios de la variacion (Cantoral,
2004).
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Las experiencias didacticas para el tema de la funcién trigonomeétrica proponen en repetidas
ocasiones y con cierta base logica incorporar experimentos de fisica para que los estudiantes
observen el movimiento periddico y construyan las funciones seno y coseno.

Con base en la revision bibliografica se ha detectado que se consideran elementos
importantes de la transicion de las razones trigonométricas a las funciones trigonométricas, el
cambio en la medida del angulo de grados a radianes y el trabajar con los cuatro cuadrantes del
plano cartesiano o expresado de otra forma estudiar los angulos mayores a 90° y angulos negativos,
asi como el paso de lo estatico a lo dindmico.
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