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Resumen

Estetrabajo se enmarca en una investigacién en Didactica de la Matematica, cuyo objetivo general
es el analisis de los procesos argumentativos para elaborar y contrastar conjeturas en la clase de
matematica de 4to. afio de la escuela secundaria. Para llevar a cabo nuestro objetivo seleccionamos
una serie de situaciones—problemas que promueven el funcionamiento del razonamiento conjetural
en los alumnos y realizamos un andlisis a priori de las mismas que se constituyd en un significado
de referencia pretendido para el andlisis posterior de los significados personales de los alumnos
al enfrentarse a este tipo de situaciones. Una de estas situaciones y sus respectivos andlisis se
presentardn en este trabajo.

Como marco teérico—diddctico para llevar a cabo esta investigacion hemos tomado herramientas
del Enfoque Onto-semiético del Conocimiento y la Instruccién matematicos (EOS), asi como
también algunas investigaciones que abordan cuestiones especificas y transversales acerca del
razonamiento conjetural.

Los analisis realizados ponen de manifiesto la complejidad ontosemiética de este mega proceso
de produccién de conjeturas, la dependencia de este proceso respecto de la diversidad de objetos
y de procesos cognitivos involucrados, asi como también los conflictos semiéticos potenciales y
efectivos, todo Lo cual brinda herramientas para reflexionar sobre algunas pautas para mejorar el

grado de idoneidad epistémica, cognitiva e instruccional de la situacién planteada y analizada.

Palabras clave: argumentacio-
nes, razonamiento, conjeturas,
analisis ontosemiético.
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Abstract

This work is part of a research in Mathematics Didactics, whose general objective is the analysis of
arqumentative processes to elaborate and contrast conjectures in the mathematics class of the 4th
year of high school. To carry out our objective we select a series of situations-problems that promote
the functioning of the conjectural reasoning in the students, and we perform an a priori analysis of
them that will constitute a meaning of intended reference for the later analysis of the personal mea-
nings of the students when facing this type of situations. One of these situations and their respective
analyzes will be presented in this work.

As a didactic theoretical framework to carry out these analyzes, we have taken tools from the Onto-
semiotic Approach to Mathematical Knowledge and Instruction (0SA), as well as from research that
addresses specific and transversal questions about conjectural reasoning.

The analyzes carried out reveal the ontosemiotic complexity of this mega process of production of
conjectures, the dependence of this process on thediversity of objects and cognitive processes involved
as well as the potential and effective semiotic conflicts, all of which provide tools for reflect on some
guidelines to improve the degree of epistemic, cognitive and instructional suitability of the situation

posed and analyzed.
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Introduccion

La problematica sobre la argumentacion en mate-
matica ha suscitado gran interés enlainvestigacion
en educacién matematica. En las Gltimas décadas
se han realizado diversos estudios (Balacheff,
2002; Boero, 1999; Recio y Godino, 2001; Mariotti,
2006; Pedemonte, 2007; Boero, Douek, Morselli
y Pedemonte, 2010; Arzarello, Bartolini, Bussi,
Leung, Mariotti y Stevenson, 2012) que abordan
esta problematica desde distintas perspectivas,
muchos de ellos poniendo el énfasis en las relacio-
nes entre la argumentacidényla prueba yotros que
hacen foco en las argumentaciones que plantean
los estudiantes de distintos niveles educativos.
Asimismo, estudios locales (Panizza, 2005; Duarte,
2010: Barreiro, Carnelli, Falsettiy Leonian, 2012,
Markiewicz, 2007, Markiewiczy Etchegaray, 2012)
hanabordado también esta problematica, ponien-
do de manifiesto la necesidad de promover, en las
clases de matematica de la escuela secundaria o en
estudios preuniversitarios, espacios que permitan
desarrollar la argumentaciony los modos de razo-
namientos deductivos y no deductivos.

En este sentido, vy en el contexto de la escuela
secundaria argentina, Markiewicz (2007) plantea
como problema didactico la escasez de espacios
en la clase que promuevan el razonamiento con-
jetural —entendido como aquel que permite ela-
borar, contrastar y reformular conjeturas (Polya,
1954)— las generalmente pocas situaciones y
oportunidades que se le danal alumno para intuir,
conjeturar yvalidar las afirmaciones formuladasy,
sobre todo, para reflexionar sobre lo realizado. En
la presente investigacion ampliamos y precisamos
esta problematica, sefialando que, en general, en
el ambito de la clase no se analizan los procesos
argumentativos que los alumnos podrian utilizar
(vlos que efectivamente utilizan) en la resolucién
de este tipo de situaciones.

Todo esto conlleva a que, tal como lo indica Gascdn
(2002), estas fases exploratorias de la actividad
matemadtica queden muy debilitadas y casi ex-
clusivamente a cargo del alumno; reduciéndose,
ademas, la posibilidad del docente para anticipar
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yayudar a superar posibles dificultades que puedan
surgiren los procesos argumentativos que utilizan
los alumnos, con el fin de movilizar la construccion
del conocimiento matematico en el aula.

En este sentido, el objetivo general del estudio en
elque se enmarca el presente articulo, es el analisis
de los procesos argumentativos para elaborar vy
contrastar conjeturas en una clase de matematica
de 4to.afio de la escuela secundaria.

Para el logro del objetivo planteado realizamos,
primero, una seleccion y analisis de situaciones-
problemas que promueven la puesta en funcio-
namiento del razonamiento conjetural en los
alumnos. Este andlisis nos permitié contar con
un significado de referencia pretendido para luego
analizar los significados personales de los alumnos
al enfrentarse a este tipo de problemas.

Como marco tedrico—didactico para realizar estos
analisis (tanto a priori de la situacién como a
posteriori de los protocolos de respuestas de los
alumnos) hemostomado el Enfoque Ontosemidtico
del Conocimiento v la Instruccion matematicos
(EOS), el cual nos brinda herramientas teéricas
pararealizar un minucioso analisis de las practicas
(institucionalesy personales) ligadasalos proble-
mas seleccionados que permite explicitar tanto la
complejatramaderelaciones que se ponenenjuego
al elaborar conjeturas como los procesos duales que
cada momento del trabajo conlleva.

Sibien, como anticipamos, el objetivo fundamental
de nuestra investigacion esta ligado al estudio de
los procesos argumentativos de los alumnos al
elaborar conjeturas, recordemos, como destaca
Panizza (2005), que el razonamiento no puede ser
estudiado independientemente de los contenidos
matematicos puestos en juego. Lasformas de razo-
nar de los alumnos, seglin esta autora, estan liga-
das tanto con los conocimientos que los alumnos
ponen a funcionar, sus capacidades para trabajar
con diferentes representaciones de los objetos
matemdticos, como con sus mecanismos de control
y las asociaciones producidas por el pensamiento
enlenguaje natural. Ademas, suforma de legitimar
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sobre la validez se encuentra ligada, entre otros
factores, a las verdades aceptadas como certezas
y a la disponibilidad de componentes discursivos
que les permitan comunicar dichos conocimientos
y argumentar sobre los mismos.

Dentro del marco de referencia tedrico para analizar
las situaciones seleccionadas vamos a considerar,
particularmente, dostrabajos que estudian aspectos
mas especificos y transversales del razonamiento
conjetural como los de Markiewicz (2007) y Cafiadas,
Deulofeu, Figueiras, Reid, y Yevdokimov (2008).
Enel apartado 1 expondremos brevemente las prin-
cipales herramientas tedricas que utilizamos en el
analisisde las situaciones seleccionadas. Enel apar-
tado 2, presentamos una de tales situaciones junto
con el analisis a priori realizado a la misma, en el
apartado 3, mostraremos el analisisde los protocolos
derespuestasdeun grupo de alumnosy, por dltimo,
enel apartado 4, esbozaremos algunas conclusiones.

1. Marco tedrico

Estetrabajo tienelas caracteristicas de unainvesti-
gacion esencialmente descriptiva e interpretativa.
Seutiliza el método basado enel disefio 0 ingenieria
diddctica en su sentido extendido (Godino, Rivas,
Arteaga, Lasa y Wilhelmi, 2014). La metodologia
empleada es inherente y emergente del Enfoque
Ontosemictico del Conocimiento vy la Instruccién
matematicos, EOS (Godino, 2002; Godino, Batanero
y Font, 2007; Godino, 2012, Godino, 2017).

El EOS estudia los procesos de ensefianza—apren-
dizaje de las matemdticas desde un enfoque uni-
ficado del conocimiento matemaético, abarcando
diferentes dimensiones: epistémica, cognitiva,
instruccional v sistémico—ecoldgica v adoptando
las nociones de sistemas de prdcticas, objeto y sig-
nificado (personal e institucional) como nociones
béasicas de la teoria. En este sentido, el EOS define
prdctica matemdtica a «toda actuacion o expresion
(verbal, gréfica, etc.) realizada por alguien para
resolver problemas matematicos, comunicar a otros
las soluciones, validarlas o generalizarlas a otros
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contextosyproblemas» (Godinoy Batanero, 1994:
334). Estas prédcticas pueden ser idiosincréticas
de una persona o compartidas en el seno de una
institucion. El significado de un objeto matema-
tico es un emergente de los sistemas de prdcticas
realizados por una persona (significado personal)
o compartidas en el seno de una institucion (sig-
nificado institucional) para resolver un tipo de
situaciones—problemas vinculados a dicho objeto.
En diversos trabajos (Godino, Font y Wilhelmi,
2008; Godino et al., 2007) se han propuesto cinco
niveles de analisis aplicables a un proceso de
estudio matematico (planificado o bien ya imple-
mentado), los cuales constituyen una ampliacién
progresiva de la capacidad de analisis del mismo.
El andlisis que mostraremos en este trabajo estd
situado enlos dos primeros niveles, referidos a los
objetos y procesos intervinientes en un proceso de
estudio matematico:

I) EL primer nivel describe los sistemas de précti-
cas matematicas y objetos matemdticos primarios
(previos y emergentes) que intervienen o pueden
resultar de la realizacion de dichas practicas: situa-
ciones—problemas, procedimientos, definiciones,
propiedades, argumentaciones, lenguaje.

IT) EL segundo nivel de andlisis se centrafundamen-
talmente en ciertos procesos") que intervienen (o
emergen) en la realizacidn de las practicas. Estos
procesos estan intimamente vinculados a las fa-
cetas duales en que pueden ser considerados los
objetos matematicos segin el juego de lenguaje
en que participan. Este nivel de andlisis también
focaliza en los conflictos semidticos, es decir,
disparidades o desajustes entre los significados
atribuidos a una misma expresion por dos sujetos
(personas o instituciones) que se pueden producir
enuna practica matemdtica (Godino, 2002).
Entre los procesos a los que hace referencia el EOS
podemos mencionar:

- Proceso de materializacion-idealizacion (vin-
culado a la dualidad ostensivo—no ostensivo): un
objeto ostensivo es utilizado para representar,
evocar o visualizar un objeto no ostensivo ideal.
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- Proceso de particularizacion—generalizacion
(dualidad extensivo—intensivo): un objeto que
interviene en un juego de lenguaje como un caso
particular (unejemplo especifico) ycomo unaclase
mas general. Este proceso tiene relacion con la
dialéctica entre lo particular v lo general.

- Proceso de descomposicion-reificacion (duali-
dad sistémico-unitario): el problema global puede
descomponerse en problemas elementales, donde
los objetos intervinientes (unitarios) deben ser
tratados como parte de un sistema. Pero, tras el
proceso de estudio los conceptos y propiedades
emergentes deben ser reificados, es decir, vistos
como objetos unitarios a fin de ser utilizados enla
resolucion de nuevos problemas.

- Proceso de representacion-significacion (dua-
lidad expresién—contenido): consiste en atribuir
significado (contenido) aunaexpresion, comoresul-
tado del establecimiento de funciones semidticas®®.
Estos procesos son densos en la trama de objetos
y procesos que se ponen en juego en la actividad
matematica.

- Proceso de personalizacién—institucionaliza-
cion (dualidad personal-institucional): en una
primera fase de estudio es necesario lograr que los
estudiantes asumanel problemay seinvolucrenen
su resolucién (personalizacidn). Luego, mediante
una adecuada gestion docente, se debe promover
la institucionalizacion de los mismos.

Estos procesos pueden ser fuente de conflictos
semiéticos potenciales, que ponen al descubierto
disparidad de significados y que pueden explicar
las dificultades y limitaciones en los aprendizajes
y las ensefianzas implementadas. En este sentido,
consideramos que este constructo de la teoria
aporta significativamente al analisis de la dimen-
sion semantica del conocimiento, resultando una
herramienta conceptual muy flexible.

Dado el objetivo central de nuestra investigacian,
también tomamos como referencias tedricas dos
investigaciones realizadas especificamente sobre
el razonamiento conjetural. En particular, la in-
vestigacidnrealizada por Markiewicz (2007) donde
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se plantea que, sibien el razonamiento conjetural
corresponde masala esferadelo personal, es posi-
ble identificar tipos de situaciones, procedimientos,
argumentaciones, definiciones y propiedades vincu-
ladas especificamente a este tipo de razonamiento,
describiendo asi, elementos praxémicos v discur-
sivos que conforman un significado de referencia
institucional sobre el razonamiento conjetural.
Basandose enlostrabajosde Polya (1954)y Lakatos
(1978), identifica distintos tipos de situaciones
que favorecen la puesta en marcha de este tipo de
razonamiento, en particular aquellasenlas quees
necesario establecer una relacién general y aque-
[los problemas de encontrar o de demostrar, enlos
cuales para su resolucion es pertinente recurrir a
un caso particular, un caso mas general o un caso
analogo. Sefiala, asimismo, procedimientos vincu-
lados al razonamiento conjetural, distinguiendo
aquellos involucrados en la:

1. Elaboracion de conjeturas:

- Induccién empirica: observacion de casos parti-
culares, sistematizacidon delos ejemplos, bisqueda
de reqularidades, vy generalizacion.

- Generalizacion: a partir del cumplimiento de una
propiedad en un conjunto de objetos, se infiere el
cumplimiento de dicha propiedad en un conjunto
mayor que Lo contiene.

- Analogia: a partir de la similitud encontrada en-
tre dos o mas cosas en algin aspecto, se infiere la
similitud de esas cosas en otros aspectos.

- Ensayo vy error a partir de conjeturas ingenuas
que setienenen menteyquevansiendo refutadas,
una tras otra.

- Conjeturar deductivo: partiendo de una proposi-
cionemparentada, realizar una sintesis para lograr
la conjetura.

2. Contrastacion de la conjetura partir de:

- Examen de consecuencias (es decir, de una afir-
macidn que se deduce de nuestra conjetura). Esto
puede consistirenla comprobaciondelavalidez de
la conjeturaenun nuevo caso particular aislado (es-
pecializacién), la comprobacién de lavalidez dela
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conjeturaenun conjunto de casos, un «experimento
mentalcontrastador» (que descomponen la conje-
tura primitiva en subconjeturas que abren nuevas
instancias de contrastacion, se parte dela conjetura
primitiva y sevansacando consecuenciasdeella. Si,
finalmente, sellega auna consecuencia verdadera,
esto hard a nuestra conjetura mas crefble).

- Examen de un posible motivo (es decir, de una
afirmacién de la que se desprenda nuestra conje-
tura primitiva).

- Examen de una conjetura rival incompatible (es
decir, de una proposicién que no pueda ser ver-
dadera simultaneamente con nuestra conjetura
primitiva)

- Examen de una conjetura andloga.

3. Reformulacion de la conjetura a partir del
hallazgo de contraejemplos (globales o locales)®
que impliquen redefiniciones de los términos que
en ella intervienen, reinterpretacion del contrae-
jemplo, restriccion del dominio de validez de la
conjetura, identificacién de la subconjetura que es
refutada por el contraejemplo vy su incorporacion a
la conjetura como condicién .

Tambiénretoma algunas definiciones vinculadas al
razonamiento conjetural, tales como la de conje-
tura, analogia, generalizacion, particularizacion,
contraejemplo, etc. vy algunas argumentaciones,
en tanto patrones que rigen este tipo de razo-
namiento, como por ejemplo el Patrén inductivo
fundamental: la verificacién de una consecuencia
hace a una conjetura mas crefble (Polya. 1954).
Puntualiza asimismo propiedades caracteristicas
del razonamiento conjetural, describiéndolo como
azaroso, provisional y controversial, marcando
diferencia con el razonamiento deductivo, que es
preciso, definitivo y fuera de toda discusion.

Por otra parte, el trabajo de Cafadas, Deulofeu, Fi-
gueiras, Reid y Yevdokimov (2008) también nos
fue de utilidad en nuestro analisis, dado que estos
autores realizan aportaciones en relacién con los
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procesos de elaboracidn de conjeturas, caracteri-
zando distintos tipos de problemas que dan lugar
a distintos tipos de conjeturas. En este sentido,
los autores consideran que Los problemas de tipo
«abiertos»® promueven el descubrimiento y esti-
mulan laformulacion de conjeturas, impulsando el
avance del conocimiento matematico.

Asimismo identifican distintos tipos de conjeturas
en funcion de los procedimientos puestos a fun-
cionar en su elaboracién. En efecto, estos autores
caracterizan en forma sistematica cinco tipos de
conjeturas: a) la induccién empirica a partirdeun
nimero finito de casos discretos, b) la induccidn
empirica a partir de casos dindmicos, c) la ana-
logia, d) la abducciény e) la conjetura basada en
la percepcidn. A su vez, identifican los pasos que
conlleva el conjeturar en cada uno de los tipos de
conjeturas sefaladas.

2. Situacion problema

y analisis ontosemiotico

a priori de la situacion
En este apartado presentaremosla situacion selec-
cionada para el andlisis, la cual tiene que ver con el
conocido Tridngulo de Pascal y ha sido formulada
de modo tal que nos permita investigar el modo de
razonar delosalumnosante preguntas que promue-
ven la elaboracion y contrastacion de conjeturas.
Mostraremos el analisis de posibles sistemas de
précticas que podriandesplegar alumnos de 4to afio
delaescuela secundaria, a losfines de caracterizar
el significado pretendido que nos servira como re-
ferencia para el analisis de significados personales
de los alumnos.

Problema: Triangulo de Pascal

Este triangulo numérico es conocido con el nombre
detridngulo de Pascal y se construye siguiendo un
proceso determinado.
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4 A
1 a) Completa las
11 dos lineas siguientes
121 b) ;Qué puedes decir
1331 acerca de este triangulo?
14641 c¢) ;Podrias obtener
15101051 la sumadelafilan?
\ J
Tabla 1.
Problema.

El analisis ontosemiatico del problema presentado
en la Tabla 1 nos permite estudiar y reconocer los
sistemas de prdcticas, objetos matemdticos y proce-
sos intervinientes en la misma, como asi también,
detectar conflictos semiéticos potenciales. En par-
ticular, este tipo de analisis pondra al descubierto
elementos de significado correspondientes espe-
cificamente al razonamiento conjetural (mas es-

pecificamente procedimientos y argumentaciones
ligados al mismo) pero permitiendo ver la intima
relacion con los demds objetos y procesos puestos
enfuncionamiento enlatarea. Asimismo, el andlisis
delos potenciales conflictos semidticos pondra de
manifiesto algunos conflictos directamente vincu-
lados alaforma de razonar al momento de elaborar
conjeturas, pero que tampoco son independientes
delosobjetos, representaciones, lenguajes puestos
en juego en la resolucion de la tarea.

2.1 Analisis de objetos primarios
En este primer nivel de analisis, como ya hemos ade-
lantado, explicitaremos los seis tipos de entidades
primarias (tareas, procedimientos, definiciones, pro-
piedades, arqumentaciones, lenguaje ) como confi-
guraciones de objetos intervinientesy emergentes
de los sistemas de practicas puestos afuncionara
partir de la situacién propuesta (Tabla 2).

~

-
Situacion = Se presentan una serie de nimeros dispuestos en filas siguiendo una forma triangular,
Problema explicitando que esta disposicion recibe un nombre particular: «Trigngulo de Pascal» y

que el mismo se construye siguiendo un proceso determinado.
Se subdivide el problema en tres subproblemas:
- Enelprimero se pide completar as siguientes dos filas del tridgngulo. Con esto se pretende
el analisis de alguna forma de construccién del tridngulo a través de la exploracion de
algunas primeras regularidades.
- El segundo subproblema: «; Qué puedes decir de este trigngulo?» fue reformulado en forma
de un problema «abierto» a fin de promover la elaboracion de una variedad de conjeturas
que apuntan a diferentes dimensiones del objeto (graficas, aritméticas, geométricas).
- En el tercero, se busca obtener algin tipo de generalizacion que logre describir mate-
maticamente a qué es igual la suma de unafila cualquiera, a la que se denota como fila n.
Procedimientos | Enelitem a):
(en particular - Establecimiento de relaciones basadas en la percepcién (RC), como por ejemplo que, los
indicamos con «extremosy de cada una de sus «filas» estan formadas por 1 (unos).
RCaquellos - Observacion de uno o mas casos particulares y bisqueda de regularidades (RC) para
procedimientos | elaborarun criterio de formacion de los nimeros «interiores» del trigngulo, por ejemplo:
especificamen- «puedo obtener un namero delinterior sumando los ndmeros que estdn por encima de ély.
tevinculadosal | -Realizacidn delos célculos aritméticos necesarios para completar Las filas del trigngulo.
razonamiento - Completar los nameros correspondientes a las dos dltimas filas.
conjetural)
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(continda en lo pdgina siguiente)
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En elitem b):

- Establecimiento de relaciones basadas en la percepcién y que despliegan la dimensidn
geométrica y aritmética del tridngulo (RC) para conjeturar las siguientes propiedades:
«Los extremos de cada una de sus filas estan formados por 1 (unos)» (Conjetura 1)

«La primera linea paralela a la formada por unos es la sucesion de los ndmeros naturales:
1,2,3,...» (Conjetura 2)

«ELtridgngulo es simétrico respecto de la altura correspondiente a su base». (Conjetura 3)
- Observacion de casos particulares, reconocimiento de reqularidades y generalizacion
(induccidn empirica, procedimiento ligado al RC) para elaborar la conjetura: «cada nimero
interior se obtiene al sumar los nimeros que estan por encima de él». (Conjetura &)

- Elaboracién de conjeturas por analogia (RC): al enunciar la conjetura 2) que refiere a la
primera linea paralela a laformada porunos, puede inferirse, por analogia, alguna propie-
dadvinculada ala segunda linea paralela: «la segundalinea paralelaalalineaformada por
unos se obtiene sumando 2, 3, 4, 5... a cada término partiendo desde el 1». (Conjetura 5)
En elitem c):

- Calculo de las sumas de las primeras filas del tridngulo de Pascal.

Sumafila1: 1

Suma fila 2: 1+1=2

Suma fila 3: 1+2+1=4

Suma fila 4: 1+3+3+1=8

Suma fila 5: 1+4+6+4+1=16

- Observacidn de estos casos y blisqueda de regularidades (la suma de la fila 2 es el doble
delasumadelafila 1, la sumadelafila 3 es el doble dela suma delafila 2, ...) y genera-
lizacidén (induccién empirica - RC), que lleva a conjeturar que: «la suma de cada fila es el
doble de la suma de la fila anterior» (Conjetura 6)

- Nueva observacion y sistematizacion de estos casos particulares, reconociendo la regu-
laridad de que el resultado de cada suma puede expresarse como potencia de base 2, cuyo
exponente es el natural anterior al nimero de fila.

Sumafilal:1=2°

Suma fila 2: 2= 21

Suma fila 3: 4= 22

Suma fila 4: 8=2°

Suma fila 5: 16=2¢

Yelaboracion de una conjetura (por induccion empirica - RC) que permita expresar la suma
de cada fila sin necesidad de conocer la suma de la fila anterior: «la suma de la fila n es
271» (Conjetura 7)

- Posible contrastacion de las conjeturas obtenidas a través de la verificacién en nuevos
casos particulares. (RC)

Definiciones Previos: Sucesién de nameros naturales; operaciones con nimeros naturales (adicion,
Jconceptos multiplicacidn, potenciacién); doble; triangulo y sus elementos (vértices, extremos, lados,
lineas, filas, altura).
Emergentes: Tridangulo numérico de Pascal.
Propiedades Previas: Simetria de un tridngulo. Al razonar por analogia, la propiedad que se toma como
base es previa para poder conjeturar la siguiente.
Emergentes: Cada una de las propiedades conjeturadas: de 1 a 7.
Argumenta- Las argumentaciones utilizadas corresponden a razonamientos de tipo conjetural (RC):
ciones - Inferencias basadas en la percepcidn (en el caso de las conjeturas 1, 2y 3)

(continda en la piging siguiente)
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- Inferencias realizadas por induccién empirica: observacién, busqueda de regularidadesy
generalizacién (en el caso de las conjeturas 4,6 y 7)

- Inferencias por analogia (en el caso de la conjetura 5)

- Examen de consecuencias: se argumenta a través de la verificacion de conjeturas en otros
casos particulares. Implicitamente se estd utilizando el patrén inductivo fundamental del
RC (la verificacion de una consecuencia de una conjetura hace a la misma mas creible)

generalizacién propuesta en c))

Lenguaje Que se pone a funcionar: ordinario/coloquial; gréfico (disposicién triangular propia del
objeto de analisis); numérico (ligado a los elementos intervinientes en el triangulo); alge-
braico (referido ala suma de lafila n); aritmético/simbélico (signos y simbolos propios del
lenguaje matematico relacionado a las operaciones aritméticas involucradas)

Emergente: Coloquial/especifico (al expresar las propiedades que subyacen en el triangulo
de Pascal, yla manera de describir los objetos en b)); algebraico (relacionado a la tarea de

_/

2.2 Analisis de procesos y conflictos

Tabla 2.

Entidades Primarias.

Eneste segundo nivel de analisis consideraremoslos  enla realizacion de esta situacion—problema. Los

procesos duales yconflictos semicticos potenciales mismos se particularizan en la Tabla 3.

-~
Procesos

Conflictos semidticos

Proceso de materializacin-idealizacién

- Un ostensivo como el triangulo numérico esta representando
un objeto ideal, que es el Tridngulo de Pascal, esto es una
disposicion triangular de nimeros con «infinitasy filas que
se construye de determinada manera.

- Las expresiones escritas de las propiedades del triangulo,
apelando atérminos como: «extremoy, «encima de ély , «lineas
paralelas», constituyen la materializacion de las propiedades
conjeturadas, que subyacen como objetos ideales (no osten-
sivos), en la resolucién de la tarea propuesta.

- No poder materializar, en expresiones orales
y/0 escritas, las propiedades conjeturadas;
evidenciar ambigliedades o imprecisiones
entre los términos «extremos», «filasy»,
«lineasy», que dificultan la comunicacién de
las producciones a fin de dar cuenta de las
exploraciones realizadas.

Proceso de particularizacién-generalizacién

- Cada nimero particular del interior del triangulo de Pascal
se obtiene a partir de un procedimiento general, descripto
como la suma de los nimeros que estdn «por encima de él».
-Algunas de las reqularidadesy propiedades que se obtienen
alolargodelaresolucion, son producto de procesos de gene-
ralizacion, realizados a partir de la observacion y exploracion
de casos particulares, procedimientos a su vez asociados
especificamente al razonamiento conjetural.

-Elanélisis dela suma de cadafila del tridngulo de Pascal, obser-

- Conflictos ligados a la bisqueda y eleccidn de
casos particulares adecuados y representativos
que permitan llegar auna generalizacion valida.
- Conflictos asociados al registro escrito
del lenguaje matematico/algebraico para
enunciar el producto de los procesos de
generalizacion, por ejemplo para la escritura
de la expresion algebraica 2™* como resul-
tado de la suma de la fila n. Lo cual asocia

(continda en la piging siguiente)
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vadas estas lltimas como elementos particulares (extensivos)
permite enunciar una propiedad general (intensivo) que se
verificaparatodaslasfilas del tridgngulo (procedimiento también
vinculado al razonamiento conjetural). Sibien el significado
pretendido en el ftem ¢) es la expresién algebraica 2™ como
resultado de la suma de la fila n del tridngulo de Pascal, las ge-
neralizaciones pueden variar desde la afirmacion de que todos
los nameros hallados son pares o el hallazgo de una relacion
de recurrencia (expresando que cada suma se obtiene como el
doble dela suma delafila anterior), hasta el enunciado coloquial
de que cada suma es una potencia de 2 o el establecimiento,
ademds, de la relacion del exponente con el namero de fila.

a este conflicto no solo con los procesos de
particularizacién-generalizacion sino con el de
materializacion-idealizacion.
- No considerar necesariala basqueda de una ex-
presion mds general que permita hallar cualquier
suma sin necesidad de conocer la suma dela fil3
anterior. En otras palabras, no lograr diferenciar
entre el particular representado por la suma an-
terior a otra particular, con el particular genera
que puede otorgar la suma de cualguier fila n.

Proceso de descomposicion-reificacién

- Eltridngulo de Pascal (nuestro objeto de estudio) es el emer-
gentede un proceso de descomposicién-reificacién, donde sus
elementos: numeros, filas, lineas, necesitan ser analizados
como elementos de un sistema.

-Todo el tridngulo se presenta como un sistema de nimeros
donde subyacen regularidadesy propiedades. Sibien sus ele-
mentos son objetos unitarios deben ser pensados como parte
de ese sistema para poder determinar cada ndmero segun su
ubicacion, o sea se debe someter cada objeto a la ldgica del
sistema. Ademas, sibien es cierto que el triangulo y sus ele-
mentos deben ser pensados como objetos sistémicos, luego
todos esos elementos deben ser reificados para comprender
el tridngulo de Pascal como un objeto unitario.

- La descomposicién del triangulo en filas/lineas permite ver
que ciertas regularidades (como la sucesion numérica en la
primeralinea paralela a la linea formada porunos) sugieren el
cumplimiento de propiedades analogas en otras filas/lineas,
al considerar dichos elementos como parte de un sistema.

-La consideracion de los nimeros, de las filas o
de las lineas como objetos unitarios, sin logra
interpretarlos en el sistema de nimeros, pueds
llevar a que los estudiantes conjeturen propie-
dades que no se verifican en todo el triangulo
o a no poder hallar reqularidades ni realiza
analogias entre propiedades que se cumplen en
unay otra fila o linea.

Proceso de representacidn-significacién

- El desarrollo de la situacién se apoya en la representacion
de un tridgngulo, no como objeto geométrico, sino como la de
disposicion grafica de los nimeros que evoca la representacion
deuntriagngulo. Por eso, alguno de los objetos que van a des-
cribir su proceso deformacion o las propiedades podran hacer
referencia a él, tomando significados particulares y propios
para este contexto, como lados, lineas, extremos.

- Las propiedades enunciadas dan cuenta del significado
atribuido a las representaciones realizadas, ya sea como
elementos de sucesiones, como conjuntos de nimeros, como
elementos ubicados sobre lineas.

- Enelitem c) en particular es necesario asignar un significado
a los resultados de las sumas de cada fila como potencias de
2, cuyo exponente, ademas es el ndmero anterior al nimero
de fila considerado.

- Dificultades o ambigliedades en el otorgamien-
to de significado (contenido) a expresiones de
enunciado tales como «fila n» (entendida en
este problema como una fila arbitraria de un
triangulo quetieneinfinitasfilas), lo cual impli
caria considerar an comoun arithmoyno comg
un parametro; «suma de la fila n» y a algunos
términos utilizados para enunciar las conjeturas
(tales como «ladosy, «lineasy, «filasy).
- No poder asignar a los resultados de las sumas
de cada fila el significado de ser una potencia
de 2, cuyo exponente es el nimero anterior a
nimero de fila.

S. Gallo, otros - Andlisis ontosemidtico de un problema...

Tabla 3.

Procesos y Conflictos.
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Estos dos niveles de andlisis epistémico del pro-
blema nos permite dar cuenta de la complejidad
ontosemidtica, es decir la variedad de objetos y
procesos que se deben poner eninterrelacién para
la resolucion del mismo. Con el siguiente parrafo
se trata de poner de manifiesto esta interrelacion
para uno de las subproblemas planteados, desta-
cando en cursiva nuestra referencia a los objetosy
procesos que serian necesarios para su resolucién.
Para dar respuesta al problema referido a la suma
de la fila n, como hemos visto, no sélo se deben
tener disponibles las definiciones de sumay defila
n, sino que se debe otorgarcontenidoala expresion
dellenguaje: «sumadelafila n» comosumadeuna
fila cualquiera. Se debe particularizar para proceder
a observar qué pasa con la suma de cada fila en
particular (vista como objeto unitario), realizar los
cdlculos necesarios (las sumas de cada fila), para
reconocer luego a todas las filas como parte de un
sistema y poder hallar una regularidad en todos
los casos observados. Esto requiere significar y
expresar cada resultado obtenido como potencia
de 2 (teniendo que tener disponible para ello la
definicion de potencia) para lueqo, generalizar
este resultado: «la suma de cualquier fila es una
potencia de 2». Sin embargo para hacer operativa
esta generalizacion, seria necesario realizar una
nueva particularizacién que permita observar la re-
gularidad: que en cada caso el exponente del 2 es el
ndmero natural anterior al nimero defila yvolvera
generalizar buscando una manera de materializarla
propiedad conjeturada: «Lasumadelafilanes2™y.

3. Analisis de sistemas

de practicas personales

del problema
El problema fue planteado en un curso de 4to. afio
de una escuela secundaria de la provincia de Santa
Fe (Argentina). En este apartado mostraremos el
analisis realizado al sistema de practicas personales
desarrollado por un grupo de tres alumnos de dicho
curso con el objetivo de ejemplificar el modo de
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analisis que se desarrollé en esta investigacidn. Cabe
destacar que se ha realizado este tipo de andlisis a
diferentes sistemas de practicas logrados por los
diferentes gruposde alumnos, que permiten observar
ciertos invariantes sobre la problematica investigada.

Resolucion del grupo de estudiantes (E1-E2-E3)
Enesteregistro escrito (figura 1) aparecenindicados
incisosd), e) yf), que enrealidad correspondenres-
pectivamente alosincisosa), b) y ¢) del enunciado.
Ademas del registro escrito de la produccion de
los estudiantes y dada la caracteristica inherente
del objeto investigado: las argumentaciones de
los alumnos v los elementos de significado que
sostienen dichas argumentaciones, consideramos
fundamentalincluir algunos didlogos que se lleva-
ronacaboenelgrupoyque ellos mismos grabaron
consu celularapedido de la profesora, puesayudan
a entender el significado logrado.
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Figura 1.

Resolucion de los estudiantes.
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A continuacion mostraremos el primer nivel de
andlisis realizado al sistema de practicas de este
grupo de alumnos:

Procedimientos

En el primer item de la situacién planteada se pide
que completen las dos filas siguientes del tridngulo
de Pascal. Los procedimientos que utilizan para
completar estas dosfilas se ponende manifiestoenel
siguiente didlogo entre los alumnosyalgunosdeellos
quedandescriptosenlaresoluciéndel itemsiguiente.

- E1: Completemos primero los de afuera que son
unos (mientras completan los extremos de las filas
siguientes)

- E2: Estos unos también nos tienen que servir para
completar lo de adentro... habrd que hacer algunas
operaciones... fijate... También la forma de triangulo
tiene que tener algo que ver...

- E3: 5i sumds estos dos unos te da dos (haciendo
referenciaalosunos, elementos de la segundafila,
que sumados dan el dos como elemento central de
la tercera fila).

-E2: Pero si sumamos 1+1+1 nos da 3... (sefialando
los extremos de las tres primerasfilas cuya suma da
el 3 ubicado como tercer elemento de la cuarta fila)
- E1: Y si sumamos 1+1+1+1 nos da 4, que es el
elemento de la fila que sigue...

-E2:Y asi podemos seguircon todos... ycompletamos
los ndmeros de adentro.
(Completanloselementos dela primeralinea para-
lela a la formada por unos, los6 ylos7)

- E3: Pero de esa forma no vamos a llenar todo el
tridngulo...., también tendriamos que ver que pasa
hacia abajo... porque pide las filas siguientes... lo
que nos dieron tiene que servirnos...

- £1: Mird acd... 2x3 me da 6 que es un nimero de
adentro y forman un tridgngulo... a lo mejor todos
se puedan hacer multiplicando algo en forma de
triangulo....

- E2: Pero mird acd 3+3 también me da 6 y también
forman un trigngulo.

- £3: Como yo les dije...con los de arriba hago los de
abajo... también con 6 y 4 hacés el 10... ytambién
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sirve para la punta 3+1 te da 4, y 4+1, 5. con los
nimeros formas un triangulo... ves?

-E2: 57, sill! yaestd... es asil!!!

- E1: Dale, escribamos... qué sigue entonces...
después del 6....

-E2 yE3: 15 porque es 5+10..., 20, que es 10+10...
yotra vez 15 (completan los elementos faltantes
de la séptima fila)

-F1:ylaotra...1,7,21, 35, (completanlos elemen-
tos faltantes en la octava fila)

Estos didlogos muestran que los estudiantes:

- Establecen relaciones basadas en la percepcion
(«los de afuera son unos»)

- Observan casos particulares buscando establecer
regularidades, por ejemplo:

Que sise sumanlos dos «unos» de la segundafila da
como resultado el 2 que es el elemento del centro
de la tercera fila, que si se suman los «unos» de
los extremos de las 3 primeras filas 1+1+1 da 3 (el
tercer elemento de la cuarta fila) y que sise suman
los «unos» de los extremos de las cuatro primeras
filas da comoresultado 4, que es el cuarto elemento
delafila siguiente. Es decir, hallanuna reqularidad,
que de alguna manera intentan generalizar con la
frase: «y asi podemos sequir con todos...» y de este
modo completan los elementos de la primera linea
paralelaalaformadapor «unosy, esdecir,el6yel 7.
Este dltimo procedimiento no queda registrado
en el escrito de los alumnos, quizas por lo que los
mismos alumnos expresan en el sentido de que
este procedimiento no les sirve para «llenar» todo
el triangulo.

Observantambién que simultiplicanel 2 delatercer
filaporel 3 delacuartafiladael6 delaquintafila,
planteando una posible reqularidad: que «todos se
puedan hacer multiplicando algo en forma de trian-
gulo», aunque luego esa conjetura no se retome
(quizas porque se hayan percatado de que no vale
en general observando otros casos particulares).
Retomando la primera observacion realizada
(1+1=2), observanquetambién3+3da 6 (ytambién
«forman» un tridngulo), estableciendo una nueva
regularidad: «con los de arriba hago los de abajo»,
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la cual verifican para otros casos particulares: «con
6 v4 hacésel 10», ylos de la «punta»: 3+1=4, etc.,
y asi completan los restantes elementos interiores
del tridngulo. Esta Gltima regularidad es la que
queda en el registro escrito del inciso b):

«Por ejemplo: sumamos en forma de triangulo hacia
abajo y asi sucesivamentey (ver Figura 2)

Figura 2.

La expresion «asi sucesivamente» da cuenta de
que, apesar de que los alumnos han dejado escrita
en su produccion un solo ejemplo, han observado
varios casos particulares, han hallado una regula-
ridad y hanrealizado una generalizacionimplicita,
que revela la utilizacién de un procedimiento de
induccion empirica.

El siguiente didlogo da cuenta de otros proce-
dimientos y procesos de comunicacion puesto a
funcionar en este grupo al abordar el inciso b):

- E3: Profe, profe, veni...

-Docente:Y?comovan? ... yacompletaron lasfilas...
;1imuy bien!!!

-E1: Estamos acd con una duda, estamos discutiendo
como decir esto...

- E2: Encontramos que el triangulo también se puede
formar sumando «hacia arriba» (y sefialan la hoja
de trabajo)

-Docente: ;Como?... no entiendo... expliqguenme...
-E2: Fijate acd, este 10 seria la suma de estos niime-
ros que estdn arriba (y encierran con una linea los
ndmeros 10,6, 3y 1)

- E1:Y este 10 de al lado es la suma de estos otros nu-
meros (encierrancon otralinea los niimeros 4, 3,2 y1)
- E2: Y probamos con todos y siempre te da... no im-
porta lacantidad de niimeros que pongas en lacadena
de niimeros que elijas... ponele el 35 es 20+10+4+1
-E1:Ytambiénteda si sumds para el otro lado... ese
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35 también puede ser la suma de 15+10+6+3+1...
- Docente: ;;;Qué bueno!!! ;;igeniallll... ;;esa es
una propiedad del tridngulo!!!... ahora habria que
decirlo de alguna forma....

- E3: Pero no sabemos como explicar...

- E1: ;Podemos hacer un ejemplo?... porque no
vamos a escribir todos los que encontramos...

- E2: Pero ademds tenemos que ver porgue no sé si
seva a entender si ponemos ejemplos...

- Docente: Bueno... ;se animan a escribir algo de
todo esto que descubrieron?... intenten...
(Mientras la profesora recorre otros grupos, los
alumnos realizan su produccidn escrita y vuelven
a solicitar la intervencién docente)

- E1: Mird, escribimos: «otra forma que utilizamos
fue sumar los niimeros hacia arriba»

- E3: Asi no se entiende...hay que poner un ejem-
plo!!!'Y dejar los niimeroscomo estdn dibujados con
la forma que tienen en el trigngulo...

- Docente: Dale!!! Genial!!! Coémo quedaria??

(Una de los estudiantes escribe el ejemplo que
da cuenta la produccion escrita, conservando la
disposicién que tenia originalmente y agregando
signos aritméticos «+» e «=»)

- E3: Ahora si se entiende!!!

- E2: Profe, ;te parece que se entiende? la vamos a
dejar asi...

Como se desprende de este dialogo, los alumnos
observan casos particulares: 10 eslasuma delos ni-
meros que estan arriba (6+3+1), 10=4+3+2+1, ha-
llando otrareqularidad que generalizan («probamos
con todos y siempre te da... no importa la cantidad
de niimeros que pongas en la cadena de nimeros que
elijas...») y contrastan en otros casos particulares,
por ejemplo 35 es 20+10+4+1. Esto queda escritoen
la resolucion como: «Otra forma que utilizamos fue
sumar los ndmeros hacia arriba. Ejemplo: ...»
Tambiénenesteincisob), atravésdelapercepcidn,
conjeturan que «En este tridngulo se repite del lado
izquierdo la serie 1,2,3,4,5,6 yasi sucesivamentey,
quedando estoregistrado en su produccién escrita.
En ftem c), los procedimientos utilizados por los
alumnos fueron:
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- Sumar los nimeros de cada una de las 8 primeras
filas del triangulo.

- Sistematizar estos resultados en una columna en
el costado superior de la hoja.

- Observar una reqularidad vy generalizarla, explici-
téandola de la siguiente manera: «Encontramos el re-
sultado (filaN ) sumando los ndmeros por s mismos».
La expresion «sumando los niimeros por si mismos»
hace referencia al procedimiento que podriaemplear-
se para seguir avanzando en la construccién de las
sumas de las filas, como asi también la relacion de
recurrencia encontradaenlaexploraciondelosresul-
tados obtenidos. Advierten que cada resultado puede
obtenerse al sumar al dltimo resultado encontrado
ese mismo nimero, (por ejemplo, 4+4=8; 8+8=16...).

Definiciones

Las definiciones utilizadas por este grupo de alum-
nos son las de:

Operaciones con nlimeros naturales (adicién, mul-
tiplicacién); tridngulo y algunos de sus elementos
(lados, filas), serie (como sucesién de nimeros)

Propiedades

Como ya hemos mencionado, hay propiedades que
este grupo de alumnos perciben en el tridngulo vy
otras que construyen a partir de la observacion de
casos particulares, basqueda de regularidades y
generalizacién (induccién empirica).

Los alumnos enuncian esas propiedades de la
siguiente manera: (extraido del didlogo entre los
estudiantes)

- «En este triangulo se repite del lado izquierdo la
serie 1,2,3,4,5,6,7...y asi sucesivamentey

- «Los de afuera son unosy, haciendo referenciaaque
los nimeros de los extremos de cada fila son unos.
- «Sumamos en forma de triadngulo hacia abajo y asi
sucesivamentey (figura 2)

Observemos que en este caso la conjetura que esta
implicita es que «si sumamos dos ndmeros conti-
guosdeunafila(enformadetridngulo hacia abajo)
obtenemos el nimero que estd ubicado debajo de
ellos enlafila siguiente del tridngulo».
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- «Otra forma que utilizamos fue sumar los nimeros
hacia arriba. Ejemplo: ...».

Aqui también hay una conjetura implicita no con-
templada en el significado de referencia institu-
cional: «Cada nimero del interior del tridngulo se
obtiene sumando los nimeros que estdnenlalinea
paralela a los unos comenzando por alguno de los
que estan justo por encima de él».

Y hay también algunas propiedades que estan
presentes en los didlogos que fueron puente de
alguna manera para poder enunciar algunas de las
propiedades anteriores o que fueron descartadas
por no ser verdaderas, por ejemplo:

- «Los unos de los extremos y la forma de tridngulo
pueden servir para completar lo de «adentro» (ha-
ciendo ciertas operaciones).

- «A lo mejor, todos se pueden hacer multiplicando
algo en forma de tridngulo»

- «Con los de arriba hago los de abajo»

Argumentaciones

- Argumentaciones basadas en la percepcion.

- Induccién empirica a partir de la observacion de
casos particulares, bisqueda de regularidades y
generalizacion.

- Contrastacion de conjeturas mediante la verifi-
cacidon en nuevos casos particulares y utilizacion
implicita del patrén inductivo fundamental: «La
verificacion de consecuencias hace a una conjetura
mas crefblex. En este sentido creemos importante
destacar que no siempre Los ejemplos que se expli-
citan a continuacion de las conjeturas halladas, se
proveen con el fin de contrastar la conjetura sino
que los mismos se mencionan como una forma de
explicar la misma. (Tal es el caso del ejemplo 10=
4+3+2+1 explicitado a continuacion de la expre-
sidn: «sumamos los nimeros hacia arriba...»)

Lenguaje

La resolucion de los alumnos se caracteriza por el
predominio de los lenguajes coloquial, gréafico,
numeérico y aritmético.

Se puede observar que las relaciones halladas son
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expresadas mediante expresiones coloquiales,
como por ejemplo: «sumamos en forma de triangulo
hacia abajo yasi sucesivamente...», «otra forma que
utilizamos fue sumar los niimeros hacia arriba...»,
las cuales los mismos alumnos reconocen que no
reflejanfielmente las relaciones halladasy porello
ven la necesidad de utilizar marcas en el grafico y
expresarlas con un ejemplo (es decir, aritmética-
mente). Recién cuando pueden hacer esto, pueden
expresar que «ahora si se entiende...». Esto vuelve
a poner en evidencia la utilizacion del ejemplo
para explicar mas que paracontrastar en este caso.
Se destaca asimismo el uso (casi abusivo) de las
expresiones cologuiales «adentro» y «afuera», lo
que de alguna manera obstaculizala correctaenun-
ciacion de algunas de las relaciones halladas. Este
lenguaje no fue anticipado en nuestro significado
de referencia pretendido.

El lenguaje numérico y el aritmético dan cuenta de
las operaciones realizadas para completar los ele-
mentos de las filas y de la escritura de los ndmeros
respetando la estructuratriangular de la disposicién
grafica previamente dada, de lo que se infiere que
dicha formafue utilizada enlafase de construccion.
Tambiénutilizanunlenguaje simbélico-aritmético
(signos y simbolos propios del lenguaje matema-
tico relacionado a las operaciones aritméticas
involucradas) tanto para la explicitacion de los
procedimientos como para las propiedades del
tridngulo, no habiendo indicios de lenguaje sim-
bdlico algebraico.

Profundizando en un segundo nivel de andlisis,
se pone en evidencia que estos estudiantes han
transitado por diferentes procesos:

- Procesos de materializacion—idealizacion:

Los ndmeros escritos v su disposicion triangular
(ostensivos) enelitema) refieren a la materializa-
ciéndelos procedimientos que sellevaronacaboa
la hora de resolver el problema, como la observa-
cién, laexploraciényla bisqueda de reqularidades.
Las expresiones escritas, utilizando expresiones
tales como: «se repite del lado izquierdo la serie 1,
2,3,4,5,6,7 yasi sucesivamentey, «sumamos en
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forma de triagngulo hacia abajo», «sumar los nime-
ros hacia arriba», «encontramos elresultado (filan)
sumando los nidmeros por si mismos» constituyenla
materializacidn de ciertas propiedades que subya-
cen como objetos ideales (no ostensivos).

En este sentido, podemos observar, tal como lo ha-
biamos anticipado en el andlisis del significado de
referencia pretendido, que hay ciertas dificultades
e imprecisiones para materializar, en expresiones
orales y/o escritas, las propiedades conjeturadas,
por ejemplo: «En este tridngulo se repite del lado
izquierdolaserie 1,2,3,4,5,6,7... yasi sucesivamen-
tey, utilizando las expresiones «se repite del lado
izquierdo» que es ciertamente confusa, «serie» en
lugar de sucesion. Es decir, hay conflictos semioti-
cos asociados al uso de los componentes discursivos
para la comunicacion de la regularidad hallada.
Pero, ademas, vy esto nos parece de suma impor-
tancia, observamos que en algunas oportunidades
las propiedades halladas quedan expresadas en
términos de procedimientos. Por ejemplo, decir:
«sumamos en forma de trigngulo hacia abajo y asi
sucesivamentey, sin poder expresar esta reqularidad
en forma de una propiedad general: «sise sumandos
nimeros contiguos deunafila (enforma de tridngu-
lo hacia abajo) se obtiene el nimero que esta ubica-
do debajo de ellos enla fila siguiente del triangulo
ideal». Observemos que enun momento la docente
lesdice: «;;Esaes una propiedad del triéngulo!!!...
ahora habria que decirlo de alguna forma...», es
decir les solicita expresamente decir en términos
de propiedad. A lo que los alumnos expresan que
no saben como explicary materializanla propiedad
subyacente en términos de procedimiento.

En el caso del inciso c), este conflicto se hace mas
patente. Los estudiantes expresan la conjetura en
términos de procedimientosy conalgunasimpreci-
siones: «Encontramos el resultado (filaN ) sumando
los niimeros por si mismos».

- Procesos de particularizacion—generalizacion

-Tanto en el registro escrito como en los didlogos
entre los alumnos vy la docente se pone de ma-
nifiesto como ha funcionado la dialéctica entre
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lo particular v lo general. Tanto para pensar la
construccion de las filas siguientes como en la
enunciacion de propiedades del tridngulo, se
analizan casos particulares para lograr algin tipo
de generalizacian. Por ejemplo, cada nimero
particular del interior del triangulo se obtiene a
partirde un procedimiento general, descripto como
«sumamos en forma de triangulo hacia abajo». Pero
también esa generalizacion esverificada en nuevos
casos particulares e incluso se ve la necesidad de
ejemplificar las relaciones conjeturadas mediante
nuevos casos particulares.

- Enel caso delitem c) el andlisis de la suma de cada
fila, observadas como elementos particulares, permi-
teenunciarunregularidad, que intentan generalizar
en la expresion «Encontramos la suma el resultado
(fila N ) sumando los nidmeros por si mismos».
También aqui observamos algunos conflictos
semioticos asociados a este proceso de particula-
rizacién-generalizacion, algunos de los cuales ya
habiamos anticipado como conflictos potenciales:
- Conflictosligados ala eleccionde casos particula-
res adecuados que permitan Llegar a una generali-
zacionvalida, como por ejemplo la consideracion de
latercerlinea paralela alos «unos» ylaobservacion
de cada ndmero particular para obtener una ley
general de formacion de dicha sucesion.

-No lograr diferenciar entre el particular represen-
tado por la suma anterior a otra particular, con el
particular general que puede otorgar la suma de
cualquier fila n.

-También se perciben dificultades asociadas al re-
gistro escrito del lenquaje utilizado para enunciar
el producto de los procesos de generalizacion, v la
consiguiente necesidad de hacer referencia a un
ejemplo (caso particular) para que se entienda la
generalizacién ala que arribaron. Esto se ve clara-
mente en la forma de expresar la relacion general
hallada: «sumamos en forma de trigngulo hacia
abajo y asi sucesivamente» (sequida del ejemplo)
u «otra forma que utilizamos fue sumar los nimeros
hacia arriba. Ejemplo:...) las cuales, como ya hemos
mencionado, no pueden expresar como una propie-
dad general. Este conflicto, esta relacionado no sélo
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con los procesos de particularizacion- generaliza-
cion sino con el de materializacidn-idealizacion.

- Proceso de descomposicion-reificacion

Esta practica matematica da cuenta del proceso de
descomposicion-reificacionllevado a cabo por este
grupo, que si bien va considerando los ndmeros
involucrados como objetos unitarios con los que
realiza calculos segtin su ubicacion, sonalavez, so-
metidos a la l6gica del sistema, observando a todo
el tridngulo como un objeto sistémico. Siendo asi
el tridngulo de Pascal el emergente de un proceso
de descomposicion—reificacion de elementos uni-
tarios (ndmeros, filas, tridngulos mas pequefios)
que necesitan ser analizados como elementos de
un sistema y luego nuevamente transformado en
un objeto unitario.

Entre los conflictos relacionados a este proceso
podemos destacar que en este grupo de alumnos
la consideracion de las «lineas» como objetos uni-
tarios (sinverlos en el sistema de nimeros), llevaa
que no puedan realizar analogias entre propiedades
que secumplenenotraslineas, por ejemplo, el mi-
rarcomo objeto unitario ala primer [inea paralela a
los unos, a pesar de poder percibir que se trata de
la sucesidn 1,2,3,4,5,..., no Lles permite ver que la
segunda linea paralela a los unos también es una
sucesion con determinadas caracteristicas.

- Proceso de representacion-significacion

Este proceso se pone en juego en la producciony
comunicacion de esta resolucian. Desde un princi-
pio los alumnos tuvieron que dar un significado a
algunas expresiones del enunciado de la tarea, en
particular a la expresion: «fila n». Enla resolucion
ylos didlogos, algunos objetos, como los nimeros
que forman las filas o las expresiones coloquiales,
evocan la representacion geométrica triangular
referenciandola en el procedimiento utilizado
para su formacion, tomando elementos de la geo-
metria («sumamos en forma de tridngulo») o de
las relaciones espaciales («hacia abajo»/ «sumar
los nimeros hacia arriba»/ «del lado izquierdo»),
para describirlos.
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Los conflictos semidticos ligados a este proceso
tienen que ver, tal como lo habfamos anticipado,
condificultades o ambigiiedades en el otorgamien-
to de significacién a algunos términos utilizados
en el enunciado de la tarea y en su resolucion.
En particular la asignacion de un contenido a la
expresion «fila n» se presenté como un conflicto
semidtico efectivo en el desarrollo de esta tarea,
que hizo necesaria laintervenciéndel docente para
hacer progresarla actividad matematica requerida.
Asimismo, se vislumbraron conflictos semiéticos
vinculados a ambigliedades en el significado otor-
gado a los términos vy expresiones utilizados para
enunciar las conjeturas (tales como «serie», «lado
izquierdo», «sumar en forma de tridngulo hacia
abajo», «sumar los ndmeros hacia arriba», «sumar
los nimeros por si mismos»).

Debemos destacar que la atribucidn de significado
a la expresién algebraica del enunciado requiere
de cierta familiaridad con las practicas del lenguaje
especifico-matematico, que aparentemente no es-
taban disponibles por los estudiantes al momento
de enfrentarse a la tarea, y se manifesto en dificul-
tades/obstaculospararesolverla. Eneste sentido el
EOS pone en evidencia que las transformaciones de
lenguajes no se plantean por simplestraducciones,
porlo quelograr el enunciado enlenguaje algebrai-
co es mucho mds que una traduccién de lenguajes,
sino que necesita de una transformacién de signifi-
cadosque pone afuncionar nuevasfunciones semio-
ticas, masalld detenerunadisponibilidad personal
de signos o expresiones algebraicas, cuestion que
en este caso, necesitd de la gestion del docente.

4. Conclusiones
A fin de analizar los procesos argumentativos de
alumnos de 4to. afio de la escuela secundaria,
hemos seleccionado vy reformulado una situacion
que consideramos potencialmente «rica»® para
poner en funcionamiento este tipo de procesos,
en particular los involucrados en la elaboraciony
contrastacion de conjeturas.
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Situados en una dimension epistémica, hemos
realizado un analisis a priori de la situacion, el
cual muestra una posible red de relaciones entre
los diferentes objetos, procesos duales y razona-
miento empleados en una resolucién pretendida
para alumnos de 4to afio de la escuela secundaria,
el cual pone en evidencia la complejidad ontose-
midtica que subyace a este mega proceso que es
la argumentacion, vy en particular, la elaboracion
de conjeturas.

En este sentido, y profundizando lo expresado por
Panizza (2005) respecto de que los razonamientos
estan ligados a los conocimientos que se ponen en
juego, nuestra investigacién muestra que el proceso
de elaboracion de conjeturas no sélo estd condicio-
nado por todos los objetos primarios que se ponen a
funcionar: desde el problema, los procedimientos, las
definiciones, las propiedades, ellenguaje yel tipo de
argumentacionutilizados, sino también por los proce-
sos duales que se deben transitar: ademas del proceso
de particularizacion—-generalizacion, los procesos de
materializacion—idealizacion, de representacion—sig-
nificacion y de descomposicion-reificacian.

El analisis a prioridel problema nos fue de utilidad
como significado de referencia para luego analizar
los significados personales de los alumnos (dimen-
sién cognitiva), que se manifiestan en un sistema
de practicas realizadas por un grupo de alumnos
ante tal situacion.

Este analisis de significados personales pone en
evidencia ciertas disparidades entre lo que el
profesor espera (significado institucional preten-
dido) ylo que realmente logran hacer Los alumnos
(significado personal logrado), que se explicanen
términos de conflictos semidticos.

Enrelacién a esta cuestién, observamos que algu-
nos de los conflictos semiéticos potenciales que
se habian anticipado se hicieron efectivos en la
clase (v en particular en este grupo de alumnos)
como lo son, por ejemplo, aquellos ligados a la
falta de elementos discursivos para poder mate-
rializar las conjeturas halladas, a la dificultad enel
otorgamiento de significado a ciertas expresiones
tales como «suma de la fila n» o en la falta de una
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mirada sistémica de ciertos objetos que impidenla
emergencia de otras conjeturas. Pero hay conflic-
tos que no fueron anticipados y que nos resultan
importantes de destacar y de sefialar como nuevos
focos de indagacidn: observamos la presencia, en
losalumnos, de una cierta «confusion ontoldgicay,
enelsentido de que algunos objetos primarios que
se pretendia que emergieran como propiedades
generales (del tridngulo de Pascal en este caso)
terminan expresdndose como procedimientos que
pueden utilizarse para la formacion del triangulo.
Esto muestra claramente que no selograla desper-
sonalizacion ni la descontextualizacion esperada
en la formulacion de los alumnos a partir sélo de
lo que el problema plantea. La persistencia de
esta confusion ontolégica en otras situaciones nos
ayudaria a explicar, en parte, la falta de necesidad
por parte de los estudiantes de validar lo que se
dice ya que sila conjetura se escribe como el pro-
cedimiento realizado, no habria nada que validar.
Por eso insistimos en que es necesario trabajar en
ese «cambio» enlaforma de enunciar la conjetura,
transformando el elemento de significado de pro-
cedimiento a propiedad.

También evidenciamos una importante confusion
argumentativa respecto al uso del ejemplo. En
forma reiterada ese uso significa explicacién y no
contrastacion como se plantea en nuestro marco
de referencia.

Notas

Cabe destacar que estos conflictos son invarian-
tes, no solo en las resoluciones de este problema
logradas por todos los grupos de alumnos, sino
también en otro tipo de problemas analizados en
esta investigacion.

En este sentido, creemos que es necesario un
trabajo en el aula dirigido a significar una propie-
dad matemdtica como una proposicién (oracion,
enunciado) que afirma algo general, y a reflexionar
sobre el uso del ejemplo, lo cual exigiria una etapa
de planificaciony disefio especial.

Engeneral, los conflictos semidticos potencialesy
efectivos nos ayudan a explicar, utilizando herra-
mientas semidticas, las diversas dificultades porlas
que pueden atravesar (y de hecho atraviesan) los
alumnos en sus procesos argumentativos, y en par-
ticularen el proceso de elaboracion de conjeturas.
También nos permitenrepensar las intervenciones
docentesenelaula, dado que las mismas deben es-
tar orientadas a tratar de destrabar estos conflictos
semioticos para ayudar a avanzar a losalumnos en
la elaboracién de las conjeturas pretendidas.
Pordltimo, creemos que el estudio realizado aporta
a la problematica planteada en la introduccion
de este trabajo, en tanto que favorece, desde las
dimensiones epistémica, cognitiva v semictica, a
la comprensidonydesnaturalizacion de los procesos
argumentativos de los alumnos en situaciones de
elaboracion y contrastacion de conjeturas.
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1 Se entiende como proceso a una secuencia de acciones que es activada o desarrollada durante un
cierto tiempo para conseguir un objetivo. En este sentido, debemos destacar que el EOS reconoce la
existencia de una gran diversidad de procesos que se ponen en juego en la actividad matematica. De
hecho, la emergencia de los objetos primarios de una configuracién (lenguaje, problemas, proce-
dimientos, definiciones, propiedades, argumentos) tiene lugar mediante los respectivos procesos
matemdticos de comunicacién, problematizacidn, elaboracién de procedimientos, definicién, enun-
ciacién, argumentacidn. A suvez, destaca mega procesos en la actividad matematica como lo son la
resolucién de problemas y la modelizacién, entre otros.

@ Lanocién de funcién semidtica se entiende como la correspondencia entre un objeto antecedente
(expresion, significante) y otro consecuente (contenido, significado) establecida por un sujeto (per-
sona o institucién) segidn un criterio o regla de correspondencia (Godino, Batanero y Font, 2007).
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) Los contraejemplos globales son aquellos que refutan la conjetura original, mientras que los con-
trajemplos locales son aquellos que refutan a alguna de las posibles subconjeturas.

#) Estos autores consideran problemas «abiertosy» a aquellos donde se da alguna de estastres situaciones:
«a) dadaslas propiedades iniciales, el problema consiste en encontrarlas consecuencias de ellas, b) dadas
las propiedadesfinales, el problema consiste en encontrar las propiedades iniciales delas cuales son con-
secuencia, ¢) sin darninguna propiedad del problema consiste en encontrarlas propiedades relacionadas.
) EL término «situacion rican es ambiguo ya que se usa con muchos sentidos diferentes. Utilizamos dicho
término en concordancia con Font (2005), para hacer referencia a que la situacidn elegida superael apren-
dizaje pasivo, gracias a la incorporacién al proceso de ensefianza-aprendizaje, entre otros, de algunos
delos siguientes aspectos: la actividad del alumno, el problema contextualizado, la organizacidn para su
ensefianza en grupos detrabajoyla posibilidad de que los alumnos visualicen diferentes regularidades.
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